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Einleitung. 


Hat die Potenzreihe f(z) = X c, z” einen positiven Konvergenzradius, so laBt 
sich die Frage nach ihrer Fortsetzung ins AuBere des Konvergenzkreises nur 
dann entscheiden, wenn man c, in geeigneter Weise als eine ,,einfache“ Funktion 
von vy darstellen kann. Eines der ersten und schénsten Ergebnisse in dieser 
Richtung stellt der Satz von Leav (1899) [vgl. Leavu (1) des Literaturver- 
zeichnisses] dar, wonach, wenn c,= @(v) ist, wo g(z) im Unendlichen regular 
ist, {(z) langs jedes Halbstrahls vom Ursprung aus fortsetzbar ist, der z = 1 
nicht trifft. Dieser Satz ist dann von Faser (1903) [vgl. Faper (1)] dahin 
erweitert worden, daB unter den obigen Annahmen f(z) sich in die ganze 
Riemannsche Flache von lg(l — z) fortsetzen laBt, wenn aus ihr simtliche 
Punkte mit |z| < 1 entfernt werden, die nicht zum Hauptblatt der Riemann- 
schen Flache, in dem der Konvergenzkreis liegt, gehéren. Im Anschlu8 an den 
Beweis dieser Tatsache hat FaBer die Vermutung ausgesprochen, daB f(z) in 
allen Zweigen die singuliren Punkte nur in z = 0, z = 1 und z = co haben kann. 
Diese Vermutung wurde von uns 1933 in der Tat bestitigt und dabei ins- 
besondere an einem Beispiel gezeigt, daB auch in z = 0 eine Singularitat eines 
Zweiges von f(z) wirklich liegen kann’), 


1) In einer 1929 erschienene:: Arbeit [Wicrrt (1)] hat S. Wicert fiir 2 ¢(v) z” einen 
Ausdruck hergeleitet. Dieser Ausdruck ist giiltig in der lings der positiven reellen Achse 
von z= | nachoo aufgeschnittenen Ebene. Daraus lassen sich gewisse Aufschliisse iiber die bei 
Fortsetzungswegen, die jenen Schnitt nicht treffen, sich ergebenden Singularitaten erhalten. 
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2 A. OsTrowskKI: 


Diese zuerst merkwiirdig anmutende Ausnahmestellung des Ursprungs er- 
scheint weniger bemerkenswert, wenn man das ganze Problem als ein solches 
der Theorie der Dirichletschen Reihen auffaBt und in entsprechender Weise 
verallgemeinert. Setzt man nimlich z = e~*, so geht f(z) in X'c, e~” tiber, und 
hier entspricht z = 0 dem Punkt s = oo. Zugleich stellt sich heraus, daB eine 
solche Unischreibung des Problems iiberhaupt unentbehrlich ist, wenn man 
es weiter verfolgen will, sofern man einfache und g2ometrisch durchsichtige 
Formulierungen zu erhalten wiinscht. 

Wir werden uns daher von vornherein mit einer Dirichletschen Reihe 


co 


(1) f(s) = Sc, e~** 


beschifiigen, wo die A, eigentlich monoton ins Unendliche wachsen und f(s) 
eine endliche Konvergenzabszisse besitzt. Auch in die-em allgemeineren Falle 
1aBt sich ein Analogon der obigen Tatsachen formulieren, das zugleich auch die 
Formulierung im Falle der Taylorschen Teiken ganz erkeblich erweitert. 
Namlich, ist allgemein g(z) im Unendlichen regulir, so ist die durch die 
Dirichletsche Reihe 


(2) F(s) = x p(A,) c, e~*+8 
v=0 


dargestellte Funktion lings jedes Weges aus der Konvergenzhalbebene von (1) 
fortsetzbar, lings dessen f(s) fortsetzbar ist. 

Bei der weiteren Untersuchung diezes Problems handelt es sich vornehmlich 
darum, die Annahmen iiber g(z) auszuweiten. Einen besonders schénen und 
wichtigen Satz in dieser Richtung hat 1919 H. CRaMER [CRAMER (1)] bewiecen. 
CraMER beweist: Es mége die Funktion g(z) eine ganze Funktion hichstens vom 
Normaltypus k der Ordnung 1 sein, d. h. es mége fiir jedes e > 0 
(3) p(z) = 0 (e**”) (|2| =r, roo) 


gelten. Dann ist, wenn (1) eine absolute Konvergenzabszisse o* hat, die Funktion 
F(s) aus der Halbebene Rs > o* + k liings jedes Weges fortsetzbar, lings dessen 
f(s) derart fortsetzbar ist, daB dabei der Konvergenzradius > k bleibt. 1923 haben 
wir einen neuen Beweis des Cramérschen Satzes gegeben [Ostrowski (1)], 
aus dem sich zugleich ergibt, daB er gar nicht an die Annahme der Existenz 
einer ,,absoluten“‘ Konvergenzabszisse gebunden ist, sondern auch dann richtig 
bleibt, wenn in der obigen Formulierung unter o* die gew6hnliche Konvergenz- 
abszisse verstanden wird. Dieser Beweis beruht auf der Relation 

(4) F(s)= 35; P Pw) fis — u) du, 

wo lings der Kreislinie |u| = k + e integriert wird. D(u) ist dabei die zu ¢(z) 


gehérende Unterfunktion, die, wenn g(z) = >’ A, z” ist, gegeben wird durch 
=0 


— wlA " 
P(u) ps p ar 2 
v 


Bei der Verallgemeinerung des Cramérschen Ansatzes wird man nun die 
Voraussetzung, daB ¢(z) ganz ist, fallen lassen und statt dessen annehmen, daB 
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y(z) fir ein R > 0 regular ist fiir |z| > R und a, < argz < a, ist, woa,< 0 < a, 
gilt, und diese beiden Schranken auch — co bzw. + co sein kénnen. Im 
ibrigen wird wiederum die Giltigkeit von (3) vorausgesetzt, unter der weiteren 
Bedingung «,+ ¢ S argz S a,—e. Diese Fragestellung wurde bisher in der 
Literatur von Soura (1925) [Souna (1)] und W. Bernstern (1933) [Bern- 


STEIN (1)] im speziellen Falle : >a,>0>a,>- ; behandelt, wobei SouLa 
k = 0 und W. Bernstern beliebiges k > 0 voraussetzt. 


Diese Ansitze entsprechen allerdings einer unnétig speziellen geometrischen 
Konfiguration, da fiir «,— «, <2 sich das Resultat gleichmaBig formulieren 


laBt, ohne daB a, < “ und a, > — “s vorausgesetzt zu werden braucht. In 


diesem Falle liefert unser Satz I (vgl. §8) das folgende Resultat: Ist s, ein 
Punkt der Halbebene Rs <= k + o* und ist f(s) in den Punkt 8 geradlinig 
3a 
2 
zwar durchweg mit Funktionselementen, deren Konvergenzradien > k sind, 
so ist auch F(s) lings aller Strahlen dieses Richtungsbiischels aus der Halb- 
ebene Ns > k + o* in 8, fortsetzbar. Man vergleiche hierzu die Fig. 5 in § 8. 
An Hand dieser Figur kénnen die obigen Bedingungen fiir f(s) so charakterisiert 
werden, daB f(s) im Dreieck A dieser Figur durchweg regular ist mit dem 
Regularitatsradius > k, wihrend die Behauptung besagt, daB F(s) im gesamten 
abgeschlossenen Dreieck A* regular ist. Ist insbesondere «,— «,= 2, so be- 
deutet dies: [st f(s) in 8) aus der Richtung —(a,_ + %)/2 geradlinig fortsetzbar mit 
dem Konvergenzradius > k, so ist auch F(s) aus dieser Richtung in 8, fortsetzbar*). 
Im Fall «,— «, > 2 liefert unser Satz II das entsprechende Resultat. Wir 
benutzen in diesem Falle einen aus der HalbebeneR s > k + o* herkommenden 
polygonalen, sich nicht tiberschneidenden Weg ZL, der in s, miindet und lings 
dessen bei geeigneter Konvention iiber die Richtungsfortsetzung simtliche 


fortsetzbar lings aller Richtungen des Richtungsbiischels( = —%,5 — a), und 


Richtungen im Biischel (- O_+ ; »— &— > )liegen. Wir verlangen dann, daB 
f(s) langs L in s, derart fortsetzbar ist, daB dabei der Regularititsradius > k 
bleibt. Andererseits wird dem Weg L die sogenannte k-Bedingung auferlegt, 
wonach Punkte von zwei nicht unmittelbar aneinanderstoBenden Teilstrecken 
von L stets eine Distanz > 2k haben. Dann besagt der Satz II (vgl. § 14), daB 
F(s) lings L in 8, fortsetzbar ist*). 


*) Hier kann natiirlich an sich (a«,+ «,)/2 jede Richtung aus (— 2/2, 2/2) sein. Man 
beachte, daB in den von Sovuta und W. BernsTeErn betrachteten Fallen in diesem Grenzfall 
nur die positive x-Richtung méglich ist. 

Fiir den Fall der Taylorschen Reihen 2 ¢(v) z” und unter Beschrankung auf k < a und 


“= — = em : findet sich der entsprechende Spezialfall von unserem Satz I in 


LinpeLor [Linpewér (1) p. 109] unter Bezugnahme auf friihere Verétfentlichungen von 
LeRoy und MELLIN. 

%) Die beiden oben angegebenen Siaize I und II verallgemeinern ganz wesentlich das 
entsprechende Resultat meiner friiheren Abhandlung [Ostrowski (2)]. Auf die Méglich- 
keit dieser Verallgemeinerung habe ich schon a. a. O. am Ende der Einleitung (pp. 724 
bis 725) hingewiesen. 

1* 








A. OsTROWSEI: 


Der Beweis dieser Siatze beruht auf einer geeigneten Abinderung des 
Integrals in (4), wobei der Integrationsweg aus dem Unendlichen her- 
kommt und wieder ins Unendliche geht. ®(u) ist auch hier die mit Hilfe der 
entsprechend abgeinderten Laplacetransformation zu definierende Unter- 
funktion von ¢(z). 

Sinngema8 zerfallt dieser Beweis in einen funktionentheoretischen und 
einen geometrischen Teil. 


Im funktionentheoretischen Teil handelt es sich um die Definition und 
Diskussion von ®(u), wobei der Kern der ganzen Betrachtung in der Her- 
leitung des Hilfssatzes 4 (§ 3) liegt, durch den die Konvergenz von (4) sicher- 
zustellen ist. Die Schwierigkeiten beim Beweis dieses Hilfssatzes riihren vor 
allem daher, daB das ,,Laplaceintegral‘ nicht ins Innere des Kreises |z| = R 
gefiihrt werden kann. Es ist vielleicht von Interesse darauf hinzuweisen, daB 
solange «a, >—2 und a,< a ist, man diese Betrachtung dennoch auf den 
Fall R= 0 zuriickfiihren kann, durch eine geeignete Translation in der 


z-Ebene. 


Im geometrischen Teil des Beweises handelt es sich um die Konstruktion 
des neuen Integrationsweges D fiir das Integral (4), der den Weg L ,,im Inneren“ 
enthalt, und zwar so nah, daB f(s — u) auch noch lings D regulir bleibt. Es 
kommt dann vor allem darauf an, daB lings dieses Weges auch ®(u) regular 
ist. Nun wird aber das Riemannsche Flachenstiick, auf dem ®(u) regular ist, 
im wesentlichen bis auf zwei Viertelebenen durch arg u charakterisiert, wih- 
rend bei der Charakterisierung des Weges L die ,,lokalen‘‘ Richtungen lings 
dieses Weges benutzt werden. 

Der topologische Kern des betreffenden Teiles unseres Beweises besteht nun 
in der Herstellung einer Beziehung zwischen den beiden in Betracht kommenden 
RichtungsgréBen. Die topologische Grundlage wurde von uns bereits 1935 
in zwei Mitteilungen iiber die Topologie der orientierten Linienelemente 
[Ostrowsk1 (3, 4)] entwickelt. Die hier in Frage kommenden Sitze aus diesen 
Veréffentlichungen werden im § 9 zusammengestellt. 


Die letzte zu tiberwindende Schwierigkeit in diesem geometrischen Teil des 
Beweises riihrt davon her, daB zum Regularititsgebiet von ®(u) noch zwei 
Viertelebenen gehéren, die sich nicht mehr direkt durch arg u charakterisieren 
lassen. Diese Schwierigkeit wird im § 12 durch etwas speziellere Uberlegungen 
iiberwunden. 


Obgleich das Hauptergebnis des Satzes II von sehr groBer Allgemeinheit ist, 
so ist doch die bei unserer Herleitung dem Wege L aufzuerlegende k-Bedingung 
natiirlich eine gewisse Erschwerung bei der Ausdeutung dieses Ergebnisses. 
Fiir k = 0 wird diese Bedingung gegenstandslos. Fiir k > 0 aber laBt sie sich 
auf jeden Fall dann eliminieren, wenn — «,= «,= © ist. Doch soll hierauf in 
einer spiteren Mitteilung eingegangen werden. 

Im iibrigen haben wir im folgenden Text unsere Siatze I und II nicht 
nur fiir Dirichletsche Reihen, sondern gleich allgemeiner fiir sogenannte 
Dirichlet-Stieltjessche Integrale formuliert und bewiesen. 
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§ 1. Konvergenzverhalten der Dirichlet-Stieltjesschen Integrale. 


Es sei A(A) eine fiir ein a => 0 im Intervall (a, 0) definierte Funktion, die 
auf jeder endlichen Teilstrecke dieses Intervalls von beschriinkter Schwankung 
ist. Betrachten wir das Integral 


(1.1) f(s) = f e** a A(a), 


so hat dieses-Integral bekanntlich ganz analoge Eigenschaften wie die Dirichlet- 
schen Reihen vom Typus 


(1.2) ¥ a,e-*', (A, 2 0), 


die offenbar aus (1.1) durch geeignete Spezialisierung entstehen. Insbesondere 
besitzt (1.1) eine scgenannte ,,Konvergenzabszisse“‘ o*, derart, daB (1.1) in der 
Halbebene ® s > o* iiberall konvergiert und in der Halbebene & s < o* iiberall 
divergiert (o* kann auch + oo oder — oo sein). Diese Tatsache folgt sofort aus 
dem folgenden 

Hilfssatz 1. Ist (1.1) fiir ein s = 8’ konvergent, so konvergiert (1.1) fiir jedes 
e > 0 gleichméfig fiir alle s des Winkelraumes 
(1.3) jarg(s — s’)| < - — €. 
Dariiber hinaus gilt fiir N, > N 2a, 

N, 


(1.4) fe —As dA(d) < < e~ NP (s—s’) 


N sin € 


fiir 0 < e < 1 und fiir 


A 
(1.5) Ris — 8’) > 0, jarg(s—s’)| < > —e, c=c(N)=Sup| f e~** dA(a). 
ian |i | 
Beweis. Setzen wir « = R(s — s’), 6 = arg(s — s’), so gilt offenbar wegen (1.5) 
a = |s — s’| cos@ = |s — s'| sine, 


Ferner gilt, 
a 
(1.7) A,(d) = f e~** dA(A) 
N 


‘i durch ema Integration 
fem aay A) = feu *)d Ag(A) =e? —-*) Ay (A) / + (s— 3s’ fA (Aje *- da 
ae daher wegen (1.5), da A,(N) = 0 ist, 





N, 
feta A(a)| <e-™"|4 o(A)| e~ 47d A. 
| 
Dies ist aber, nach der Definition von c, 
N, 


ca 1 
e **#d4j= sz e¥* — cee (S -1), 
sine sin sine 


Sce~ 144 — 
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A. OsTROWSEI: 


woraus nunmehr (1.4) unmittelbar folgt. Damit ist aber der Hilfssatz 1 
bewiesen, dac mit N - oo gegen 0 konvergiert. 
Ersetzen wir ferner in (1.4) N durch a, so folgt fiir c* = c(a) und N, +00 


“ns Wel See) (larg(e—s')| 5 5-2. 


Die Relation (1.8) kann leicht durch eine etwas allgemeinere ersetzt werden. 
Man setze 


(1.9) g(s) = f e~** A,(A) d A(A), 


wo fiir A(A) die obigen Annahmen gelten sollen und A,(A) fiir A= a stetig ist. 
Setzen wir hier 


a 
(1.10) A*(A) = f A,(A) dA(A), 


so ergibt sich (1.9) aus (1.1), wenn darin A(A) durch A*(A) ersetzt wird. 
Nehmen wir nunmehr an, daB g(s) fiir s = s’ konvergiert und setzen wir 


¢. 

(1.11) C* = Sup | f e~** A,(a) dA(A)|, 
A2aa | 

so folgt aus (1.8) 

* 


(1.12) Ig(s)| < 


sine 





g-eRte—o) (larg (s — s’)| < + —e). 


Fiir A,(A) = 1 liefert das wiederum (1.8), waihrend, wenn wir A(A) = A setzen, 


wir die analoge Abschiatzung fiir das Laplacesche Integral fi en A,(A) di 


erhalten. 
Zusatz zu Hilfssatz 1. Liegt s’ innerhalb der Konvergenzhalbebene oder auf 
der Konvergenzgeraden*) von (1.1), so gilt fiir jedes « mit 0< e< 1: 


(1.8*) \f(s)| S c**(e, 8’) e~*®@—*) (larg (s — s’)| < ; — €,|s—s’| =e). 
Beweis: Ersetzt man fiir ein 6 > 0 in (1.8) s’ durch s’+ 6 und e durch . : 


so ergibt sich fiir |f(s)| eine Schranke im Bereich 


€ 


(1.13) larg (8 — s’— 8)| $5 -5- 


Betrachten wir andererseits den Bereich 


(1.14) larg (s—s’)| < S—e, 


so fallt fiir 6}0 jeder von s’ verschiedene Punkt von (1.14) schlieBlich in den 
Bereich (1.13). Daher kann man ein positives 6 = 4(e) so wihlen, daB dann die 


*) Die Konvergenzgerade von (1.1) ist die Gerade R s = o*. 





so 
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Punkte von (1.14), die nicht in (1.13) liegen, von s’ eine kleinere Distanz als 
2 
e haben. (Man iiberzeugt sich leicht, daB z. B. d(e) = = gesetzt werden kann.) 
Daraus folgt (1.8*) unmittelbar. 
Hilfssatz 2. Es sei (1.1) fiir s = 0 konvergent und es sei (A) eine fiir alle 
A =a stetig differenzierbare Funktion von A mit der Eigenschaft, daB fiir eine 
gewisse nicht negative Konstante k und jedes positive e die Relation gilt: 


(1.15) yld) = Oe +), g(a) = 0 (e+) (Ao). 
Dann konveryiert das Integral 
(1.16) F(s) = [ e~** 9(A) dA(A) 


fiir alle s mit Rs > k. 
Beweis: Setzt man fiir ein s mit Rs > k: 


Bia) = f e~** a A(A) (Aza), 
i 
so folgt aus (1.4) fiir s’ = 0 und N,-0co 


B(A) = O(e~**) (A+ 00); 
zugleich gilt nach partieller Integration 


F(s) =—f (A) dB(a) = g(a) Bla) + f g(A) Bia) da. 


Die Konvergenz des Integrals rechts und das Verschwinden von lim (A) B(A) 
A> 


folgt hierbei aus 
p(A) B(A) = O(e~27—*—), p’(A) B(A) = 0 (e~*¢-*-9) (A + 00) 
fiir jedes s mit Ns > k, wenn e entsprechend klein angenommen wird. 


Hilfssatz 3. Im endlichen Intervali (a, b) mége .4(A) von beschréinkter Variation 
und w(A) stetig sein. Dann ist das Integral 


b 
(1.17) f e~** y(4) d A(A) 


eine ganze Funktion von s. 
Beweis: Entwickelt man (1.17) nach Potenzen von s: 


b 
Lewy s xvas, 
so folgt die Behauptung sofort daraus, daB das Integral im »-ten Glied der 
unendlichen Reihe = 0((\a| + |6|)”) mit » — co ist. 


§ 2. Definition und Fortsetzung von (8). 
Es sei 


(2.1) —-%ofa,<0< 4,5 0,R>0, 


wobei also a,=-—co und a,= oo zugelassen sind. Wir bezeichnen mit 
Gala, %) das Gebiet |z| > R, a,< argz< a,. Das Intervall der Richtungen 
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x mit a,< y< a, soll im folgenden mit W(a,, «,) bezeichnet werden, wobei 
es sich nicht etwa um ,,geometrische“ sondern um ,,analytische“‘ Richtungen 
handelt, d.h. also Richtungen auf der Riemannschen Flache von lgz. In 
analoger Weise werden im folgenden auch andere Richtungsintervalle bezeich- 
net. 

Es sei g(z) regular in Gp(«,, «,) und in den Randpunkten dieses Gebietes 
mit |z| = R, a,< argz< a,. Es mége ferner gelten fiir ein gewisses k > 0 und 
fiir jedes ¢ > 0 sowie fiir jedes Paar reeller a}, a) mit a,< a, < a)< a: 
(2.2) |p(z)| S Cole, ay, ag)e**"! (\2| > R, a Sarge < ay), 


wo der Faktor C,(e, «;, #2) nur von ¢(z) und ¢, «; , «; abhangt. Ferner nehmen 
wir an bis und mit dem § 7, daB 


(2.3) PR) = ¢'(R) = p'(R) = 0 
gilt. 
Fiir ein y aus .-:n Intervall («,, «,) betrachten wir das Integral 
oo et % 
(2.4) D(u) = { plz) e-“* dz, 
R 


wo der Integrationsweg zuerst lings des Bogens z = R e'°, mit 0 < 0 < y oder 
2% = 920 vom Punkte z = 2 bis zum Punkte z = R e'* verliuft und sodann 
von diesem letzteren Punkte lings des Halbstrahls arg z = x ins Unendliche. 
Fiir einen festen Wert von ist 
ein Konvergenzgebiet von (2.4) 
offenbar gegeben durch 


(2.5) Rue'*>k. 


Setzt men daher u = ge', so 
kann und soll py so festgelegt  wer- 
den, daB 


(2.6) ly+al<3 


gilt. Die Ungleichung (2.5) defi- 
niert in der u-Ebene eine Halb- 
ebene, die von der Tangente an den 
Kreis |u| =k im Punkte u=k e~** 
begrenzt wird und diesem Kreis 
abgewandt ist (vgl. Fig. 1). 
Offenbar definiert (2.4) fiir jedes feste zulassige y eine in der Halbebene 
(2.5) regulare Funktion von wu. Um zu zeigen, daB alle so definierten Funktionen 


analytische Fortsetzungen voneinander sind, geniigt es zu beweisen, daB wenn 


4, und 7, zwei zulassige Richtungen mit 0< y,—, < - sind, dann die beiden 


zugehérigen Integrale (2.4) auf dem Halbstrahl 





Fig. 1 


argu = y= — 


tithe 
2 
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fiir |u| > 2 miteinander iibereinstimmen. Nun gilt nach dem Cauchyschen 
Satze fiir ein R* > R die Relation 


R* eiks R* ak Re ei ks 
(2.7) f pleje“*dz— f Gflz)e“*dz= f[ ¢fz)e—“* dz, 
R R Reeiks 


wo im ersten Integral lings |z| = R von R bis e'** R und sodann lings des 
Halbstrahls arg z = y, zu integrieren ist und der Integrationsweg im zweiten 
Integral analog gewahlt wird. Im Integral rechts aber ist der Integrand fiir 


x - Xe 
2 


u=oe'’, p= — absolut 


, 


< Cole, x15 Zo) TOR eR lx + ¥) < Cole, x4, H2) eR (Vbe—*—-*) 


wenn y = arg z von j; bis x, lauft. Rechts ist aber fiir 9 > 2 k der Koeffizient 
von R* fiir hinreichend kleine ¢ negativ, so daB das Integral in (2.7) mit R* — co 
gegen 0 konvergiert. Dann liefert aber (2.7) unsere Behauptung unmittelbar. 

Wir sehen, daB durch (2.4) die Funktion ®(u) eindeutig auf dem Riemann- 
schen Flachenstiick /"(k, «,, «,) definiert wird, das aus der Vereinigungsmenge 
aller Halbebenen (2.5) besteht, und auf der Riemannschen Fliche von lg z 
liegt. Wird k durch ein t > k ersetzt, so wird jede der Halbebenen (2.5) durch 
einen echten Teil ersetzt, und /"(t, «,, a,) ist ein echter Teil von /'(k, a, a). 
I'(k, a, %_) wird fiir endliche «,, a, durch die Halbstrahlen arg u = — a, und 
arg u = — a, in drei Teilgebiete zerlegt, von denen das eine durch 


(2.8a) |jul > k, — ag< argu< — a 
gegeben wird, wihrend die beiden anderen die Viertelebenen sind (siehe Fig.1): 


(2.8b) Ruei™>k, O< arguta<>, 


(2.8c) Rueé’*>k O>argu+ a, >— +: 


Falis eine der GréBen «,, a, unendlich wird, fallt natiirlich die zugehdrige 
Viertelebene weg. 

Aus der Bildungsweise von J" (k, «,, «,) folgt offenbar, daB wenn C ein 
im positiven Sinne durchlaufener Kreisbogen um 0 ist, dessen Anfangs- und 
Endpunkt in J" (k, a, %,) liegen, dann auch der ganze Kreisbogen C in J" 
(k, %,, %) liegt. 

Die auf die geschilderte Weise durch (2.4) definierte Funktion ®(u) soll im 
folgenden als die Unterfunktion zu ¢(z) bezeichnet werden, in Analogie zu einer 
in der Theorie der Laplace-Transformationen haufig benutzten Ausdrucksweise. 

Wir wollen nun die Darstellung (2.4) von ®(u) durch partielle Integration 
umformen. Es sei die Bemerkung vorausgeschickt, die aus der bekannten 
Cauchyschen Abschaétzung der Ableitungen einer reguliren Funktion sofort 
folgt: Zugleich mit der Funktion gz) sind auch ihre drei ersten Ableitungen in 
Gp(%,, %) regulir und geniigen gleichfalls den Relationen vom T ypus(2.2), mit 
gleichem Wert von k, aber natiirlich anderen Werten von C,(e, a, %_). Wir for- 
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men nun ein Teilintegral des Integrals (2.4), wo fiir ein R* > R bis zum Punkt 
R* e'* integriert wird, durch partielle Integration um: 


Re eik Re eit tage é x 


/ y(z) e~“* dz = — — © lz) e-™? / = | (2) e-** dz, 
é */ 
und daher wegen (2.3) 
Re eid Re ei 
" / ple) eet de = — Ol)", pete | o'e)evde. 
. K 


Lassen wir hier R* ins Unendliche gehen, so konvergiert fiir ein festes u aus 
der Halbebene (2.5) der erste Term der rechten Seite gegen Null, wegen der 
Relation (2.2) fiir g(z). Der letzte Term der rechten Seite konvergiert aber 
gegen die Unterfunktion zu g’(z). So erhalten wir schlieBlich die fiir jeden 
Punkt u aus /"(a,, «,) fiir geeignete y giiltige Relation 


oo et % 


(2.9) om-— | gy’ (z) e~*? dz. 


(2.9) zeigt, daB unter unseren Annahmen u ®(u) zu g’(z) als Unterfunktion 
gehért. Wegen der Relation (2.3) laBt sich die von (2.4) zu (2.9) fiihrende Uber- 
legung weiter iterieren, und wir erhalten die wiederum fiir jeden Punkt wu von 
I'(k, a, %) fiir geeignete x giiltige Relation 

oo tk 


(2.10) P(u) = + f gy’ (z)e-** dz. 
R 


§ 3. Die Integrationskontur C = C (t, 8,, 8.) and die Abschitzung 
von @ (u) in G,. 

Wir werden im folgenden bis und mit dem §7 den Fall «,— «,= 7 aus- 
schlieBen. Es werden demnach in den folgenden Betrachtungen wiederholt zwei 
Fille zu unterscheiden sein, je nachdem a,— a, < 2 oder > 2 ist. Wir zeigen 
nun zuerst, daB in beiden Fallen sich zwei reelle Zahlen £,, 8, so wihlen lassen, 
daB die drei Relationen 


(3.1) (a) 5 > p= Bi >—>> (0) Be>G— a%, (€) i < — ; — 


erfiillt sind, wobei im zweiten ins th B, gewahlt werden soll. Die Vor- 
schriften zur Auffindung dieser Zahlen sind verschieden in den beiden erwahn- 
ten Fallen. 

Es sei erstens a,— «,< 2. Dann gilt offenbar wegen (2.1) 

4 4 a és 4 

2 > ee Coches 2-~%>-9- 

Hier haben wir daher f, und £, in beliebiger Weise zu wihlen, aber so, daB 
die Relationen erfiillt sind 


(3.2) + > b> F-%>-F-H>h>-F (a — a < 2) 
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Es sei zweitens a,— a, > 2. Dann gilt -- — Cm >> a. Wir betrachten 


4 


nun das Intervall (= —%,-—> a, ) und behaupten, daB es unendlich viele 


sh ax 
2°2 


gemeinsame Punkte mit dem Intervall ( - 


daB der Endpunkt jedes dieser Intervalle 
rechts vom Anfangspunkt des anderen 
Intervalls liegt. In der Tat gilt ja we- 
gen (2.1) 


) hat. Dies folgt sofort daraus, 


hl a a a 
at tet ted. ~ g~%< 9: 


Ist nun der Durchschnitt dieser beiden 
Intervalle etwa das Intervall (y,, v2), 80 
setzen wir 


(3.3) Bi= Be=B, v1 < BX< e- 








Dann sind offenbar alle drei Relationen 
(3.1) erfiillt, und zwar in allgemeinster 
Weise erfiillt, wenn £,= £, sein soll. 

Es sei nun ¢ >k, aber im iibrigen 
beliebig gewahlt. Wir betrachten dann 
den spiter als Integrationskontur zu 
benutzenden Weg C = Cit, B,, B,), der 
folgendermaBen zusammengesetzt ist: 
Er besteht aus dem Bogen des Kreises 
|u| =¢ mit — $t B.S argus > +B; ), 
und den beiden in den Endpunkten dieses 
Bogens gezogenen, ins Innere der Halb- 
ebene N u < 0 gerichteten Halbtangen- 
ten, die mit der positiven reellen Achse die Winkel £8,—2 und f,+ 2 bilden 
(und also fiir x, — a, > 2 parallel zueinander im Abstande 2 t verlaufen). (Vgl. 
hierzu die Fig. 2,3, von denen die erste fiir x, — «,< 2, die zweite fiir a, — a, > ge- 
zeichnet ist.) Wir betrachten nun die Punkte der u-Ebene, die zwischen der 
Geraden R u = t und dem Weg C liegen. Fiigen wir zur Menge dieser Punkte 
ihre im Endlichen liegenden Randpunkte hinzu, so wird die entstehende Punkt- 
menge mit G, bezeichnet. Sie wird offenbar durch den Punkt u = ¢ in zwei 
getrennte Teilstiicke zerlegt. 


Es ist leicht einzusehen, daB die durch (2.4) eingefiihrte Funktion ®(u) 
auf der Menge G, regular ist. Nach dem im § 2 iiber ihr Regularitatsgebiet 
Gesagten geniigt es zu beweisen, daB simtliche in den Punkten des Bogens 











e 


Fig. 2 


- = + B,Sargus ; + £B, an den Kreis |u| = ¢ gezogenen Tangenten in 
I'(k, a, %) verlaufen. Und dies ist, wegen ¢ >k, sofort klar, sobald wir 


5) Man beachte, daB wegen (3.1) — 2/2 + 8, < 0,2/2 + 8, > 0 ist. 
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gezeigt haben, daB sowohl > + B, als auch — = + B, im Intervall (— «,, — a) 
liegen. Dies folgt aber sofort aus den Relationen (3.1). — Wir beweisen nun- 
mehr den 

Hilfssatz 4. Fiir positive £ =, gleich- 
mipig auf der ganzen Punktmenge G, gilt die 
Gt Relation: 


(3.4) jure" Du)! <C(C), (2%), 


und zwar gleichméafig in bezug auf £ in jedem 
=f 3 t — endlichen Intervall der Halbgeraden ¢ =>C,.—L, 
hangt dabei von der Wahl der GréBen f,, B, 
ab. 


Der Beweis des Hilfssatzes 4 verlangt 
etwas umstiandliche Uberlegungen. Wir gehen 








Gt bei diesem Beweis von (2.10) aus. Zerlegt man 
4) den Integrationsweg in (2.10) in zwei Teil- 
v stiicke durch den Punkt Re'*, so kénnen 
Fig. 3 wir schreiben 
oo etx Rex weik 
(3.5) e&*u® Du) = f g'"(z)e"*@- dz = f + f =14+TII. 
R R Rex 


Die Punktmenge G, wird durch das sie durchsetzende Stiick der imaginaren 
Achse derart unterteilt, daB sie nunmehr aus vier, in der Figur 2 mit A, A,, 
B, B, bezeichneten Teilstiicken besteht, wobei die inneren Punkte von A, A, 
in der linken und die inneren Punkte von B, B, in der rechten Halbebene 
liegen ; ferner liegen die inneren Punkte von A, B in der unteren und diejenigen 
von A,, B, in der oberen Halbebene. Man entnimmt sofort der Figur 2, daB 
auf diesen Teilstiicken von G, die folgenden Relationen gelten: 


(3.6a) auf A: p,—2< argus— =; 
(3.6b) auf B: O<Rusi,Gu< 0; 
(3.6a,) auf A,: > Sargu<a+ f,; 
(3.6b,) auf B,: OST Rust,Fu=0°*). 


Wir definieren nun eine positive Zahl w durch 


Soe a 2 
(3.7) w=3 Min|> — By, Bit Bat %e— % > —%— Pr— yoy — MM - 
DaB w > 0 ist, d. h. daB die in der eckigen Klammer stehenden GréBen positiv 
sind, folgt sofort aus den Relationen (3.1). Wir setzen nunmehr fest 
R 
(3.8) Co= 


sinw * 
*) Die entsprechenden Relationen im Fall der Fig. 3 ergeben sich sofort, wenn man 
oben f,= 8,= 8 setzt. Dasselbe gilt auch fiir die weiter im Laufe des Beweises ange- 
gebenen Formeln und Uberlegungen. 





un 


dic 


(3. 
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Da ferner (3.4) sich im wesentlichen auf ins Unendliche strebende u bezieht, 
darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit von vornherein annehmen, da8B 


(3.9) iol > ae 


sin w 
gilt. 
Bei den im folgenden zu benutzenden Abschitzungen wird y im Integral 
(3.5) immer den Relationen geniigen 


(3.10) a, = Max(—2+o,a%,+ @) S x < Min(a,— w, 2 — w) = a, 
(3.11) lz + arg ul <> -o. 


Wir kénnen daher, indem wir (2.2) mit k + e = t auf g’’’(z) anwenden und auf 
solche z, die unter der Annahme (3.10) auf dem Integrationsweg von (3.5) 
liegen, die folgende Relation aufstellen 

(3.12) |p’’’(z)| = C, et *'. 


Hier hangt C, natiirlich von ¢ und m ab. 
Andererseits folgt aus (3.11) langs des Integrationsweges des Integrals II 
in (3.5) 


Ruz |u| |z| sin w 
und daher wegen (3.9) 
RuzSp2et\z\. 
Beachten wir daher, dab R u S t in G, ist, so folgt fiir das Integral IT in (3.5) 


oo et % woetz - 
[Ml] <C, f elel—Raeset idl < Oye f enti |del < Che? f ede, 
ReiX Reix 0 
es 
(3.13) \II| < =. 


Wir brauchen also nur noch I zu betrachten — es sei hervorgehoben, daB 
diese Betrachtung wegfallt fiir R = 0. — Aus (3.5) und (3.12) folgt 


Re'% 
(3.14) It] sC,e® f e—*¥@—% Ide). 
R 
Es sei nunmehr wu in A gelegen. Dann wihlen wir x so, daB die Relationen 
(3.15) + — Pat w< y4<2a-w, 0< ¥< a@,-@® 


erfiillt sind. DaB diese Relationen miteinander vertriglich sind, d. h. daB die 
beiden Intervalle (3.15) gemeinsame Punkte haben, folgt daraus, daB wegen 
(3.7) der Endpunkt jedes dieser Intervalle rechts vom Anfangspunkt des ande- 
ren liegt. Fiir (3.15) ist die rechtsseitige Relation (3.10) klar. Die linksseitige 
folgt daraus, daB a; < 0 ist. Die Giiltigkeit von (3.11) ergibt sich, wenn die 
erste Ungleichung (3.15) gliedweise zu (3.6a) addiert wird. 

Wir haben nunmehr im Integral in (3.14) das Argument von z — ¢ abzu- 
grenzen. Man vergleiche zu diesem Zwecke die Fig. 4. Aus ihr folgt sofort, daB 
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der Winkel, den der Vektor von { nach einem Punkt z der oberen Hilfte von 
\z| = R mit der negativen x-Achse bildet, héchstens gleich ist dem Winkel, den 
die von £, aus an den Kreis |z| = R oberhalb der reellen Achse gelegte Tangente 
mit der negativen z-Achse bildet. 
Dieser letztere ist aber wegen (3. 8) 
gleich w. Wir haben daher lings 
des Integrationsweges von I: x= 
. > = arg (z—¢)=>a-—wo. Daraus folgt 
* So 4 aber wegen (3.6a) > Sargu(z—L)= 

Fig. 4 





= Bp.-w2=f,-w>- =. Wir se- 


hen, daB u (z — ¢) einen nicht negativen Realteil hat, so daB aus (3.14) sofort 
folgt 


(3.16) WscC,e®Ry< 2c, Re®. 
Aus (3.13) und (3.16) folgt nunmehr 
(3.17) je*™ u? D(u)| <0, ¢¢(xRe® + 7): 


Fiir u in A, verliuft die Uberlegung durchaus symmetrisch. Man wahlt 
den beiden Ungleichungen gemaB 


(3.18) —-a+o< z<-f,\-+-@, ataw< x¥< 0. 


Dann folgt (3.10) sofort, wegen a, > 0, und (3.11) ergibt sich durch gliedweise 
Addition von (3.6a,) zur ersten Ungleichung (3.18). Fiir arg(z — ¢) lings des 
Integrationsweges von (3.12) erhalt man hier aus der zur Fig. 4 in bezug auf 
die reelle Achse symmetrischen Figur die Relation 
—asarg(z-—C)S-—-a+o 

und daher wegen (3.6a,) 

— F Sargu(z—0)<P,tosftoss, 
so daB der Exponent unter dem Integrationszeichen in (3.14) nicht positiv ist 
und daher auch in diesem Fall (3.16) und damit auch (3.17) gilt. 

Liegt nun u in B+ B,, so setzen wir y = w, wenn u in B und ¥ = — a, 
wenn u in B, liegt. (3.10) folgt dann sofort aus (3.7). Aus Fig. 2 und (3.9) 
folgen dann weiter die folgenden Schranken fiir arg u 

(B) 


a bi 4 
— 9 Sargus- 9 +o, 
(B,) y-o@Sarguss. 
Daraus folgt (3.11) unmittelbar. 
Beachtet man nun ferner, daB lings des ganzen Integrationsweges in diesen 
Fillen arg z zwischen 0 und w bzw. 0 und — @ liegt, so folgen in beiden Fillen 
die folgenden Relationen lings des Integrationsweges 


(B) — > Sargus-F+2o, 


(B,) 9 — 2wSamguss. 


fol; 
dal 


sa 


bi 
je 
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Da in beiden Fallen die Schranken fiir arg uz zwischen — = und > liegen, 


folgt, daB auf jeden Fall R uz = 0 ist. Andererseits gilt in B + B,: Nu st und 
daher 

Rulstl. 
Nunmehr ergibt sich aus (3.14) 


Tl] sm, Rektt (u< B+ B,). 


Daraus und aus (3.13) folgt wegen w < a von neuem (3.17), und der Hilfssatz 4 
ist bewiesen. 

Aus unserem Beweis ergibt sich zugleich der folgende 

Zusatz zu Hilfssatz 4. Als die untere Schranke €, der Werte von € in Hilfs- 


satz 4 kann die Zahl [,= — gewdhlt werden, wo w durch (3.7) gegeben ist. 


8 
§ 4. Darstellung von g(¢) durch ®(u) mit Hilfe eines Konturintegrals. 
Hiifssatz 5. Es sei g(z) eine den im § 2 zugrunde gelegten Bedingungen ge- 

niigende Funktion und ®(u) die dazu nach der Vorschrift von § 2 gebildete Unter- 

funktion. Es sei C = C(t, B,, By) ein nach den Vorschriften von § 3 gebildeter 

Weg, der im positiven Sinne in bezug auf den Ursprung durchlaufen wird. Dann 

gilt fiir jedes reelle € > C, die Darstellung 


(4.1) p() = 


, 


| eX D(u) du, 


wo das Integral rechts absolut konvergiert und £, durch (3,8) (§ 3) gegeben ist. 
Beweis: Die absolute Konvergenz des Integrals rechts in (4.1) folgt unmittel- 
bar aus Hilfssatz 4 (§ 3). — Wir beweisen zuerst die folgende Formel, die fiir 
jedes € > Rundt > k gilt: 
t+ic 
] P a 
(4.2) W)= 32; / &" Plu) du. 
t—io 
Fiihren wir rechts eine neue Integrationsvariable v vermége u = t + ¢ v ein, so 
verwandelt sich (4.2) in 
+ co 
—te 28 tm ; 
(4.3) et! 90) = > J el" Dit +iv)dv. 
Beim Beweis von (4.3) werden wir die Fouriersche Integralformel in kom- 
plexer Schreibweise benutzen, die hierher gesetzt werden mége: 
+c + 0 
(4.4) g(f) = * / eft av [ e~*”* g(z) dz. 


o= —c 


+ 
(4.4) gilt unter der Annahme, daB das Integral f{ |g(z)| dz existiert, fiir jedes 
¢, fiir das g(z) stetig ist und sowohl g’ (¢) als auch g’ (¢) existiert ’). 


7) Vel. - B. A. Ostrowski, Vorlesungen iiber Infinitesimalrechnung Bd. 3 (1954) 
Forme] (108.7) auf 8. 448, wo / durch g, ¢t durch z, « durch v und z durch £ zu ersetzen sind. 
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P(t + iv) wird durch die Formel (2.4) mit 7 = 0 dargestellt, da t+ iv 
in der Halbebene R u > k liegt. Wir kénnen daher schreiben 
Dt + iv) =f (e-* glz)) e-*** dz. 
K 
Fiihren wir daher g(z) durch 


(4.5) g(z) = 


ein, so gilt 


{ ele) z>R, 
| 0 z<R 


Dt +iv)= t oe) e~ +2 dz 


und der Ausdruck rechts in (4.3) nimmt die Gestalt an 
+ co + co 

ax / edu [ lz) e-** dz. 
Nun ist wegen (4.5) und (2.2) |g(z)| integrabel von — oo bis + oo und zugleich 
ist g(z) regular fiir alle £ > R. Daher ist fiir > R (4.4) anwendbar, und wir 
erhalten fiir den Ausdruck rechts in (4.3) g(¢) = e~** p(¢), womit (4.3) verifiziert 
und (4.2) bewiesen ist. 

Man beachte nun, daB der Integrand in (4.2) regular auf der ganzen Menge 
G, und in ihren endlichen Randpunkten ist. Wenn wir daher den Integrations- 
weg in (4.2) in die Integrationskontur C deformieren wollen, kénnen wir in 
folgender Weise vom Cauchyschen Integralsatz Gebrauch machen. Man be- 
schreibe um den Ursprung zwei Kreisbégen vom Radius R* >t, von denen der 
eine das Stiick A + B von G, durchsetzt, von einem Punkt C’ auf der Geraden 
Ru = t bis zu einem Punkt D’ auf der Kontur C; wahrend der andere analog 
das Stiick A,+ B, von G, von einem Punkt C” auf R u =¢ bis D” auf C 
durchsetzt (vgl. Fig. 2 in §3). Dann laBt sich das von C’ bis C”’ erstreckte 
Teilstiick des Integrals in (4.2) nach dem Cauchyschen Satze wie folgt zerlegen : 
(4.6) Rant! Te Site i, 

e+e” cD’ Dib” pe” 

wo das erste und dritte Integral rechts lings der oben beschriebenen Kreis- 
bégen genommen werden, wihrend das mittlere Integral tiber das ent- 
sprechende Stiick von C erstreckt wird. 

Aus Hilfssatz 4 ($3) folgt nunmehr fiir das erste Integral rechts (man 
beachte, daB dabei £ konstant gehalten werden darf) 

” * 
[= [ (as) 44-0 (pes) ~0 (xe): 
pe pet 

und analog ist das dritte Integral rechts 0 ( as . 


Da daher diese beiden Integrale mit R* -> co gegen Null konvergieren, ergibt 
sich aus (4.6) in der Grenze (4.1). 
Zusatz zu Hilfssatz 5. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 5 gilt: 


(4.7) y'(f) = — f ue“? Du) du. 
Cc 


In’ 


—— = ~*~; 


2 in: se | 


Analytische Fortsetzung von Reihen. 17 


Zum Beweis geniigt es zu zeigen, daB fiir jedes Paar ¢, > ¢, mit ¢, > ¢, das 
Integral (4.7) in bezug auf ¢ in ¢¢,,¢,) absolut und gleichmaBig konvergiert. 
Dies folgt aber nach Hilfssatz 4 (§ 3) aus 


u eX® Diu) = ue&—5)™ ee” Diu) = O( Fetes —tomen) (a u<0). 


§ 5. Eine Abschitzung von f(s). 

Es sei der Weg C = C(t, 8,, 8.) nach den Vorschriften von § 3 gebildet. 
Wir betrachten nun das sich ins Unendliche erstreckende Gebiet, das /inks von 
© liegt, und lassen u dieses Gebiet und die Punkte von C durchlaufen. s mége 
lie Kreisscheibe |s — s,| < 6 durchlaufen. Dann durchlaufen die Punkte s — u 
eine Punktmenge, die wir mit 


(5.1) C;, = C; (t, By, Be, 8, 4) 


bezeichnen. Ihr Rand ergibt sich offenbar, wenn man C am Ursprung spiegelt, 
sodann einer Parallelverschiebung um s, unterwirft und sodann lings des ent- 
stehenden Weges eine Kreisscheibe mit dem Radius 6 mit ihrem Mittelpunkt 
gleiten la8t. Dann ist der ,,auBere Rand“ des entstehenden Streifens zugleich 
der Rand von (5.1). 

Hilfssatz 6. Es mégen iiber gz) die in § 2 gemachten Annahmen gelten und es 
sei der Weg C = C(t, B,, B,) gemaB den Vorschriften von § 3 gewiihit. C, sei durch 
(3.8) definiert. 

Fiir ein a > €, mége A(A) auf jedem endlichen Teilintervall des Halbstrahls 
4 =a von beschriinkter Variation sein und das Integral 


(5.2) f(s) = f e~** dA(A) 


mége fiir Rs > 0 konvergieren. 

Es seien 6 >0 und ein Punkt 8, so beschaffen, daB f regulir auf CO; ist, wobet 
fiir die in der rechten Halbebene liegenden Punkte von C; die durch (5.2) gegebene 
Bestimmung zu nehmen ist. 

Ist dann R’ so gewahlt, daB a > R' > C, ist, so gilt 
(5.3) le“ *™ f(s — u)| S Cy (%, 6, t, By, Ba» f) 
fiir alle s mit \s — 8,| < 4 und fiir alle u auf dem Weg C und auf dem links von 
diesem Weg gelegenen Gebiet. Die Schranke C, in (5.3) hangt dabei nur von f und 
den als Argument bei C, angegebenen Parametern ab. 

Beweis: Fiir s — u schreiben wir der Kiirze halber u’, so daB wu’ die Menge 
C, durchlauft. Durch die Gerade R u’ = 1 wird C; in zwei Stiicke zerschnitten, 
wobei natiirlich das links von dieser Geraden liegende Stiick auch leer sein 
kénnte. Ist dieses Stiick nicht leer, so ergiinzen wir es durch die auf Ru’ = 1 
liegenden Randpunkte und erhalten eine beschrinkte abgeschlossene Menge 
C\, Ebenso ergiinzen wir das rechts von % u’= 1 gelegene unendliche Stiick 
von C, durch die auf dieser Geraden liegenden Randpunkte und nennen die 
entstehende Punktmenge C}". Dann gibt es eine Konstante C,, so da8 durch- 
weg auf C\ gilt : 

If(u’)| S Cy. 


to 


Math. Ann. 129. 
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Legen wir andererseits vom Ursprung aus Stiitzstrahlen an die Menge C%), 


so bilden diese Stiitzstrahlen mit der positiven reellen Achse Winkel < ~ 


so daB es ein e,1 >e >0 gibt, fiir das |arg u’| < ; —ein oF” ist. Dann 
liefert aber (1.8*), auf f(u’) und s,= 0 angewandt: 
Iflu’)| < Open 2%™" (u’ < 0%). 


Man beachte nun, daB wenn Ru < — (|s,| + 6 + ¢ + 1) ist, dann sicherlich 
R(s — u) > 1 gilt. Dies bedeutet also, daB wenn wu’ in C%” liegt, dann sicher 
—NRu s |s,| + 6+ 4+ 1 ist, so daB in diesem Falle 

je~®* #(s — u)| S Cye™ (il to+t+D 
ist. Liegt aber u’ in C”, so folgt aus der obigen Abschitzung, wegen 
|Ns| S |s,| + 3: 
je Ru f(s a u)| < C, e~ RRs e (@—R)Rw’ < C, eF’ (\s:! + 6) _ C;. 


Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen. 


§ 6. Darstellung von F(s) durch ein Konturintegral fiir % s > k. 


Hilfssatz7: Es mégen f(s) und g(z) den Voraussetzungen von Hiljssatz 6 
geniigen und es sei der Weg C -= C(t, B,, By) gemafB den Vorschriften von § 3 
gewahlt. w und C, seien durch (3.7) bzw. (3.8) und ®(u) nach § 2 definiert. Buldet 
man dann das Integral 


(6.1) F(s) = fe- 48 (A) d A(A), 
das nach Hilfssatz 2 fiir Rs > k konvergiert, und ist a > Cy, so gilt fiir Rs >t: 


(6.2) tai] P(u) f(s — u) du = F(s) . 


Beweis: Man kann offenbar in den Darstellungen (5.2) und (6.1) von f(s) 
und F(s) ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB A(a) = 0 ist. 
Wir beweisen zunichst, daB unter den obigen Annahmen fiir jedes endliche 
N >a die folgende Relation gilt : 

1 r rd 
(6.3) ant | D(u) du [ e M(s—") d A(A) -| e~** oA) d A(A). 
a a 
Formen wir die Stieltjesschen Integrale auf beiden Seiten von (6.3) um, so 
erhalten wir beziehungsweise 


N 
(6.4) A(N) e~¥* 5 J Ou)" du + zai D(u) (su) du [ A(aye-**— da, 


N 
(6.5) A(N) g(N) e~¥* + f A(A) e-** (8 @ (a) — (A) da. 








—_— 


eis a a 
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DaB die ersten Terme in (6.4) und (6.5) einander gleich sind, folgt sofort aus 
(4.1), da N >a >€, ist. Es geniigt daher, um die Ubereinstimmung von (6.4) 
und (6.5) zu beweisen, die beiden folgenden Relationen nachzuweisen 


N N 
(6.6) zai | du [ A(aye*°- da = [A@en* playa, 


N N 
(6.7) zai | ¥ Ow) du [ A() e~ 40-4) dQ = [av e~** (4) dA. 


Zum Nachweis von (6.6) gehen wir vom Ausdruck rechter Hand aus und 
setzen fiir g(A) die Integraldarstellung (4.1) ein. Dabei denken wir uns den 
Integrationsweg C zerlegt in eine unendliche Summe von Teilbégen der Linge 1 


+o 
(6.8) c= 5 ow, 


v=—oO 


Dann wird der Ausdruck rechts in (6.6) zu 


af; E Aye *da [ &* Ou) du. 


> ate cw) 


Man beachte nun, daB die unter dem Zeichen der Integration nach A 
stehende unendliche Reihe gleichmaBig in bezug auf A konvergiert, da hier 4 im 
endlichen Intervall (a, N) variiert und die Abschatzung (3.4) des Hilfssatzes 4 
(§ 3) fiir den »-ten Term dieser unendlichen Reihe die Abschitzung durch 


0 ( 5 liefert, gleichma&Big in A. Daher kénnen wir diese Reihe nach A gliedweise 
integrieren und erhalten fiir den Ausdruck rechts in (6.6) 

1 + o # 
: [[4@ e~** e* Diu) dud. 


— a”) 


Da in den Integralen unter dem Summenzeichen der Integrand eine meBbare 
Funktion von u und A ist, kann nach dem Fubinischen Satze die Integration 
nach u mit derjenigen nach A vertauscht werden. So ia sich 


re | [ame ou dadem zh; [ owen f Ala) e-*- dA, 


womit (6.6) bewiesen ist. 

Der Beweis von (6.7) erfolgt genau ebenso, wenn man in der obigen Uber- 
legung (4.1) durch (4.7) ersetzt und wiederum (3.4) beriicksichtigt. 

Lassen wir nunmebhr in (6.3) N ins Unendliche wachsen, so strebt der Aus- 
druck rechts gegen das Integral in (6.1), d. h. gegen F(s), da ja das Integral in 
(6.1) fiir R s > k konvergiert. Wir haben daher nur noch zu beweisen, dab der 
Ausdruck links in (6.3) gegen den Ausdruck links in (6.2) konvergiert. Da nun 
fiir R s >t nach unseren Annahmen iiber C der Wert von R(s — ~) positiv ist, 
ist in (6.2) f(s — u) durch das entsprechende Integral (5.2) darstellbar und unsere 

2* 


Qai 
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Behauptung reduziert sich nun darauf, daB 
(6.9) f Olu) du f e~**- dA(A) 
é N 


fiir ’->+0o gegen 0 konvergiert. 
Der Ausdruck (6.9) kann offenbar in der folgenden Form geschrieben wer- 
den: 


(6.10) e~*e8 f ee" Diu) du f e~ 4—S(*—™) gq A(4). 
é N 
1 
| u 
1aBt sich, wenn dort A — ¢, als neue Integrationsvariable eingefiihrt und sodann 
wieder mit 4 bezeichnet wird, in der Form schreiben 


Hier aber ist nach (3.4) der Faktor e**“ ®(u) gleich 0 ( . ) . Das innere Integral 


(6.11) fe Me—* JA(A + Ly). 
N-¢. 


Ist nun R s — ¢ = p, so ist fiir u auf C(t, B,, B.): R(s — u) => p > O und es folgt 


—- 2 (w-t 
aus (1.4), angewandt fiir N, = ©, s’ = ‘ , daB (6.11) gleich 0 (. 2‘ ) 


— ee 
= ole . ) gleichmabig in bezug auf uw ist. Daher ist der Ausdruck (6.10) 
_*y 
gleich ole 2 Jo ( J a) und dies konvergiert mit N + oo gegen 0. Daher 


strebt (6.9) gleichfalls gegen Null und (6.2) ist bewiesen. 


§ 7. Ein Satz iiber die Analytizitaét von Integralen als Funktionen eines Parameters. 

Hilfssatz 8. Es sei G ein beschriinktes einfach zusammenhingendes Gebiet in 
der s-Ebene und C ein stiickweise glatter unendlicher Kurvenbogen, wobei diese 
stiickweise Glattheit in dem Sinne zu verstehen ist, daB die ,,Eckpunkte von C 
sich nicht im Endlichen hiufen. D(u) sei stiickweise stetig fiir alle u auf C°), und 
f(s) set regular und eindeutig auf der offenen Menge G — C, die von den Punkten 
s — u durchlaufen wird, wenn s und u unabhdngig voneinander G beziehungsweise 
C durchlaufen. Endlich soll das Integral 


(7.1) W(s) = f f(s — u) O(u) du 
é 


fiir alle s in G gleichméBig konvergieren. Dann stellt dieses Integral eine in G 
regulére Funktion von s dar. 

Beweis. Nach dem Satz von Morera geniigt es zu zeigen, daB das Integral 
J W(s) ds langs eines beliebigen, vollstandig in G liegenden Jordanschen Poly- 
P 


gons P verschwindet®). Man denke sich nun C in eine unendliche Summe von 


+o 
Teilbégen C” der Lange < 1 zerlegt, C = 3’ C”, wobei ®(u) lings jedes C” 
¥=— oo 
8) Dies bedeutet, daB ®(u) auf jedem endlichen Teilbogen von C stiickweise stetig ist. 
*) Vgl. Oscoop, Lehrbuch der Funktionstheorie, Bd. 1, 3. Auf]. 1920, p. 302, wo sogar 
bewiesen wird, daB es geniigt, als geschlossene Integrationswege achsenparallele Rechtecke 
zu verwenden. 





bei g 
(7.2) 


wo d 


und 
rech 


dad 


Cau 


wo | 
ist, 


f(s) 


Analytische Fortsetzung von Reihen. 21 


bei geeigneter Festlegung der Werte in den Eckpunkten stetig ist. Dann gilt 


(7.2) Wisy- > ff fle—w) Ou)du, 
¥=— 20 c® 


wo die Reihe nach Annahme fiir s auf G gleichmaBig konvergiert. Daher folgt 
+ co 
f[Ws)ds= J ff fls—u)Dujduds, 
P 


v¥=— co p ct 

und es geniigt zu beweisen, daB hier simtliche Glieder der unendlichen Reihe 
rechts verschwinden. Nun gilt aber 

Sf ts —u) Du) duds=f (ff(s—u)ds) Du) du, 

Pc c™ Pp 
da der Integrand fiir die in Betracht kommenden Werte von s und u eine stetige 
Funktion dieser beiden Variablen ist. Hier folgt fiir jedes u auf C’” aus dem 
Cauchyschen Satze 


{f(s—ujds= f f(tjdt=90, 
P P—u 


wo P — u das aus P durch Parallelverschiebung um u hervorgehende Polygon 
ist, das nach der Annahme mitsamt seinem Innern zum Regularitétsgebiet von 
f(s) gehért. Damit ist der Hilfssatz 8 bewiesen. 


§ 8. Analytische Fortsetzung von F(s) fiir «,-- «, < 2. 

Das Biischel der analytischen Richtungen y mit y,S y S y, werden wir 
allgemein mit W (y,, v2) bezeichnen. 

Ist f(s) fiir RN s > o* regulir, so werden wir von einem Punkt s, mit N 8, < o* 
sagen, f(s) sei in 8 léings der Richtungen aus W <y,, 2) mit dem Regularitits- 
radius > k fortsetzbar, wenn f(s) lings jedes in s, miindenden und auf 8, hin 
gerichteten Halbstrahls mit einer Richtung aus W (y,, y,) derart in den Punkt 
8 fortsetzbar ist, daB dabei die Konvergenzradien der zugehérigen Funktions- 
elemente durchweg > k sind. 

Satz I. Es sei f(s) durch (1.1) gegeben, wo A(A) auf jeder endlichen Teilstrecke 
von <a,cc) von beschriinkter Schwankung ist und die Konvergenzabszisse o* 
von f(s) endlich ist. 

Es seien a, und a, reell und derart, dap 
(8.1) %< O0< &, &—aS2 
ist. (z) set regulir fiir alle z mit \z| => R,a,< argz< a, und mége fiir jedes 
Zahlenpaar a, «3 mit a, < a) < a, < a, einer Relation (2.2) geniigen. Bildet man 
sodann die Funktion F(s) mit Hilfe des Integrals (6.1), so ist F(s) fiir Rs > k + o* 
regulir und aus dieser Halbebene in einen Punkt 8, geradlinig fortsetzbar lings 
der Richtungen des Richtungsbiischels 

32 


(8.2) We - Ge — %), 


wenn die Funktion f(s) aus der Halbebene R s > k + o* in 8, lings aller Rich- 
tungen des Biischels (8.2) mit einem Regularititsradius > k fortsetzbar ist*®). 
— Es ist aibrigens klar, daB man im Satze I die untere Grenze a in (1.1) durch eine 


beliebige reelle Zahl ersetzen darf, da dann nach dem Hilfssatz 3 (§ 1) sowohl zu /(s) als 
auch zu F(s) nur ganze transzendente Funktionen addiert zu werden brauchen. 
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Beweis. Man beachte, daB fiir «,— «,= 2 sich das Biischel (8.2) auf eine 

einzige Richtung 

e _ 3% jw 

at = — gee & 

reduziert. In diesem Falle ist aber f(s) offenbar in jeden festen Punkt s, mit der 
im Satz postulierten Eigenschaft auch lings eines Richtungsbiischels 
W <a* — e, a*+ e) fiir geeignet kleines e mit dem Regularitatsradius > k fort- 
setzbar. Daher ergibt sich in diesem Falle die Behauptung des obigen Satzes fiir ein 
solches s,, wenn wir in seiner Formulierung «, durch a, —e und a, durch 
a, + € ersetzen, wobei natiirlich ¢< Min (a,, — «,) zu wahlen ist. Wir kénnen 
daher beim Beweis des Satzes 1 ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit an- 
nehmen, daB 
(8.3) t,— %< 2 
ist. 

Ferner kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daB 
die Konvergenzabszisse o* von f(s) gleich 0 ist, da man den allgemeinen Fall 
durch die Substitution s* = s — o* darauf zuriickfiihren kann. 

Bildet man ferner die Funktion 


P*(2) = plz) —[ g(R) + o(R) (2 — R)+F—"(R)(2z—R)], 
so gilt offenbar 


F(s) = f e~ g*(a) dA (A) + 
+[g(R)—R p'(R) +R p'(R) | f(s) — 
—[ 9 (R)—Ro"(R))f'(s)+>'(R) f(s). 


Beachtet man, daB f(s) und /’’(s) langs 
jedes Weges fortsetzbar sind, lings des- 
sen f(s) fortsetzbar ist, so sieht man, daB 
man beim Beweis unseres Satzes ¢(z) 
durch g*(z) ersetzen kann. Wir kénnen 
daher ohne Beschrinkung der Allige- 
meinheit voraussetzen, daB die Rela- 
tionen (2.3) bereits fiir g(z) erfiillt sind. 

Ist nun s, ein Punkt mit der im 
Satze I postulierten Eigenschaft, so gilt 
dasselbe offenbar fiir jeden Punkt aus 
einer geniigend kleinen Umgebung von 
8. Man zeichne nun das Dreieck A mit 
der Basis auf Rs = k + 1 und der Spitze 
in 8,, dessen beide von s, ausgehenden, 
in die rechte Halbebene gerichteten 
Seiten mit der positiven reellen Achse 











Fig. 5 


beziehungsweise die Winkel — > — a, und + — a, bilden (vgl. Fig. 5). 


sit 
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Das Dreieck A erweitern wir nunmehr, indem wir von s, fiir ein hinreichend 


kleines w >0 die Halbstrahlen mit den Richtungen — > —% —3q@ und 


> — a, + 3m bis zu ihren Schnittpunkten mit der Geraden R s = k + 1 legen. 
Das so entstehende Dreieck sei mit 4* bezeichnet (vgl. Fig. 5). Setzen wir dann 
(8.4) A= -F —%—30, Ba=-F — %+ 3a, 

so laBt sich w so klein wihlen, daB f(s) in jeden Punkt des abgeschlossenen 
Dreiecks A* lings der Richtungen aus W(x + £,, 2 + £,) geradlinig fortsetzbar 
ist mit dem Regularititsradius > k. Zugleich gelten, wenn w klein genug ist, 
fiir die so gewahliten Werte £,, 8, die Relationen (3.2) sowie die Relationen 
(3.7). 

Soll nun die Fortsetzbarkeit von F(s) in das abgeschlossene Dreieck A* 
bewiesen werden, so kénnen wir offenbar die Zahl a in der Definition (1.1) von 
f(s) durch jede gréBere Zahl a, ersetzen; denn damit werden von /(s) und F(s) 
nur die Integrale 

a, a, 

fe~**dA(a), f e~** pA) dA(A) 

a a 
abgezogen, die nach Hilfssatz 3 (§ 1) ganze Funktionen sind. Wir kénnen 
daher, nachdem das Dreieck A* gebildet worden ist, ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit annehmen, daB 


(8.5) a>{,= 


ist. 


R 


sin w 


Offenbar lat sich nunmehr eine positive Zahl 6 mit 0< 6 < ; so whlen, 


daB bei der geradlinigen Fortsetzung von f(s) aus der rechten Halbebene in das 
abgeschlossene Dreieck 4* die Konvergenzradien durchweg > k + 2 6 bleiben. 

Wir zeichnen nun die auBeren Parallelen im Abstand k + 2 6 zu dem Stiick 
der Berandung von A*, das links von der Geraden R s = k + 1 liegt, verbinden 
sie durch einen Kreisbogen vom Radius k + 26 um 4, und erginzen diese 
Parallelkurve durch das zugeh4rige Stiick auf der Geraden R s = k + 1 zu einer 
geschlossenen Kurve, deren abgeschlossenes Inneres mit 4} bezeichnet werden 
mag (vgl. Fig. 5). 

Wir setzen jetzt t = k + 6 und bilden mit den so definierten Gré8en von 
t, B,, B, nach der Vorschrift von §3 den Integrationsweg C = C(t, B,, B,). 
Ferner betrachten wir das lings dieses Integrationsweges erstreckte Integral 


(8.6) G(s) = << [0 f(s — u) du. 


Nach Hilfssatz 7 gilt G(s) = F(s) fiir Rs >t. 

Es sei jetzt s, irgendein Punkt aus 4*. Dann wolleh wir beweisen, daB: 
G(s) fiir alle s mit |s — s,| < 6 regular ist. Wir beweisen zuerst, daB das Integral 
(8.6) fiir alle diese s einen Sinn hat. Dazu haben wir die in § 5 mit 
C,= C;, (t, By, By, &, 6) bezeichnete Punktmenge zu betrachten, die von s — u 
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durchlaufen wird, wenn s die abgeschlossene Kreisscheibe |s — s,| < 6 durch- 
lauft und u die Punkte von C und das links von dieser Kurve gelegene Gebiet. 

Um die von — u dabei durchlaufene Punktmenge zu erhalten, haben wir 
einfach den Weg C der Fig. 2 im positiven Sinne um den Ursprung, und zwar 
um den Winkel z zu drehen. Wird nun diese Figur einer Parallelverschiebung 
um s,+ 0 6 mit |O| < 1 unterworfen, so liegt das Innere der so verschobenen 
Figur zum Teil in der abgeschlossenen Punktmenge 4; und zum Teil in der 
Halbebene R s > k + 1. Daraus folgt, daB f(u’) fiir wu’ in C; regular ist. Daher 


gilt, R’ = othe gesetzt, die Relation (5.3) des Hilfssatzes 6 (§ 5) gleichmaBig 


fiir alle betrachteten s und u. 
Wir zerlegen nun den Integranden von (8.6) in das Produkt 


[e~*"™ f(s — u)][e”™ Du)], 
wo nach Hilfssatz 4 der zweite Faktor 0 ( : :) ist, woraus wegen (5.3) folgt, daB 


das Integral in (8.6) gleichmaBig fiir alle s mit |s — s,| < 6 konvergiert. 

Nun geniigt aber das Integral (8.6) der Voraussetzung des Hilfssatzes 8 
(§ 7) und wir sehen, daB G(s) im Kreise |s — s,| < 6 regular ist. Daher ist es 
insbesondere regular in jedem Punkte des abgeschlossenen Dreiecks A* und da 
G(s) = F(s) in dem rechts von der Geraden ® s = k + } liegenden Stiick dieses 
Dreiecks ist, stellt G(s) die Fortsetzung von #(s) aus der Halbebene ® s > k in 
das gesamte abgeschlossene Dreieck 4* und insbesondere in den Punkt s, dar. 
Damit ist der Satz I vollstandig bewiesen. 


§ 9. Ein Hilfssatz iiber Linienelemente lings eines Streckenzuges. 
Es sei W = S, S,... 8, ein aus endlich vielen Strecken S, (vy = 1, . . .,-m) 
bestehender, in dieser Reihenfolge durchlaufener einfacher Streckenzug, der 


von einem Anfangspunkt A nach einem Endpunkt B+ A fiihrt. Dabei darf . 


also W keine geschlossene Kurve enthalten. Ferner setzen wir damit natiirlich 
voraus, da8 auf keine Strecke S, eine direkt entgegengesetzt gerichtete Strecke 
S,+, folgt. 

Wird W von A nach B durchlaufen, so laBt sich insbesondere auf S, eine 
analytische Richtung festlegen, durch die Angabe eines Winkels ¢, aus der 
positiven z-Richtung in die Durchlaufungsrichtung von S,. Wir denken uns 
diese analytische Richtung lings W ,,fortgesetzt‘‘, indem wir jeder der Seiten 
S, als ihre analytische Richtung eine Zahl y, zuordnen, derart, daB man bei der 
Drehung um 9g, aus der positiven z-Richtung in die Durchlaufungsrichtung 
langs S, kommt, wobei wir verlangen, daB allgemein 
(9.1) IP,u—- Di< 2% (yv=1,...,n—1) 
gilt. Von zwei analytischen Richtungen, die (9.1) geniigen, sagen wir, daB sie 
aufeinander passen. 

Es lauft diese Festlegung offenbar darauf hinaus, daB man die Ecken von 
W ,,abrundet“. Sofern S,,, nicht etwa eine direkte geradlinige Fortsetzung 
von S, ist, kann das Stiick von W in der Umgebung dieser Ecke durch einen 
hinreichend kleinen Kreisbogen ersetzt werden, der dort sowohl S als auch S,,, 
beriihrt. Dann erhalt man durch die stetige Fortsetzung der Richtung 9, lings 
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dieses Kreisbogens offenbar diejenige Richtung ¢,.,, die der Forderang (9.1) 
geniigt. — Eine sich so ergebende Festlegung analytischer Richtungen lings 
W soll als regular bezeichnet werden. 

Damit ist die regulire Fortsetzung von ¢, lings W eindeutig festgelegt. Ist 
etwa dann g’= Min 9,, y’’= Max g,, so nennen wir das Intervall (9’, g’’) 


das Tangentenrichtungsbiischel von W. Wird zu q’ ein ganzzahliges Vielfaches 
2k2x von 22 addiert, so ist natiirlich 2 k a zu allen GréBen des Tangenten- 
biischels zu addieren. 

Wir definieren nun die Tangentenrichtungsfunktion O(P) lings W. 
Liegt P innerhalb von S,, so setzen wir O(P) = ,, waihrend, wenn P die 
gemeinsame Ecke von S, und 8,_, ist, O(P + 0) = g,, O(P — 0) = 9,-, gesetzt 
wird. Fiir P = A, B gilt natiirlich O(A) = ¢,, O(B) = @,. 

Wir betrachten nun andererseits eine von A nach einem Punkt P von W 
gezogene Sehne von W und lassen ihren Endpunkt P lings W von A an nachB 
laufen. Diese Sehne wird, solange P auf S, liegt, als analytische Richtung 9g, 
zugeordnet. Von da an dreht sich diese Sehne stetig um A und wir erhalten 
schlieBlich auf diese Weise fiir jeden Punkt P von W fiir die Sehne A P einen 
eindeutig bestimmten Wert O(A, P) als analytische Richtung. In unserer Mit- 
teilung (Ostrowski [3]) haben wir gezeigt, daB der Satz gilt: 

Sehnenrichtungssatz: Fiir einen wie oben beschriebenen Weg ist die durch die 
angegebene stetige Fortsetzung von A aus entstehende analytische Richtung O(A, P) 
der Sehne A P im Tangentenrichtungsbiischel von W enthalten, das derselben ana- 
lytischen Anfangsrichtung g, von S, entspricht. 

Ist Q ein innerer Punkt auf W, so kénnen wir fiir jeden Punkt P zwischen 
Q und B die Funktion 0(Q, P) definieren, indem wir dieser Funktion den Wert 
0(Q + 0) zuordnen, solange P lings der Strecke liuft, deren Anfangspunkt Q 
im Teilstreckenzug Q B ist. Von da an wird der Wert von O(Q, P) stetig fort- 
gesetzt, wenn P weiter bis B lauft. Damit ist die Sehnenrichtungsfunktion 
O(Q, P) lings W definiert, wobei also P stets auf Q im angenommenen Durch- 
laufungssinne folgt. Sie ist offenbar als stetige Funktion von P durch die beiden 
folgenden Eigenschaften definiert, nimlich, 1. daB O(Q, P) die Richtung der 
Sehne von Q nach P liefert und 2. daB O(Q, Q + 0) = O(Q + 0) ist. 

Uber diese Sehnenrichtungsfunktion haben wir nun in der zweiten der dies- 
beziiglichen Mitteilungen (s. Satz 3, p. 179 in Ostrowsxr [4]) den Satz be- 
wiesen, daB O(Q, P) auch eine stetige Funktion von Q ist, solange P auf Q 
folgt und daB insbesondere 
(9.2) Lim 0(Q, P) = O(P — 0, P) = O(P — 0) 

—P 
ist. . 

Ist P auf W zwischen A und B gelegen, so ist die wie iiblich definierte 
Ordnung des Teilstiicks P B von W in bezug auf A offenbar gleich 0(A, B) — 
— O(A, P). Lassen wir P lings W gegen A konvergieren, so erhalten wir in 
der Grenze die Ordnung 


(9.3) Q,(W) = OA, B) — OA) 
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des Bogens W in bezug auf seinen Anfangspunkt A. Analog wird 2,(W), die 
Ordnung des Bogens W in bezug auf seinen Endpunkt B, definiert. Man erhilt 
offenbar 2,,(W), indem man einen Strahl von B nach A legt und sodann den 
Endpunkt A dieses Strahls durch alle Punkte P von W gegen B konvergieren 
laBt. Dann ist 2,,(W) der gesamte ,,Richtungszuwachs“ dieses Strahls. 

Insbesondere ist der Richtungszuwachs dieses Strahls zwischen A und P 
offenbar gleich 


(x+ O(P, B)) —(x+ O(A, B)) = O(P, B) — O(A, B). 
Dies konvergiert aber wegen (9.2) mit P > B gegen 
(9.4) 2,3(W) = OB) — OA, B). 


Man nehme nun an, daB es eine Gerade H durch B gibt, die bis auf den 
Punkt B nirgends W trifft. Wenn dann der von B durch A ins Unendliche 
gehende Halbstrahl sich durch die Drehung um einen Winkel y in den von B 
aus lings der Endstrecke S, gehenden Halbstrahl derart iiberfiihren laBt, daB 
dabei die Richtung von H nicht iiberschritten wird, gilt bekanntlich 2,(W) 
= y. y wird hier natiirlich je nach dem Umdrehungssinne positiv oder negativ 
angenommen, ist aber sicher absolut kleiner als x. So folgt 


(9.5) |\Q,(W)| < x. 


Unsere spiateren Betrachtungen werden nun wesentlich den Hilfssatz be- 
nutzen: 


Hilfssatz 9. Es sei der Streckenzug W wie am Anfang dieses Paragraphen 
definiert, wobei aber weiter angenommen werden soll, daB die von A nach B 
gerichtete Strecke im Punkte B nicht direkt entgegengesetzt zur Richtung O(B) 
= @, ist. Ferner mége eine Gerade H durch B existieren, die den Streckenzug W 
nur im Punkte B trifft. Dann kann man fiir einen beliebigen Punkt P von W die 
analytische Richtung @*(A, P) der Sehne A P als eine stetige Funktion von P 
derart definieren, daB man zuniichst der Sehne A B einen solchen Wert der ana- 
lytischen Richtung beilegt, der zu O( B) paBt, und sodann den Endpunkt lings W 
stetig gegen A laufen lift. Dabei bleiben siimtliche Werte von O*(A, P) im 
Tangentenrichtungsbiischel von W enthalten. 

Beweis. Da die Richtung von S,, in die dem Punkte A abgewandte Seite von 
H weist, ist der Winkel zwischen der gerichteten Sehne von A nach B und der 
gerichteten Sehne S,, kein ungerades Vielfaches von z, so daB sich die ana- 
lytische Richtung 9*(A, B) so wihlen laBt, daB sie auf ,, paBt. 

Nacn dem oben angefiihrten Sehnenrichtungssatz geniigt es nunmehr zu 
beweisen, daB 0*(A, B) = O(A, B), daB also mit anderen Worten 0(A, B) zu 
@(B) paBt. Dies folgt aber nach (9.1) aus (9.5) und (9.4) unmittelbar. 


§ 10. Die Wege L(s,), A(s,) und D(s,). 
Wir nehmen von nun an, daB die Differenz der Zahlen a, und «,, die 
im § 2 bei der Charakterisierung von g(z) benutzt wurden, 2 iibertrifft : 


(10.1) Ag— & > 2. 





lie 


e 


a, @ 


— A — = « |S OC. 








Analytische Fortsetzung von Reihen. 27 
Wir denken uns sodann gema8 den Vorschriften von § 3 den Weg C = C(t, 8, , B.) 
konstruiert, wobei wir, wie dort ersichtlich, jetzt B, = 8,= 8 voraussetzen 
und demgem&B auch die Kontur C einfacher mit C(t, 8) bezeichnen kénnen. 
B geniigt dann den Relationen 


nm a 


(10.2) Min (},-}- a) >6 >Max(-3, 3 - a), 


die aus (3.1) unmittelbar folgen. 


‘Das offene Biischel der analytischen Richtungen zwischen — a,+ ; und 
— %&— > bezeichnen wir mit 


(10.3) Wo= (— a+ 5. -%— 5). 
Unter k verstehen wir eine be- 
liebige positive, fiir simtliche 
weiteren Betrachtungen fest 
angenommene Konstante. 

Ist 8 ein beliebiger Punkt (0) 
der s-Ebene, so werden wir d 
unter L = L(s,) im folgenden £ (50) 
einen aus dem Unendlichen So 
kommenden, im Punkt 8, miin- 
denden, sich selbst nicht iiber- 
schneidenden und aus endlich £(50) 
vielen Strecken bestehenden 7 * 
Streckenzug verstehen (vgl. ~ 
Fig. 6), der die beiden folgen- 
den Eigenschaften besitzt: sasies 

W-Eigenschaft. Wird L(s,) im entgegengesetzten Sinne von 8, aus durch- 
laufen und fiir diesen Durchlaufungssinn mit Z = I(s,) bezeichnet, so soll die 
letzte, unendliche Teilstrecke von L die analytische Richtung # haben. Werden 
sodann die analytischen Richtungen lings Z von dieser letzten Strecke aus 
regular fortgesetzt (vgl. die Definition im § 9), so wird verlangt, daB alle so 
entstehenden analytischen Richtungen im Richtungsbiischel W, liegen. 

k-Eigenschaft. Betrachtet man je zwei Strecken von L, die nicht aneinander- 
stoBen, so soll die Distanz von jedem Punkt der einen Strecke nach jedem Punkt 
der anderen stets gréBer sein als 2 k. 


£(S0) 


Was die W-Bedingung anbetrifft, so kann man sie auch so formulieren, daB 
die analytischen Richtungen lings L so festgelegt werden kénnen, daB sie alle 
aus dem Richtungsbiischel W, weisen. Wollte man die analytischen Richtungen 
lings L selbst kennzeichnen, so kénnte man dies so formulieren, daB, wenn die 
Richtung der ersten, unendlichen Strecke von L als 8 + x oder f — a festgelegt 
wird, dann die daraus durch regulire Fortsetzung lings L entstehenden ana- 
lytischen Richtungen im Biischel W,+ 2 bzw. W,— 2 liegen. 








28 A. OstrowskI: 


Man iberlegt sich leicht, daB, wenn fiir einen festen Weg L die k-Bedingung 
erfiillt ist, sie dann auch erfiillt bleibt, wenn k durch eine geniigend benachbarte 
Zahl t > k ersetzt wird. 

Aus der k-Eigenschaft folgt insbesondere, daB die Lange jeder Seite von L, 
eventuell abgesehen von der letzten, in s, miindenden Seite, gréBer ist als 2 k. 

Durchlauft nun s einen Weg L, so durchlaufen dann die Zahlen u = & — 8 
einen Weg A = A(sq) = 8)— L(s,), der vom Unendlichen mit der analytischen 
Anfangsrichtung # herkommend in den Ursprung einmiindet (vgl. Fig. 7). Die 
einzige unendliche Teilstrecke von A sei mit S,, bezeichnet. Wird S,, die 
analytische Anfangsrichtung # beigelegt und wird sodann die analytische 
Richtung lings A von f aus regular fortgesetzt, so liegen siimtliche analytischen 
Richtungen lings A in W,. 

Langs des sich nicht iiberschneidenden Weges A denke man sich die 
u-Ebene aufgeschnitten. Dann erhalten wir zwei Ufer von A, das obere und 
das untere, die zuerst lings der Strecke S,,, die ja mit der Richtung f in die 
rechte Halbebene weist, festgelegt und sodann sinngemaB lings A fortgesetzt 
werden, so daB also beim Durchlaufen von A im angegebenen Sinne, auf den 
Ursprung zu, das obere Ufer zur linken und das untere zur rechten Hand liegt. 
Wird sodann A vom Ursprung aus durchlaufen, also entgegengesetzt zum 
angegebenen Durchlaufungssinn, so legen wir lings des oberen Ufers dieses 
Schnittes die analytischen Richtungen so fest, daB sie aus den entsprechenden 
analytischen Richtungen von A durch Addition von a und lings des unteren 
Ufers dieses Schnittes derart, daB sie aus den entsprechenden analytischen 
Richtungen von A durch Subtraktion von x entstehen. 

Man denke sich nun eine von 0 aus nach einem hinreichend weit entfernten 
Punkt von S,, gerichtete Strecke und lege ihr eine analytische Richtung bei, 
die entweder auf f + 2 oder auf B—z paBt, je nachdem ob ihr Endpunkt zum 
oberen oder unteren Ufer des Schnittes A gezihlt wird. Liuft sodann der End- 
punkt dieser gerichteten Strecke lings A stetig bis 0, so folgt aus dem Hilfs- 
satz 9 ($9), daB simtliche so entstehenden Richtungen im Richtungsbiischel 
W, + = fiir das obere Ufer wd in W, — 2 fiir das untere Ufer liegen. In der Tat, 
die Voraussetzungen dieses Hilfssatzes sind in unserem Falle erfiillt; denn er- 
richtet man in einem hinreichend weit gelegenen Punkt B von S.,, ein Lot auf 
S.,,80 wird dieses Lot von A nur im Punkte B getroffen. 

Wir kénnen also sagen, daB wenn die beiden Punkte des Schnittes A durch 
Polarkoordinaten gekennzeichnet werden, dann bei der oben charakterisierten 
stetigen Fortsetzung der Amplituden die Amplituden aller Punkte des oberen 
Ufers in W,+ 2 und diejenigen aller Punkte des unteren Ufers in W,— 2 
liegen und insbesondere, wenn man lings dieser Ufer ins Unendliche geht, die 
Amplituden der Punkte des oberen Ufers nach 8 + x und diejenigen des unteren 
Ufers nach £ — x konvergieren. 


Damit ist zugleich auch in der ganzen lings A aufgeschnittenen Ebene 
G, jedem Punkt eindeutig seine Amplitude derart zugeordnet, daB diese 
Amplitude eine stetige Funktion des Punktes von G, ist und zugleich, wenn der 
allgemeine Punkt P des Gebietes G, gegen einen Randpunkt auf dem oberen 
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oder unteren Ufer von A strebt, dann die Amplitude des Punktes P gegen 
den jenem Randpunkt nach der obigen Festlegung zugeordneten Amplituden- 
wert konvergiert. Wenn im folgenden von den Amplituden der Punkte des 
Gebietes G, die Rede ist, ist darunter stets der soeben festgelegte Amplituden- 
wert zu verstehen. 

Wir werden im folgenden S ,, als die erste Seite von L und A, die direkt in 0 ein- 
miindende Seite als die letzte Seite und die unmittelbar vorhergehende als die 
vorletzte Seite von Lund A bezeichnen. Alle anderen Seiten sollen innere Seiten von 
Lund A genannt werden. StoBenzwei unmittelbar aufeinanderfolgende Seiten S,, 
S;., in einer Ecke P zusammen, so definieren sie dort zwei Winkelriiume, 
von denen derjenige, der dem iiberstumpfen Winkel entspricht, als der duPere 
Winkelraum oder das Aufere des zugehérigen Winkels und der andere als der in- 
nere Winkelraum oder das Innere des zugehérigen Winkels bezeichnet werden soll. 


Die Eigenart der k-Eigenschaft bringt es mit sich, daB ein Weg L(s,) durch- 
aus nicht immer iiber 8, hinaus so fortgesetzt werden kann, daB er diese Eigen- 
schaft beibehailt. Denn es kénnte sein, daB die letzte Wegstrecke bei weiterer 
Fortsetzung, noch bevor sie die Linge 2 k erreicht, an eine andere Seite des 
Weges auf die Distanz < 2 k herankommt. Dagegen ist es klar, daB, wenn s, 
ein Punkt auf L(s,) ist und wir dann das ganze Stiick des Weges zwischen 8, 
und s, weglassen, ein Weg L(s,) entsteht, der wiederum die k-Eigenschaft 
besitzt. Wir werden einen solchen Weg L(s,) als einen Teilweg von L(s,) bezeich- 
nen. Ist der s, entsprechende Punkt auf A(s,) etwa u,, so entsteht dann A(s,), 
indem das Stiick von A(sq) zwischen u, und 0 weggelassen und das iibrige Stiick 
so parallel verschoben wird, daB der Punkt x, in den Ursprung hineinriickt. 

Wir betrachten nun- . 
mehr einen wie oben ge- 
bildeten Weg A = A(8,). 
Es sei ¢t eine Zahl > k der- 
art, daB fiir A auch noch 
die t-Bedingung erfiillt ist. 
Man denke sich jetzt eine 
Kreisscheibe vom Radius 
t mit ihrem Mittelpunkt 
auf A aufgesetzt und die- 
sen Mittelpunkt lings A 
von co bis 0 bewegt. Dann 
fegt diese Kreisscheibe 
einen ,,Streifen‘‘ J7 aus, 
dessen innere Punkte ein 
Gebiet A bilden und des- 
sen Berandung eine ,, Par- lig. 7 
allelkurve’‘ zu A ist. Diese ,,Parallelkurve“ bezeichnen wir nun als D = D(s8,) 
(vgl. Fig. 7)"). 





11) Eigentlich ist die ,,Randkurve“ D(s,) unseres Streifens im allgemeinen nur ein Teil 
der Parallelkurve zu A, wie sie differentialgeometrisch definiert wird. 
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Aus der obigen Definition von D folgt leicht der 

Hilfssatz 10. Ist P ein Punkt von A(8q). so liegen im Innern der Kreislinie 
um P mit dem Radius t keine Punkte von D(s,). Ist Q ein Punkt von D(8,), 80 
liegen innerhalb der Kreislinie um Q mit dem Radius t keine Punkte von A(8), 
wihrend diese Kreislinie A(s8q) trifft. 

Beweis. Jeder innere Punkt einer Kreisscheibe mit dem Radius ¢t um einen 
Punkt von A ist zugleich ein innerer Punkt von J7 und kann daher nicht zu D 
gehéren. Es sei nun Q ein Punkt von D und K eine Kreislinie mit dem Radius t 
um Q. Wiirde ein Punkt P von A innerhalb von K liegen, so wire Q innerhalb 
einer entsprechenden Kreisscheibe um P enthalten, was, wie soeben gezeigt 
wurde, unmdglich ist. 


Wir haben nur noch zu zeigen, daB K und A sich treffen. Wire dies aber 
falsch, so miiBte es, da A im Endlichen abgeschlossen ist, eine Kreisscheibe um 
Q mit dem Radius ¢ + 6, 6 > 0, geben, in der kein Punkt von A liegt. Zeichnen 
wir daher eine Kreislinie x um Q mit dem Radius 6, so haben die inneren Punkte 
von x von jedem Punkte von A einen Abstand > ?¢ und gehéren daher sicherlich 
nicht zur Menge J7. Dies bedeutet aber, da8 Q weder zu JT gehért, noch eine 
Hiaufungsstelle von Punkten von // ist und daher nicht zu D gehéren kann. 


11. Die Kontur D(s,). 


Die Kontur D(s,) sieht, wie noch im einzelnen begriindet werden soll, wie in 
der Fig. 7 (des § 10) aus. Allerdings ist dabei der ,,Kopfteil‘‘ von D, bestehend 
aus einem Kreisbogen um O und den beiden in diesen Kreisbogen einmiindenden 
geradlinigen Strecken, in der Fig. 7 so dargestellt, wie er sich ausbildet, wenn 
die letzte Strecke von A lang genug ist. Dann beriihren nimlich die beiden in 
den Kreisbogen um O einmiindenden Strecken diesen Kreisbogen. Wir sprechen 
dann von einem reguldéren Kopf von D. Daneben ist aber noch eine andere 
Gestaltung des Kopfteils von A méglich, bei der nur eine der beiden in den Kreis- 
bogen um O einmiindenden Strecken diesen Bogen beriihrt. Ein solcher Kopf, 
den wir als singuléren Kopf von D bezeichnen, ist in der Fig. 10 (siehe 8. 33) 
dargestellt, als y B, a % ao, wenn O mit A, zusammenfillt, oder auch 
y Bez % % « o, wenn O in A, hineinfallt. Er bildet sich aus, wenn die letzte 
Strecke von A ,,zu kurz“ ist. 

Wir stellen nun im Hilfssatz 11 diejenigen Eigenschaften der Kontur D zu- 
sammen, die in der gezeichneten Figur zum Ausdruck kommen und aus d2m 
Bestehen der t-Eigenschaft gefolgert werden sollen: 

Hilfssatz 11. Wird zu A(s,) nach der obigen Vorschrifi D(s,) gebildet und be- 
sitzt A(8,) die Eigenschaft t, so gelten fiir D(s,) die folgenden Tatsachen: 

I. D(8q) enthélt genau einen Kreisbogen C mit dem Radius t um O, durch den 
dann D(s,) in zwei getrennte Zweige zerlegt wird. 

II. Zu jeder Seite von A(8q), bis eventucll auf die letzte, enthiilt D(sy) zwei zu thr 
parallele geradlinige Strecken auf beiden Seiten im Abstand t, die zu verschiedenen 
Zweigen von D(s,) gehéren. Nur im Falle der letzten Seite, wenn der Kopf von 
D(8q) singuldr ist, gibt es zu dieser Seite nur eine ihr parallele geradlinige Strecke 
von D(s,). 
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III. StoBen zwei aufeinanderfolgende Seiten S, S' von A(8,), von denen keine 
die letzte ist, in einer Ecke P zusammen, so werden die zu S und S' parallelen 
Strecken von D(s,) im Auferen des Winkels in P durch einen Kreisbogen um P 
vom Radius t verbunden, der von der Normalen 
zu S im Punkte P zur Normalen zu S' im 
Punkte P verliiuft. Im Inneren des Winkels in 
P treffen sich dagegen die zu S und S’ parallelen 
Strecken in einem Punkte, der auf der Winkel- 
halbierenden des Winkels in P liegt. 

IV. D(8,) ist doppelpunktfrei. 

Va. Ist Q eine Ecke von D(s,), in der zwei 
Teilstrecken von D(s,) aneinanderstoBen, so 
liegen auf der Kreislinie um Q mit dem Radius 
t genau zwei Punkte P,, P, von A(sq), in denen 
zwei aufeinancerfolgende Strecken von A(8)) 
jene Kreislinie beriihren und zugleich liegt Q im 
Inneren des von diesen beiden Strecken von A(8,) 
gebildeten Winkels mit dem Scheitel in E. 

Vb. Ist Q ein Punkt von D(s,), der auf 
einem Teilkreisbogen von D(s), liegt, sofern Fig. 8 
dieser Kreisbogen nicht zum Mittelpunkt O gehdrt, so liegt auf der Kreislinie um Q 
mit dem Radius t genau ein Punkt P von A(8q), und zwar ist P eine solche Ecke 
von A(s,), dab Q im Auferen des zugehirigen Winkels liegt. 

Beweis. Es sei C D eine innere Seite von A und C B und DE die an- 
stoBenden Seiten. Wir unterscheiden zwei Fille, je nachdem ob die inneren 
Winkelraiume an C und an D auf der gleichen Seite von C D liegen (Fig. 8) oder 
auf verschiedenen Seiten (Fig. 9). Wir befassen uns zuerst mit dem ersten Fall. 
Wir ziehen in C und D die Winkelhalbie- 
renden bis zu ihrem Schnittpunkt U (siehe 
Fig. 8) und zeigen zunichst, daB U von CD 
einen Abstand >t hat. Zu diesem Zweck 
fallen wir von U aus die Lote auf die Stre- 
cken C D, C B, DE oder auf ihre Verlinge- 
rungen. Die FuBpunkte dieser Lote mégen 
entsprechend mit «, 8, ¢ bezeichnet werden. 
Die drei Strecken U «, U B, U e sind gleich Fig. 9 
lang. Ware U « St, so wiredie Distanz Be < 2t, sodaB wegen der Eigenschaftteiner 
der FuBpunkte £,¢ nicht in der zugehérigen Strecke liegt. Es sei nun etwa B 
zwischen fund C gelegen. Wir benutzten nun das folgende elementargeometrische 

Lemma. In einem Dreieck mit den Seiten a, b, c ist die Distanz jedes Punktes 
der Seite a von der Seite b héchstens gleich der Seite c'). 


12) Man beachte wohl, da in dieser Formulierung nicht die Distanz von der Geraden b, 
sondern diejenige von der Strecke b gemeint ist. Der detailierte Beweis des Lemmas 
verlauft z. B. wie folgt: Ist B die 6 gegeniiberliegende Ecke, so erreicht man lings a die 
gréBte Distanz der Punkte von a von der Strecke b in B, wie man sich an Hand der Figuren 
sofort iiberlegt. Die Distanz von B nach b ist aber entweder gleich c oder gleich dem Lot 
von B auf die Strecke b. In diesem zweiten Falle ist aber dieses Lot héchstens gleich c. 
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Daraus folgt, daB der Punkt B von der Strecke « C héchstens die Distanz 
von «nach # hat, also < 2¢ wire, wihrend, da B auch einer an C D nicht an- 
stoBenden Seite angehért, die Distanz C B gréBer als 2 t sein muB. 

Daher ist « U >t und die ,,innere Parallelkurve‘ zu B C D E verliauft wie 
in der Fig. 8 angegeben. Zugleich liegen offenbar die Fu8punkte der beiden 
Lote von den Endpunkten c,d der darin enthaltene Parallelstrecke zu C D 
(vgl. Fig. 8) auf C D innerhalb der Strecke C D. 

DaB die ,,auBere Parallelkurve zu BC DE so verliuft wie in der Fig. 8 
angegeben, ist unmittelbar klar. 

Im zweiten Falle, der der Fig. 9 entspricht, verlingere man die Winkel- 
halbierende des Winkels D C B bis zum Schnittpunkt U mit dem Lote D d auf 
DC. Wir beweisen, daB D U >tist. Denn wire D U <t und fallt man von 
U aus das Lot U 6 mit dem FuBpunkt 6 auf C B oder die Verlingerung von 
C B,soist DU = U 6. Die Distanz D 6 wire < 2 t, so daB 6 wegen der t-Eigen- 
schaft nicht zur Strecke C B gehéren kénnte. Dann ware aber B zwischen C 
und 6 gelegen und nach dem obigen Lemma, angewandt auf das Dreieck D 6 C, 
ware die Distanz von B nach C D kleiner oder gleich D 6, also < 2 t, entgegen 
der Annahme. 


Daher ist U D >t und eine Parallele zu C D im Abstand ¢ nach der Seite 
von U beginnt in einem inneren Punkt der Strecke D U und lauft bis zu einem 
Punkt y auf der Winkelhalbierenden C U, wo sie die Parallele zur Strecke C B 
trifft. Da® aber der AnschluB der Parallelen zu C D an die Parallelstrecke zu 
E D iber einen Kreisbogen mit dem Radius t um D erfolgt, wie in der Fig. 9 
angegeben, ist unmittelbar klar, so daB die Figur damit den Verlauf des be- 
treffenden Stiickes der ,,unteren Parallelen‘‘ zu BC D E richtig wiedergibt. 
Zugleich liegt offenbar der FuBpunkt des Lotes von y auf C D innerhalb dieser 
Strecke. Die Verhaltnisse bei der ,,oberen Parallelkurve‘ sind natiirlich voll- 
standig symmetrisch. 

Wir lassen nun in A den Streckenzug BC D E weg und schlieBen die ent- 
stehende Menge, wenn es noétig ist, durch Hinzufiigung der Punkte B und Z 
ab. So entsteht eine im Endlichen abgeschlossene Punktmenge A’. A’ enthialt 
einen Punkt P,, dessen Distanz von der Strecke C D ein Minimum ist. Da 
diese Distanz nach der t-Eigenschaft > 2 t ist, gibt es eine positive Zahl 6, so daB 
diese Distanz > 2 ¢ + 6 ist und daher jeder Punkt von A’ von jedem Punkt von 
C D eine Distanz > 2t + 6 hat. 

Gehen wir nunmehr lings der in Fig. 8 gezeichneten Parallelkurve zu BC DE 
auf der inneren Seite iiber c und d bis c’ und d’ und auf der aéuBeren Seite iiber 
¢, und d, bis c; und d; hinaus und wihlen wir die vier Punkte c’, d’, cj , dj so, daB 
ihre Distanzen bzw. von ¢, d, c,, d, kleiner als 6 sind, so hat jeder Punkt von 
A’ von den Bégen c’ cdd’ und ¢; ¢, d, dj eine Distanz >t, so daB also diese 
Bégen unverindert in D iibergehen und alle Punkte von D erschépfen, die in 
der t-Distanz von der Strecke C D und der unmittelbaren Nachbarschaft ihrer 
Endpunkte liegen. Im Falle der Fig. 9 verliuft diese Uberlegung ganz analog, 
und ebenso schlieBt man, wenn C D die erste Seite von A ist, wobei allerdings 
die Figur etwas abzuiindern wire, da die Strecke D E wegfillt. 
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Damit ist die Behauptung III unseres Hilfssatzes bewiesen und ebenso die 
Behauptung II, insofern sie sich nicht auf die vorletzte oder letzte Seite bezieht. 

Ferner folgt aus dem oben iiber die FuBpunkte der Lote von den Eck- 
punkten c, d bzw. y von D(s,) auf die zugehérigen Strecken gesagten die Richtig- 
keit der Behauptung von Va, wenn man noch den Hilfssatz 10 und die 
t-Eigenschaft beriicksichtigt. 
Was die Behauptung von V b 
betrifft, so ergibt sie sich aus 
der Betrachtung der Fig. 8 und 
9 unter Beriicksichtigung des 
Hilfssatzes 10 und der t-Eigen- 
schaft unmittelbar. 

Wir betrachten nunmehr 
die Konfiguration C BO der 
vorletzten und letzten Seite 
von A(s»). Hier handelt es sich 
vorallem um die Konfiguration 
im Innern des Winkels C B A,, 
die wir uns, unbeschadet der 
Allgemeinheit, wie in der Fig. 
10 orientiert denken. Wie aus 
der oben durchgefiihrten Be- 
trachtung folgt, beginnt die zur 
Seite C B parallele Strecke, die 
im Innern von CBA, verlauft, Fig. 10 
in einem Punkte y, der entwe- 
der auf der Winkelhalbierenden von D C B liegt (dieser Fall ist in der Fig. 10 
gezeichnet) oder auf dem Lot zu CB im Punkte C. Diese Parallele wird nun 
fortgesetzt bis sie die Parallelkurve zur Strecke B A, trifft. Wir wollen hier 
die sukzessive Entwicklung des zugehérigen Kopfteils verfolgen, indem wir 
O von B aus auf A, zu stetig laufen lassen. 

Fallt O mit B zusammen, so haben wir einen reguliren Kopf y By a «0, da 
dann die betrachtete Parallele zu C B die Kreislinie mit dem Radius ¢t um B in 
einem Punkte f, beriihrt. Riickt dann O aus B heraus, bleibt aber, wie A, in 
der Fig. 10, geniigend nah bei B, so trifft die Kreislinie um A, mit dem 
Radius ¢t die Parallele zu C B in einem Punkte f,, dessen Distanz von 
der Geraden durch B A, kleiner als ¢ bleibt. So ergibt sich der singulire 
Kopf y f, «, % «0, der insbesondere eine einzige zu B A, parallele Strecke 
O % enthalt. 

Ein singulirer Kopf bildet sich solange aus, bis O in einen Punkt A, auf 
BA, hineingelangt, mit der Eigenschaft, daB die Kreislinie um A, mit dem 
Radius ¢ die Parallele zu C B in einem Punkte £, schneidet, der zugleich auf der 
Winkelhalbierenden des Winkels C B A, liegt. Hier hat man den ,,Grenzfall* 
des singuliren Kopfes in y B, a, %a 0, der wiederum in a, a% eine einzige zu 
BA, parallele Strecke enthilt. 

Math. Ann. 129. 3 
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Sobald O iiber A, hinausgeht, beriihrt die Kreislinie um O mit dem Radius ¢ 
die Parallele zu BA, durch f,, so daB z. B. fiir O = A, sich nunmehr ein regu- 
larer Kopf £, £3 a; % « o herausgebildet hat, der jetzt zwei zu B A, parallele 
Teilstrecken enthalt, nimlich £, 8, und a, a. 

Damit ist auch die Behauptung IT unseres Hilfssatzes vollstandig bewiesen, 
und zugleich ergibt sich aus den als einzig méglich erwiesenen Gestalten des Kopfes 
die Richtigkeit von I. Ebensoergibt sich die Richtigkeit der beiden Behauptungen 
von V aus der Betrachtung der Fig. 10 auch fiir die beiden letzten Seiten von A. 

Die Behauptung IV, d. h. die Doppelpunktfreiheit von D(s,), folgt aber aus, 
der obigen Diskussion unmittelbar, so daB damit der Beweis des ganzen Hilfs- 
satzes 11 vollstandig erbracht ist. 

§ 12. Regularitit von ®(u) lings D(s,). 

Wir definieren nunmehr lings der Kontur D(s,) einen Durchlaufungssinn 
bei dem A zur linken Hand liegt und insbesondere O im positiven Sinne um- 
laufen wird. Wird aus A das Innere des Kreises um O mit dem Radius ¢ ent- 
fernt, so wird das iibrigbleibende Gebiet durch A in zwei Teilstiicke A, und A, 
zerlegt, die beziehungsweise an das untere und obere Ufer von A anstoBen (vgl. 
Fig, 7). Die Stiicke von D, diezur Berandung von A,, bzw. von A, gehéren, sind nun 
gerade die beiden Zweige von D, in die dieser Weg nach I des Hilfssatzes 11 
(§ 11) zerfallt. Diese Zweige sollen beziehungsweise der untere Zweig und der 
obere Zweig von D genannt und mit D,,, D, bezeichnet werden. Wir haben dann 
D=D,+Cp + D,. 

Wird D im angegebenen Sinne durchlaufen, so liegt langs der beiden Zweige 
das entsprechende Teilgebiet von A zur linken Hand und ebenso A. Wird 
dagegen A in dem dazugehérigen Sinne (also auf 0 zu) durchlaufen, so liegt 
dabei A, und damit D, zur rechten Hand und A, mit D, zur linken. 

Es sei nun der Punkt Q in der Behauptung V des Hilfssatzes 11 (§ 11) ein 
Punkt von D,. Dann wird im Falle Va in den dort benutzten Bezeichnungen 
das Teilstiick P, ZH P, von A entsprechend dem Durchlaufungssinne lings A 
(auf 0 zu) so durchlaufen, daB A, rechts liegt und Q im negativen Sinne um- 
kreist wird. Ebenso folgt im Falle der Konfiguration Vb, daB die beiden in P 
zusammenstoBenden Strecken von A so durchlaufen werden, daB dabei A,, und 
die ganze Kreislinie um Q mit dem Radius ¢t zur rechten Hand liegt. — Q wird 
also auch hier im negativen Sinne ,,umlaufen“. 

Der Weg D liegt offenbar in dem im § 10 definierten Gebiet G, und die 
Argumente der Punkte von D sollen im folgenden als die nach der Festlegung 
im § 10 ihnen in G, zugeordneten Argumente definiert werden. Wir wollen 
beweisen, daB dann D auf dem Riemannschen Flichenstiick '(k, «,, %_) liegt, 
wie es in § 2 definiert wurde und durch die drei Teilgebiete (2.8a), (2.8b) und 
(2.8c) beschrieben wird. Danach setzt sich ["(k, «,, «,) aus den folgenden drei 
Teilstiicken zuammen: 

r;: \jul >k, —a,< argu< —a%, 
rs Rue >k, —@ Sargu<-—a+ 5, 


Fi,: Rue’ >k, — % — 5 < argus—az,. 
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Wir fiihren zuerst den Beweis fiir D,, aus. Fiir D, verlauft er durchaus symme- 
trisch und fiir Cp wird er sodann nachgetragen. Langs des unteren Ufers von A 
liegen, wie schon friiher hervorgehoben, die Argumente aller Punkte in W, — 2, 


also in 
m 3a 
—%—-—5,-%—-@]- 


Nun liegt in der t-Distanz von jedem Punkt Q von D, ein Punkt P des un- 
teren Ufers von A, derart daB die beiden Punkte durch eine Strecke o von der 
Lange t verbunden werden kénnen, die bis auf ihre Endpunkte weder A noch 
D trifft. Trifft ¢ den Kreis um 0 mit dem Radius ¢ nicht, so nennen wir Q 
einen Punkt erster Art, sonst einen Punkt zweiter Art. 

Wir machen nun Gebrauch von dem elementargeometrischen 

Lemma. Liegt eine Strecke o der Liinge t auBerhalb eines Kreises mit dem 
Radius t, so erscheint sie vom Mittelpunkt des Kreises unter einem Winkel, der 
kleiner ist als 


4 3 
are tg 3 = 53°07'48”" < ; , 


Zum Beweis fille man das Lot ! vom Kreismittelpunkt aus auf und bezeichne 
die Laingen der beiden Teilstrecken, in die o durch den FuBpunkt des Lotes 
zerlegt wird, mit (t/2) + « und (t/2) — «, « 20, wobei, wenn der FuBpunkt 
auBerhalb von a liegt, (t/2) — a negativ wird. Dann wird o vom Mittelpunkt aus 
unter einem Winkel gesehen, dessen Tangens gleich 


(t/2) + r (t/2) —2 

l r i YE = 2 [ 
_ 2) +0 (t/2)—a ~ (2Ut)— (21) + (2 a*/Al) 

l l 
ist. Dies wird fiir feste ¢ und / > t am gr6Bten fiir « = 0 und liefert dann, t/21 = u 
/j1 

gesetzt, 2, (, — u) . Wegen u < ; ist aber der letzte Ausdruck < wie be- 
hauptet. 

Ist Q ein Punkt erster Art, so folgt aus dem obigen Lemma, daB das 
Argument von Q auf jeden Fall < — «,— = + + = — o,— 2 ist. 

Ist aber Q ein Punkt zweiter Art, ohne auf C’, zu liegen, so ist |O P| < 2 
so daB wegen der t-Eigenschaft P auf der letzten oder vorletzten Seite von A 
liegen muB. Aus dem Hilfssatz 11 (§ 11) und aus den Gestalten des Kopfes 
in den Fig. 7 und 10 folgt aber, daB der Radiusvektor von O nach P, wenn 
P lings PQ nach Q riickt, sich im positiven Sinne um O dreht, und zwar um 
weniger als x. In der Tat trifft PQ den Punkt O nicht, da sonst | QO| <t 
wire. Daher gilt fiir einen solchen Punkt Q: 


1 


4 
3 , 


(12.1) arg P < arg Q < arg P+ 2<—a—~ >. 


Ist endlich |OQ| = t, so daB Q gerade der auf D, liegende Punkt von 
Cp ist, so folgt aus der Betrachtung der Fig.7 und 10 wiederum, da8 das 
Argument des Punktes Q den Argumentwert lings der letzten Seite von A 

3* 
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dibertrifft, aber um weniger als x. Wir sehen, da fiir jeden Punkt Q zweiter 
Art die Relation (12.1) gilt, unter P ein geeigneter Punkt des unteren Ufers 
von A verstanden. 


Wir sehen, daB der Bereich /’, bei der Betrachtung von D,, nicht in Be- 


tracht gezogen zu werden braucht.Wir haben uns also nur noch mit der Méglich- 
keit auseinanderzusetzen, daB die Argumente der Punkt von D, entweder im 
Intervall (— Oh, — + »- a) liegen, ohne in J’, zu liegen, oder daB ihre Argu- 
mente < — a — $ sind, 

Wir zeichnen nun den Grenzhalbstrahl Z, Z von J’,,, wobei wir zugleich die 
Figur so gedreht denken, daB dieser Grenzstrahl horizontal nach links ins Un- 
endliche geht, und zeichnen zugleich die beiden parallelen Halbstrahlen Z, Z;, 
und Z,Z3 durch die Punkte auf der Kreisperipherie mit den Amplituden 


— & — ; und — a, — a(vgl. Fig. 11).Z,,Z,,Z, sollen die Treffpunkte dieser Halb- 
strahlen mit dem Kreis |u| = k sein. Wir bezeichnen nun den Halbstreifen 
zwischen den beiden Halbstrahlen Z, Zj und Z, Z; und dem Halbkreis Z, Z, Z,, 
der im Endlichen als abgeschlossen betrachtet werden soll, mit S*. Dann wird 
unsere Behauptung iiber D, bewiesen sein, wenn wir zeigen, daB kein Punkt 
von D,, in S* liegt. In der Tat sind lings A die Argumente > — «,— > , 8O 
daB diese Punkte von A _ ,,unterhalb‘ des Halbstrahls Z, Z; liegen. Ist nun 
Q ein Punkt erster Art auf D,, so muB Q nach dem Obigen auf jeden Fall 
,unterhalb“ Z, Z3 liegen. Ist aber Q ein Punkt zweiter Art auf D,, so ist 


arg Q gréBer als das Argument eines geeigneten Punktes des unteren Ufers 
von A. Daher liegt Q sogar ,,unterhalb“ Z, Z3. 














Fig. 11 


Es sei nun Q ein Punkt von D,,, der in S* liegt. Ist dieser Punkt innerhalb 
einer geradlinigen Teilstrecke von D, enthalten, so ist sicher einer der beiden 
Endpunkte dieser Strecke auch noch in S* enthalten. Wir kénnen daher von 
vornherein annehmen, da8 Q entweder ein Eckpunkt von D, ist, durch den zwei 
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geradlinige Teilstrecken von D,, hindurchgehen (erster Fall) oder auf einem der 
Teilkreisbogen von D,, liegt (zweiter Fall). 

Wir betrachten zuerst den ersten Fall und legen um Q eine Kreislinie mit 
dem Radius t, die nach dem im Hilfssatz 11 (§ 11) unter Va bewiesenen von 
zwei Teilstrecken Z 7, und E T, von A in P, bzw. P, beriihrt wird, wobei Z 
eine Ecke von A ist und P, und P, auf den zugehérigen Strecken FE 7,, 
E T, liegen (vgl. Fig. 11). Es ist leicht zu sehen, daB diese Punkte sogar 
im Inneren der zugehérigen Strecken ET, ET, liegen. Denn wire etwa 
P, = T;, so wire die Distanz von 7’, nach einem Punkt der Strecke E7', 
nicht gréBer als 2t, im Widerspruch mit der t-Eigenschaft. Dabei sollen beim 
Streckenzug 7', P, E P, T, die Bezeichnungen so gewihlt werden, daB er beim 
festgelegten Durchlaufungssinn von D, von 7; iiber E nach 7, durchlaufen 
wird. Dann wird, wie oben (S. 34) festgestellt wurde, Q im negativen Sinne um- 
laufen, sodaB dieVerhiltnisse im linken Teil der Fig. 11 richtig wiedergegeben sind. 

Wir trennen nun den Weg A durch die Wegnahme der Teilstrecke P, 7, in 
zwei Teilwege, von denen der eine, von co herkommende und bis P, gehende, 
mit A, und der andere, von 7’, nach O laufende, mit R bezeichnet werden soll. 
Den Weg A. setzen wir vom Punkte P, aus lings eines im negativen Sinne 
durchlaufenen Kreisbogens der gezeichneten Kreislinie um Q bis zu demjenigen 
zuerst angetroffenen Schnittpunkt V dieses Kreises mit dem Halbstrahl Z, Z;, 
der weiter nach links liegt, fort. Man beachte, daB dieser Kreisbogen von unten 
nach oben liuft, da ja der Punkt P, als ein Punkt von A unterhalb Z, Z, liegt. 
Von V aus gehe man nach links lings des Halbstrahls Z, Z; ins Unendliche. 
Der so entstehende Weg K iiberschneidet sich nicht, da A den Halbstrahl 
Z,Z% nicht trifft, und liuft nach beiden Seiten ins Unendliche, so daB er die 
Riemannsche Flache von lg z, die einfach zusammenhingend ist, inzweigetrennte 
Teilgebiete zerschneidet. Man erkennt aber aus unser Fig. 11 unmittelbar, daB Z, 
und damit auch O einerseits und 7’, andererseits auf verschiedenen Seiten des 
Weges K liegen. Da aber 7’, mit O lings des Restweges R zusammenhiangt, der 
K nicht mehr trifft,ergibt sich ein Widerspruch, so daB der erste Fall unméglich 
ist. 

Im zweiten Falle wird der um Q mit dem Radius t gelegte Kreis, nach dem 
im Hilfssatz 11 (§ 11) unter Vb Gesagten, von A in einer Ecke P beriihrt, in der 
zwei Teilstrecken 7’, P und P T,, zusammenstoBen. Wahlen wir hier die Be- 
zeichnungen so, daB bei festgelegtem Durchlaufungssinne von A wir von 7, 
iiber P nach 7’, gehen, so bleibt dabei die Kreisscheibe um Q zur rechten Hand, 
wie im AnschluB an den Beweis des Hilfssatzes erlautert wurde, so daB die Ver- 
haltnisse in unserer Fig. 11 richtig wiedergegeben sind. 

Wir bezeichnen nun den von co herkommenden und bis P laufenden Teil 
von A mit A,, und den von 7’, nach O laufenden Teil mit R. A,, setzen wir 
iiber P fort, indem wir lings der Kreislinie um Q im negativen Sinne bis zum 
linken Schnittpunkt V dieser Kreislinie mit Z, Z5 weitergehen und sodann von 
V aus lings des Halbstrahls V Z; nach links ins Unendliche gehen. Der sich 
so ergebende doppelpunktfreie Weg K trennt wiederum die Riemannsche Flache 
von lg z; und von hier aus ergibt sich ein Widerspruch, genau wie im ersten 
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Falle, da T, und O auf verschiedenen Seiten von K liegen und andererseits 
lings des Weges R zusammenhingen, der K nicht trifft. 

Fassen wir nunmehr Cy ins Auge und bezeichen den Anfangs- und End- 
punkt von Cp mit Q, und Q,, wobei Q, zu D, und Q, zu D, gehért, so ge- 
héren Q, und Q, zu I" (k, a, a). Da aber Cp im positiven Sinne durchlaufen 
wird, gehért dann nach der im §2 8.9 hervorgehobenen Eigenschaft von 
I’ (k, a, %) auch der ganze Bogen Cp zu I" (k, a, a). 

Damit ist bewiesen, daB D(s,) auf '(k, «,, «,) liegt, und da I'(k, «,, a,) im 
Definitionsgebiet von P(u) liegt, erhalten wir den 

Hilfssatz 12. Durch die im § 11 definierte Kontur D(s,) wird die Ebene in 
zwei Teilgebiete A,.A’ getrennt, von denen A den Ursprung O enthiilt. Die im § 2 
definierte Funktion ®(u) ist regulir auf D(s,) und in A’. 


§ 13. D*, D(s,), H, und H,. 

Im obigen wurde D(s,) unter Benutzung einer Zahl ¢ > k konstruiert, derart, 
daB langs L(s,) auch noch die t-Bedingung erfiillt ist. Ist t so gewahlt, so kann 
man eine positive Zahl 6 so wahlen, daB t* = t + 2 6 gesetzt, lings L(s,) auch 
noch die ¢*-Bedingung erfiillt ist. Mit Hilfe dieses t* konstruieren wir nun ana- 
log zu D(s,) eine Kontur D*, indem wir eine Kreisscheibe vom Radius t* mit 
ihrem Mittelpunkt lings A(s,) gleiten lassen, und bezeichnen deren ,,inneres‘‘, 
A(sq) enthaltendes Gebiet, mit 4*. Wird die Menge A*— A, durch Hinzu- 
fiigung ihrer im Endlichen liegenden Haufungsstellen im Endlichen ab- 
geschlossen, so ergibt sich eine ,,hufeisenférmige‘‘ Menge H,. H, enthiilt ins- 
besondere zwei unendliche Halbparallelstreifen, die wir als das obere bzw. 


oy untere Knie von H, bezeichnen 
A iS wollen, je nachdem ihre Beran- 





Ss 
* 


HP Ij dung ein Stiick von D, oder von 
Ms / p PD, enthalt. (Vgl. Fig. 12, die so 
§ orientiert ist, daB die Richtung 
B horizontal nach rechts weist). 

Wir wihlen eine positive 
Zahl 7 < Min (6, t/3) und einen 
Punkt s, auf der letzten in s, ein- 
miindenden Strecke von L(s,), 
ao dessen Distanz von 8, die Zahl 

& fi nicht iiberschreitet (s, kann auch 

S die ,,vorletzte“ Ecke von L(8,) 
sein). Lassen wir dann die 
Strecke von s, nach s» aus L(s,) weg, so entsteht der Weg L(s,), der die ana- 
logen Eigenschaften wie L(s,) besitzt. Dazu bilden wir sodann A, = A(s,) 
und D(s,) nach den Vorschriften von § 10, unter Zugrundelegung der gleichen 
GréBe t, wie bei der Bildung von D(s,). 

Man beachte, daB A(s,) aus A(s,) entsteht, indem man vom Endpunkt von 
A(s,) ab ein geeignetes geradliniges Stiick von der Linge < 7 wegschneidet und 
den iibrigbleibenden Weg parallel mit sich selbst um eine Strecke < 7 ver- 
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schiebt, so daB er mit seinem Endpunkt wiederum in den Ursprung hinein- 
gelangt. Daher hat jeder Punkt von A(s,) von einem geeigneten Punkt von 
A(s,) eine Distanz < 7 und umgekehrt. 

Bezeichnen wir nun das analog zu A zu definierende ,,innere“‘ Gebiet von 
D(s,) mit A,, so behaupten wir nun, daB A, den Weg A(s,) im Inneren enthialt. 
In der Tat gehért zu jedem Punkt P, von A(s,) ein Punkt P, von A(s,), so daB 
die Distznz | P, P,| S y ist und daher P, innerhalb der um P, gelegten Kreis- 
scheibe mit dem Radius ¢ liegt. Daher liegt P, in 4,. Andererseits ist leicht zu 
sehen, daB D(s,) vollstindig in A*, im ,,Innengebiet“‘ von D* liegt. Denn ist Q 
ein Punkt von D(s,), so liegt er in der Distanz < ¢ von einem Punkt von A(8,) 
und daher in der Distanz <t+ 4 <t+ 6< ¢* von einem Punkt von A(s,). 

Bilden wir nun die Menge A* — A, und ergiinzen sie durch Hinzufiigung 
ihrer im Endlichen liegenden Haufungsstellen, so erhalten wir eine ,,hufeisen- 
férmige‘‘ Menge H,, die ahnlich wie H, zwei unendliche Halbparallelstreifen 
enthilt, die parallel zur ersten Strecke von A(s,) verlaufen und die wir als das 
obere bzw. untere Knie von H, bezeichnen. Hier sind im Allgemeinen die beiden 
Knie verschieden breit, wihrend sie bei H, gleich breit sind (vgl. Fig. 12). 

Bei der Definition unserer Wege wurde eine feste Richtung # zugrunde 
gelegt, die der Bedingung (10.2) geniigt. Zur Richtung f gehért dann die durch 
(3.7) definierte GréBe mw, die fiir 6 = B, = 8, gegeben ist durch 
(13.1) »= 5 Min|> — p, B+ 3, B+ ay—%,— ay —B— 3s 5» Oy Oa). 
Wir setzen ferner 
(13.2) Wy = 


@ 
5° 

Die Funktion ®(u) ist nun regular auf und auBerhalb D(s,) und ebenso auf 
und auBerhalb D(s,), wobei ihre Werte in gemeinsamen Teilstiicken dieser 
beiden Mengen iibereinstimmen. Insbesondere ist also ®(u) regular auf H, und 
H,. Wir behaupten nun den 

Hilfssatz 13. Strebt u ins Unendliche iiber H, oder H, , 80 gilt dabei fiir jedes 

R 

t= 


= sin Wo 


(13.3) e&“ D(u) = 0 (=) (u > 00, u< Hy+ Hy). 


a? 

Beweis. Wir fiihren den Beweis explizite fiir H, ; fiir H, verliuft er durchaus 
analog. (13.3) folgt unmittelbar aus (3.4), wenn die Verlingerung der ersten 
Strecke von A(s,) in der Richtung nach der positiven Halbebene durch den 
Ursprung geht. 

Es mége nun die Verlingerung der ersten, unendlichen Strecke von A(s,) 
unterhalb des Ursprungs verlaufen. Bilden wir dann den zu unserem f = f, = By 
gehérenden Weg C(t, 8) (vgl. Fig. 3), so gilt (3.4) im ganzen ,,AuBenbereich* G, 
dieses Weges, wie er in § 3 charakterisiert wurde. Dann liegt das untere Knie 
von H,, bis eventuell auf ein endliches Teilstiick in G,. Daher folgt dafiir 
(13.3) ohne weiteres aus (3.4). 

Um dasselbe fiir das obere Knie von H, zu beweisen, bilde man mit f’ = 8 + w» 
anstatt £6 den Weg C(t, #’) und die dazugehérende, analog zu G, zu 
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definierende Menge G;. Dann mu8 beim Ubergang von C(t, 8) zu C(t, B’) 
die ,,Achse“ um den Winkel w, im positiven Sinne gedreht werden, so daB der 
zugehérige unendliche Halbparallelstreifen das obere Knie von H, schrig von 
rechts oben nach links unten durchschneidet (vgl. Fig. 12). Dann liegt das 
obere Knie von H,, biseventuell aufein endliches Teilstiick, in derzu 6’ gehérenden 
Menge G;. In G; gilt aber (3.4) wiederum, wobei allerdings, wie ein Blick auf 
die Formel (13.1) zeigt, w durch @ — @ = w, zu ersetzen ist. 

Verlauft aber die Fortsetzung der ersten unendlichen Seite von A(s,) ober- 
halb des Ursprungs, so schlieBt man in vollstindig symmetrischer Weise, indem 
insbesondere f’= £8 — wy, gesetzt wird. Damit ist unser Hilfssatz 13 vollstandig 
bewiesen. 


§ 14. Analytische Fortsetzung von F(s) fiir «,— %, > 2. 


Satz II. Es sei f(s) durch (1.1) gegeben, wo A(A) auf jeder endlichen Teilstrecke 
von (a, 00) von beschriinkter Schwankung und die Konvergenzabszisse a* von f(s) 
endlich ist. Es seien a, und a, reell und derart, daB 


(14.1) %<O< a, a —a > 


ist. @(z) sei reguldr fiir alle z mit |\z| > R, a,< arg z< a, und es mége ¢(z) fiir 
jedes Zahlenpaar x}, a mit a,< a, < %;< a, einer Relation (2.2) geniigen. Man 
bilde mit Hilfe des Integrals (6.1) die Funktion F(s), die dann fiir Rs > k + o* 
regulir ist. Es sei L(s,) ein wie in § 10 definierter Weg, der sowohl die W-Eigen- 
schaft als auch die k-Eigenschaft besitzt. 

Ist f(s) lings L(s,) aus der Halbebene Rs > k + o* derart fortsetzbar, dap 
dabei die Konvergenzradien aller Funktionselemente liings L(s,) gréfer als k sind, 
so ist F(s) aus der Halbebene R s > k + o* liings L(s,) bis in den Punkt s, fort- 
setzbar }%), 

Beweis. Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit kénnen wir o* = 0 vor- 
aussetzen, da der allgemeine Fall auf diesen durch die Substitution s* = s — o* 
zuriickgefiihrt werden kann. Unter Benutzung der zu der Charakterisierung 
des Weges L(s,) in § 10 verwendeten, durch (10.2) charakterisierten GréBe £ 
bestimmen wir @ und @, durch (13.1) und (13.2). 

Beim Beweis des Satzes kann man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
voraussetzen, daB 
(14.2) ee 


SiN Wo 

ist. Denn nach dem Hilfssatz 3 (§ 1) bedeutet dies héchstens, daB man von f(s) 
und F(s) eine ganze transzendente Funktion abzieht. 

Ebenso kénnen wir ohne Beschriinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB 
fiir p(u) die Relationen 

p(R) = y'(R) = y(R)=0 

gelten. Man sieht dies genau wie beim Beweis des Satzes I unmittelbar ein. 

Es gibt ein positives 6 derart, daB lings des Weges L(s,) auch die (k + 3 6)- 
Bedingung erfiillt ist und daB zugleich lings L(s,) die Funktionselemente von 


é 13) Vgl. die FuBnote 10 zu Satz I. 
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f(s) Konvergenzradien > k + 3 6 haben. Wir setzen nun im Einklang mit § 13 
t=k+6, t*=k+36 


und bilden mit diesen Werten von ¢ und ¢* die zu L(s,) gehérenden Konturen 
D(s,), zu t gehérend, und D*, zu t* gehérend. Nunmehr betrachten wir die 
Ausdriicke 


1 
(14.3) G..(8) = 5- [ Ow) f(s —u) du, 
D(2) 
(14.3*) G*(s) = = i P(u) f(s —u)du, 
wobei s die Kreisscheibe 
(14.4) |s — | <26 
durchlauft. 


Wir wollen nun beweisen, daB die Integrale in (14.3) und (14.3*) gleich- 
maBig in (14.4) konvergieren. 

Zu diesem Zwecke wenden wir auf f(s — u) die Relation (1.8) an, wobei wir 
ein positives s’ mit 0 < s’ < 6 wihlen. Wir erhalten dann, z. B. fiir e= : 


—aR(s—u—s’) 
> 


If(s — u)| se 


sin € 
wobei c* eine nur von A(A) abhiangige Konstante ist, sobald s — u der Be- 
dingung geniigt: |arg (s — u — s’)| < ; — e. Wir beschriinken nun u auf jeden 
Fall auf die beiden Knie der Punktmenge Ho, die, wie im § 13 erliutert wurde, 
zwischen D* und D(s,) liegt. Es gibt dann sicher eine solche positive GréBe 
S,, daB, sobald Ru < — S, in H, ist, die obigen Bedingungen fiir alle s in 
(14.4) erfiillt sind. Dann folgt aber weiter 


—aR(\s' —26—u— 0) 
S 


f(s —u)| S e 


‘sine 

(14.5) \f(s — u)| = O(e*") (u—+co, u< H,). 
Aus (14.5) und (13.3) folgt aber wegen (14.2) 

(14.6) iK(e — u)| Pu) = 0(e%™ B(u)) = 0( 5) 


gleichmaBig in (14.4), womit die gleichmaBige Konvergenz von (14.3) und 
(14.3*) in (14.4) bewiesen worden ist. 

Aus (14.6) folgt ferner, daB die beiden Funktionen G, (s) und G*(s) in (14.4) 
identisch sind. Denn man kann die Integrationskontur D(s,) in ihrem ,,end- 
lichen Stiick“‘ in den entsprechenden Teil von D* so deformieren, daB dabei 
nur H, iiberstrichen wird. Und daB man auch iiber die beiden unendlichen 
Knie von H, hinweg deformieren kann, folgt in bekannter Weise, wenn man 
bedenkt, da8 lings der ,,Uberbriickungsstege“ a b und a’ b’ (siehe Fig. 12) von 
der Lange 2 6 gleichmaBig (14.6) gilt. 

Ferner folgt nach dem Hilfssatz 8 (§ 7) aus der gleichmaBigen Konvergenz 
von (14.3) in (14.4), daB G,.(s) im Kreise |s — 8 | < 2 6 holomorph ist. 
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Wir definieren nun auf L(s,) einen Punkt s, in der folgenden Weise: Ist die 
Lange der letzten Strecke von L(s,) nicht gréBer als . , 8o soll s, gerade die 
entsprechende Ecke sein, in der die letzte Strecke an die vorletzte anst6Bt ; ist 
aber die Lange der letzten Strecke von (89) gréBer als , 8o nehmen wir als s, 
den Punkt auf dieser Strecke, der die Distanz : von 8, hat. 

An den Punkt s, kann man nun die am Ende von § 13 durchgefiihrte 


Konstruktion ankniipfen — dabei wird also 7 = : gesetzt. Die dabei sich er- 


gebenden Wege L(s,), A(s,) und D(s,) haben durchaus analoge Eigenschaften, 
wie die entsprechenden, fiir s, gebildeten Wege, wenn dabei an der GréBe t 
festgehalten wird. Wir kénnen dann insbesondere durch das Integral 





(14.7) G,,(8) = 7 / P(u) f(s — u)du 
Di (3s) 


eine Funktion von s definieren, die im Kreise 
(14.8) ls — 8,|< 26 
regular ist. 


Nun ist aber nach der Voraussetzung des Satzes II iiber f(s) und nach Hilfs- 
satz 13 (§ 13) der Integrand von (14.7) holomorph auf der Punktmenge H,, die 


von D(s,) und D* berandet wird, und dort 0 ( < ) fiir «> oo. Daher kann der 


Integrationsweg D(s,) in (14.7) in D* deformiert werden. Denn die Integrale 
iiber die Uberbriickungsstege c d, c’ d’ (vgl. Fig. 12 in § 13) konvergieren gegen 
0. Wir sehen, daB G,(s) auch durch das Integral (14.3*) dargestellt werden 
kann, daB also G, (s) in (14.8) mit G*(s) zusammenfiallt. Dies bedeutet aber, daB 
G,,(s) dureh geradlinige analytische Fortsetzung aus G, (s) hervorgeht. In der 
Tat haben die Innengebiete von (14.4) und (14.8) eine ,,Linse‘‘ gemeinsam, die 
von der Verbindungsstrecke ihrer Radien durchsetzt wird. 

Wir definieren nun von s, aus sukzessive weitere Punkte s,, 83, ..., 8,, in 
gleicher Weise, wie s, von 8, aus definiert wurde, und zwar solange, bis der 
Punkt s,, ins Innere der Halbebene Xs > & hineinfallt und zugleich auf die 
erste Strecke von L(s,). Dann entspricht jedem dieser Punkte s, der in ihn 
miindende Teilweg L(s,,) des Weges L(s,), die zugehérige Kontur D(s,,) und die 
zugehorige Funktion G, (8), die durch das Integral 
< D(u) f(s — u) du 

D(s,,) 





G, (8) _ 


gegeben ist und im Kreise |s — s,,| < 6 reguliir ist. 
Ersetzen wir in unserem obigen Resultat s, durch s,_, und s, durch s,, so 
sehen wir, daB die Funktionen 


G,, Gy, « - +r G 





jew 
gehi 
lang 
abe 
ist | 
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jeweils auseinander durch geradlinige analytische Fortsetzung lings der zu- 
gehorigen Teilstrecke von L(s,) hervorgehen und daB daher insbesondere G,, (s) 


lings des Weges L(s,) bis in den Punkt s, analytisch fortsetzbar ist. G, (8) fallt 


aber nach Hilfssatz 7 (§ 6) in der Halbebene R s > k mit F(s) zusammen. Damit 
ist der Satz II vollstandig bewiesen. 
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Eine Normalform berandeter Riemannscher Flachen. 
Von 
Horst Tietz in Braunschweig. 

1. Die Existenz eindeutiger analytischer Funktionen auf Riemannschen 
Flachen bedeutet, daB jede Klasse konformaquivalenter Riemannscher Flaichen 
, realisiert“‘ werden kann durch Uberlagerungsflichen der Zahlenebene. Damit 
stellt sich die Frage nach besonders einfachen Realisierungen oder Normal- 
formen. 

Das wichtigste Ergebnis zu dieser Frage ist der Riemannsche Abbildungs- 
satz, der sie fiir einfach-zusammenhingende Riemannsche Flichen beant- 
wortet. Einen Schritt weiter gehen die Schlitztheoreme, die von den topo- 
logischen Voraussetzungen des Riemannschen Abbildungssatzes nur die 
Schlichtartigkeit der Riemannschen Flache beibehalten. Hierher gehért auch 
der Satz, daB jede berandete schlichtartige Riemannsche Fliche einem mehr- 
fach iiberdeckten Kreis mit geeigneten Verzweigungsschnitten, die den Rand 
nicht treffen, konformaquivalent ist. 

Die Frage nach kanonischen Riemannschen Flichen im Falle héheren 
Geschlechtes ist erst in letzter Zeit von Herrn AHLFors [1] angeschnitten und 
von Herrn Newari [2] systematisch behandelt worden: 

Herr AHLFors zeigt, daB jede berandete Riemannsche Flache realisiert 
werden kann als mehrfach iiberdeckter Einheitskreis, wihrend Herr NEHARI 
die Schlitztheoreme auf diesen Fall iibertrigt. 

Die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit sind entstanden aus einer 
Diskussion des AnL¥Forsschen Satzes: 

Man betrachte etwa das gelochte elliptische Gebilde. Entspriiche dem 
Rand bei der Antrorsschen Abbildung die einfache Kreislinie, so miiBte die 
Autrorssche Normalform, da sie keine weiteren Randpunkte und keine Un- 
endlichkeitsstelle enthalten kann, mit dem schlichten Einheitskreis zusammen- 
fallen ; das kann nicht sein, weil das Urbild nicht schlichtartig ist. Die Normal- 
form von AHLFoRs unterscheidet sich also von den entsprechenden des schlicht- 
artigen Falles dadurch, daB die Randlinien im allgemeinen') sich durch mehrere 
Blatter hindurchziehen miissen. 

Es erscheint wiinschenswert, eine Normalform fiir berandete Riemannsche 
Flachen zu besitzen, die — im Gegensatz zur AuLForsschen — sicherstellt, 
daB das Bild jeder einzelnen Randkurve schlicht iiber der Linie des Einheits- 
kreises liegt. Nach obigem mu8 man dabei auf die Beschriinktheit der Ab- 
bildungsfunktion verzichten, d. h. man mu8 versuchen, die Bildfliche auBer 
aus Kreisscheiben noch durch Hinzunahme einiger Vollebenen aufzubauen. 





1) DaB das nicht immer so sein muB, zeigt das Beispiel des iiber einem hinreichend 
groBen Kreise gelegenen Teiles einer Riemannschen Flache, deren simtliche Verzweigungs- 
punkte im Endlichen liegen. 
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DaB dies tatsiichlich in der gewiinschten Weise méglich ist, wird im folgenden 
gezeigt. 

2. Spiegelt man eine berandete Riemannsche Fliche R, deren Rand iiber 
dem Einheitskreis liegt, an diesem Kreise und verheftet das so entstandene 
Flachenpaar an entsprechenden Randstellen, so erhailt man eine geschlossene 
Riemannsche Fliche, die Schottky-Verdoppelung R? von R. 

Erweist sich eine solche Riemannsche Fliche R als Realisierung einer ab- 
strakten Riemannschen Flache %, so laBt sich also die abbildende Funktion 
als rationale Funktion auf die Schottkysche Doppelfliche R?, die man durch 


Verheftung von XR mit ihrer Riickseite R erhalt, fortsetzen — sie ist eine 
Schottky-Funktion (im Sinne von [1], 2.1). Es bedeutet daher keine Ein- 
schrinkung, wenn wir alle Funktionen, die die Abbildung von ® auf unsere 
Normalform leisten, unter den rationalen Funktionen von R? zu finden suchen. 

3.R sei unsere betrachtete berandete Riemannsche Fliche vom Ge- 
schlecht p. Ihr Rand J” bestehe aus r-Kurven J’,(9 = 1,...,7). Die Stellen 
von ® werden mit deutschen Buchstaben bezeichnet, die 4 entsprechende Stelle 
auf der Riickseite R von R mit j. 

Die Schottky-Verdoppelung R?=N+RN von NR ist eine geschlossene 
Riemannsche Flache, fiir die die Abbildung 3-3 eine konforme Selbstabbildung 
mit Umlegung der Winkel bedeutet. Daher ist mit jeder auf R? rationalen 
bzw. analytischen Funktion f(%) auch g(4) = 13) rational bzw. analytisch. 


Die gesuchte Abbildungsfunktion F(3) hat nach 2. auf R Pole bzw. Null- 
stellen in denjenigen Punkten, die vermége der Abbildung 4-3 den Nullstellen 
bzw. Polen von F(j) auf R entsprechen; der zu F(3) gehérige Divisor auf R? 


hat also die Form 


> 
(1) F(3) = 5° 


wenn © den zu XN gehérigen Divisor bedeutet. 
Sei umgekehrt F(3) als rationale Funktion auf R durch einen Divisor 

nach (1) definiert, so folgt 

== § 

F(3) i? 
also ist F(3) - F(4) als polfreie rationale Funktion von R? konstant; diese Kon- 
stante ist positiv, wie sich fiir 4 =3 auf I" ergibt (sie kann also als Eins ange- 
nommen werden). Das heiBt aber, daB fiir eine auf R rationale*) Funktion 


(2) |\F(a)| =e fiir 4 auf J’ 


mit (1) aquivalent ist. 
Der Existenzbeweis fiir unser F(3) wird also erbracht sein, wenn wir zeigen, 
daB in der Gesamtheit der auf ? multiplikativen Funktionen*) der Form (1), 


2) Unter einer auf einer Riemannschen Flache rationalen Funktion verstehen wir 
eine eindeutige bis auf Pole regulare Funktion. 

%) Sie nehmen bei Durchlaufung eines geschlossenen Weges Faktoren auf, die nur 
von der Homologieklasse des Weges abhangen. 
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deren Argument sich bei Durchlaufen jeder der Kurven I’, um 22 Andert, 
eindeutige vorkommen. 

Zu diesem Zweck bauen wir den Logarithmus von F(3) aus Normalinte- 
gralen 3. Gattung auf. 

4. «,, 8, sei ein kanonisches Schnittsystem von R und y, ein System von 
Querschnitten, die [., mit I’, verbinden. Dann sind — a,,, Ba und v7, ent- 
sprechende Kurvensysteme von R, und man erhiilt éin vollstandiges kanoni- 
sches Schnittsystem von R? — die daher vom Geschlecht G = 2p+r-— 1 
ist — in 

Gas Bus ~ &, Bes r,s Ye = "- %5 lsnxsp; lso<r. 

Die Normalintegrale auf R? seien beziiglich dieses Schnittsystems gewahlt, 
und zwar seien 

p(4,x) das Normalintegral 3. Gattung in 4 mit verschwindenden Perioden 
lings «,,—%,,J°, und den logarithmischen Singularitaten mit Residuen 1 
bzw. — 1 bei den Stellen x und Tf; 

V,,(§) und V,(3) die Normalintegrale 1. Gattung, deren Perioden lings aller 
ersten Schnitte des Schnittsystems verschwinden mit Ausnahme bei Durch- 
laufung von a, bzw. I’,, die die Periode 2 x i ergibt. 

Da I'= 2 I, auf R* berandei, hat lings I’, 

V,.(3) die Periode 0, 

V.(a) die Periode — 2zi, 

P(3,.x) die Periode 2 zi, 
letzteres nach dem Residuensatz. 

Weiter nimmt V,,(3), wenn 4 lings — a, lauft, um die Periode — 227i 
= 227i zu; es ist also das zu — &, gehérige Normalintegral erster Gattung, 
das wir mit V,(3) bezeichnen wollen: 


(3) V.(3) = Vx(3)- 


V.(3) besitzt als Funktion von 3 lings I’, die Periode 227i = — 271; es 
ist also 
(4) V (3) = — V,(8)- 

Wir benétigen noch Funktionen p,(3, r), die ebenso wie p(3, x) definiert 


sind, wenn man nur in dem Schnittsystem von R? die Randkomponente J’, 
durch I", ersetzt. Offenbar ist 


(5) Peld.¥) = P(3,¥) + V_(3) mit V,(3)=0, 
und p,(3,x) hat lings I’, die Periode 2 zi. 

5. Unsere Funktion F(g) soll R so abbilden, daB jede der r Komponenten 
von J” in die schlichte Kreislinie iibergeht; die Bildfliche R enthialt also 
r Kreisscheiben und eine gewisse Anzahl — etwa n — Vollebenen. Der zu F(3) 
gehorige Divisor D auf X hat also die Gestalt 

Uy + Ug... Uy 


Om Fae’ + +0 Fe oa. te 
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Fiir den Logarithmus g(j) von F(3) bedingt das nach (1) die Beziehung 


(6) 9(3) = X Pold,¥_) + = [ p(s, uy) — Pld, ,)] + €. 


Dieses Integral 3. Gattung hat nach Konstruktion schon lings allen «,, — a, 
die Periode Null und lings jeder J", die Periode 227i. Umgekehrt haben alle 
Funktionen mit diesen Eigenschaften die Gestalt (6). 

6. Wir denken uns die Stellen r,(0 = 1,...,r) auf RN beliebig, aber fest 
vorgegeben; nach 4. geniigt es zu zeigen, daB durch Wahl der u,, pv, in (6) 
die Perioden von g(4) lings allen £,, 8, y, zum Verschwinden gebracht werden 
kénnen. 


Zu diesem Zweck werden alle Summanden von (6) mittels (5) auf das 
angegebene Schnittsystem, das J’, nicht enthalt, bezogen: 


(7) 9(3) = X pl4,%,) + X fla, u,) — p(4, v,)] + 2V,(3) + €. 


Die Perioden von p(j,r) sind durch die Werte der Integrale 1. Gattung 
an den Polstellen gegeben*): die Periode von p(j, r) 


lings , ist V(r) — V,(#), 
langs B, ist V(r) a V,At), 
langs Ye ist V(r) ms | VAF). 


Mithin ergeben sich aus (7) die Perioden 6,, é., 6, von g() lings £,, B. bzw. 
Yo zu 


(8) 6,= . 3 [V,,(u,) —_ V,(u,)] ~~ > [V,,(v,) = V,,(0,)] 
+ J (Valk) — Valk) +S Con: 
e uv 
(8a) 6,= 5 (V,(u,) — V,(8,)] — ¥ (V,.(0,) — V,(8,)] 


+ Z (Vi) —Val+ Zea 
e e 
p [V,(u,) oi V,(u,)) . 4 [V,(v,) ae V,(0,)) 


+ L(V (te) — VeolFe)] + J eye: 
© e 


I 


(9) 5, 


dabei bedeuten c, ,, Cons C,,’ die Perioden von V,,(3) lings ,, Bn bzw. y,’. 

Das Verschwinden dieser Perioden von g() ist gleichbedeutend mit fol- 
gendem Gleichungssystem, das man unter Beriicksichtigung von (3) und (4) 
erhalt, wenn man in (8) und (8a) entsprechende Gleichungen addiert bzw. 
subtrahiert und die Funktionen 


Wn(3) = Vals) + Val), 
W (8) = Vn(3) — Vala) 
4) Siehe z. B. [3], S. 367; dort sind die Perioden etwas anders als hier definiert. 
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einfiihrt: 
(8’) Im 3) (W,,(u,) — W,(v,)] = — Im J W,,(r,) + +iy (Cont Cox) 


¥ 


e 

Re PS [W,,(u,) i W,,(v,)] a Re Px W(X) a 4 > (Con me oa) 
v 0 e 

(9’) Re S'[V,(u,) — Ve(v,)] = — Re DV» (ty) — Dey 
v o 


e 
Damit diese Gleichungen sinnvoll sind, miissen die letzten Summen reell 
sein. Dies ist aber eine Folge von (4); denn danach ist ¢5, = — Con und wegen 
Ye = — y, auch Ce e= Me’ 

Da die W,,, W,,, V, eine Basis der Abelschen Integrale 1. Gattung von 9? 
darstellen und da wir die Stellen x, auf R vorgeben, die rechten Seiten von 
(8’) und (9’) also konstante reelle GréBen sind, ist die Lésbarkeit unseres 
Problems erwiesen, wenn stets Stellen u,,v, auf R gefunden werden kénnen, 
die den Gleichungen 


(10) J (V,(u,) — V,(v,)] = a,+ ib, =A, (y=1,...,@) 


geniigen; hierin bilden die V,(4) eine Basis der Integrale 1. Gattung, wihrend 
die a, gegebene, die b, dagegen geeignet zu wihlende GréBen sind. 

Es wird gezeigt, daB dies sogar méglich ist, wenn die b,, beliebig gewahlt 
werden. 

Beweis*): Die Stellen 3, mégen unabhangig voneinander auf R? variieren, 
t,, seien entsprechende Ortsuniformisierende. Die Determinante 
(11) Det (“™) (t, = 0) 
verschwindet wegen der linearen Unabhangigkeit der V,(3) nicht identisch 
(sogar in keiner der Veranderlichen einzeln). Daher kénnen G Stellen v, auf R 
gefunden werden, an denen diese Determinante von Null verschieden ist. 
Mit diesen vp, anstelle der 4, ist (11) aber die Funktionaldeterminante des 
Funktionensystems in den u,, 


(12) a [V, (uy) =. V,(v,)] = G,, 


das daher ein gewisses Umgebungssystem der p,, eineindeutig auf eine Um- 
gebung U des Nullpunktes im Raum der «, bezieht; diese Umgebung kann 
so klein gewahlt werden, da8 alle entsprechenden u,, — ebenso wie die v,, — 
auf dem durch R bestimmten Teil von ®? liegen. 

Zu den als gegeben angenommenen A, in (10) sei nun die natiirliche 


Zahl N so groB gewahit, daB der Punkt mit den Koordinaten > A, in die 


Umgebung U fallt. Bestimmt man mit «, = 2 A, die zugeh6rigen u,, aus (12), 


so erhailt man eine Lésung von (10), wenn man n = N-G@ setzt und jede der 
Stellen u, und pv, genau N-mal unter die u, bzw. v, aufnimmt. 
7. Es gibt also solche Integrale 3. Gattung g(3) der Form (6), fiir welche 
die 1nultiplikative Funktion 
F(j) = 


8) Vgl. [4], S. 123°. 
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auf XR? eindeutig ist und daher jede Randkurve von % auf die einmal durch- 
laufene Linie des Einheitskreises abbildet; denn daB eine solche Kreislinie 
nicht in sich zuriicklaufen und damit einen Bogen mehrfach bedecken kann, 
ist klar, weil Riemannsche Flachen keine ,,Falten‘‘ haben (Satz von der Ge- 
bietstreue). Damit haben wir erhalten den 

Abbildungssatz: Jede berandete Riemannsche FlicheR kann realisiert werden 
durch eine Riemannsche Fliche R, die aus einer gewissen Anzahl von Vollebenen 
besteht und aus ebenso vielen kongruenten Kreisscheiben, wie die Anzahl der 
Randkontinuen von R betrigt; es kinnen ebenso viele Nullstellen der Abbildungs- 
funktion vorgeschrieben werden. Die Randkreise verlaufen auf R schlicht. 

8. Wird von der Funktion g(3) aus (6) nur gefordert, daB F() = e”® 
auf R — und nicht auf R? — eindeutig ist, so brauchen nur die Ausdriicke (8), 
aber nicht (9) zu verschwinden®*). F(;) hat dann wieder auf jeder Rand- 
komponente von ® konstanten Absolutbetrag; aber diese Konstanten sind 
nicht notwendig untereinander gleich, so daB die Kreise der Bildfliche ver- 
schiedene Radien aufweisen; das sieht man ein, wenn man bedenkt, daB 
+ 6, aus (9) die ,,Halbperiode“ bedeutet, um die der Realteil von g(4) sich 
andert, wenn 4 lings y) von I’, nach J’, lauft. 

9. Bestiinden fiir die Unbekannten u,, v, in (10) nicht die Beschrinkungen, 
daB sie auf RN liegen sollen, so liefe (11) auf das Jacobische Umkehrproblem 
hinaus, das mit n = G=2p+r-—1 stets lésbar ist, wobei die v, beliebig 
vorgegeben werden kénnen. Sieht man dagegen die vp, auch als Unbekannte 
an, so scheint die Vermutung berechtigt, da8 man — auch unter der erwihnten 
Nebenbedingung — mit n = p, also mit 2p Unbekannten auskommt, da die 
freie Wihlbarkeit der b, in (10) ausgenutzt werden kann, um r — 1 fehlende 
Hilfsunbekannte auf J" zu bestimmen, fiir die nimlich die Beitrige der linken 
Seiten von (8’), (9’) verschwinden wiirden. — Bei der Herleitung seiner Schlitz- 
theoreme kommt Herr Newari’) ebenfalls auf diese Frage; sein Beweis fiir 
die genannte Vermutung ist jedoch unhaltbar. 

Nimmt man jedoch diese Neharische Behauptung als richtig an, so hieBe das, 
daB R aus p +r, und damit R* aus 2p + r = G + 1 Blattern bestiinde; diese 
Anzahl ist in dem Sinne die kleinstmégliche, als sie z. B. im Falle p = 0,r = 2 
— fiir den %? ein elliptisches Gebilde ist — nicht unterschritten werden kann. 

Dieselben Uberlegungen, die zu unserem Abbildungssatz fihrten, erméglichen 
auch einen neuen Existenzbeweis fiir die AHLForssche Normalform, wieder- 
um jedoch ohne eine Schranke fiir die Anzahl der benétigten Blatter zu ergeben. 
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*) Wenn (8) verschwindet, so auch (8a). 

7) [2], S. 271 ff. Die Arbeit enthalt mehrere Unstimmigkeiten, die aber — bis auf die 
oben genannte — simtlich richtiggestellt werden kénnen und an den schénen Ergebnissen 
nichts andern. 
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Zur Differentialgeometrie der komplexen Strukturen. 
Von 
ALFRED FROLICHER in Ziirich. 
Einleitung. 

1. In einer komplex-analytischen Mannigfaltigkeit M+) ist durch die Multi- 
plikation komplexer Vektorkomponenten mit i = y-1 ein Feld linearer 
Transformationen definiert, deren Quadrat gleich — Identitaét (Multipli- 
kation mit —1) ist. Mit anderen Worten, es gehért zu der in M gegebenen 
komplexen Struktur ein bestimmtes gemischtes Tensorfeld aj, mit der Eigen- 
schaft aj, at = — 6}. Solche Tensorfelder in einer Mannigfaltigkeit M gerader 
Dimension — unabhangig von einer komplexen Struktur — werden als ,,fast- 
komplexe Strukturen in M“ bezeichnet; sie sind zuerst von Horr [2] und von 
EHRESMANN [3] betrachtet worden, welche von vielen Mannigfaltigkeiten mit 
topologischen Methoden nachwiesen, daB sie keine derartigen Felder und 
somit auch keine komplexe Struktur zulassen. 

2. Es 14Bt sich nun zeigen, daB eine komplexe Struktur in einer Mannig- 
faltigkeit M durch das zugehérige Feld a} eindeutig bestimmt ist (Eindeutig- 
keitssatz, § 4), daB aber nicht jede fast-komplexe Struktur a, in der oben 
beschriebenen Weise zu einer komplexen Struktur gehért: Die Felder aj, 
die aus einer komplexen Struktur hervorgehen — sie werden integrabel ge- 
nannt —, haben namlich die weitere Eigenschaft, daB ihre ,,Torsion“ ver- 
schwindet ; dabei ist die Torsion der fast-komplexen Struktur a}, ein gewisser 
Tensor ti, (vgl. § 8), der aus aj, durch einen DifferentiationsprozeB hervorgeht. 
Es ist leicht, Beispiele von fast-komplexen Strukturen anzugeben, deren 
Torsion + 0 ist. Dies ist auch fiir die bekannte fast-komplexe Struktur der 
Sphire S* der Fall. Fiir eine reell-analytische fast-komplexe Struktur aj, 
folgt umgekehrt aus dem Verschwinden ihrer Torsion (Integrabilitatsbedin- 
gung), daB sie integrabel ist, also zu einer wohlbestimmten komplexen Struktur 
gehért. Ob die Voraussetzung der reellen Analytizitét hier abgeschwicht 
werden kann, ist unseres Wissens eine offene Frage. 

Die hier unter 2. genannten Ergebnisse sind aus einer gemeinsamen Unter- 
suchung des Verfassers mit B. Eckmann hervorgegangen”). Sie wurden in 
Form einer C.R.-Note [5] veréffentlicht und sind in der vorliegenden Arbeit 
der Vollstandigkeit halber eingehend dargestellt. 

3. Die besonderen differentialgeometrischen Eigenschaften komplex- 
analytischer Mannigfaltigkeiten sind auf Grund des Eindeutigkeitssatzes im 
wesentlichen im Tensorfeld aj, enthalten. In diesem Sinne verstehen wir 


1) Man vgl. etwa [1]; ausfiihrliche Definitionen finden sich auch im 1. Kapitel der 
vorliegenden Arbeit. 

*) Ahnliche Untersuchungen wurden von Cu. EHRESMANN und P. LipERMANN ge- 
macht (vgl. [4]). 
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unter der Differentialgeometrie der komplexen und fast-komplexen Strukturen 
die Untersuchung von Tensorfeldern a, mit a, a} = — 6}, mit oder ohne die 
zusitzliche Voraussetzung des Verschwindens der Torsion #j,. Dies steht in 
gewisser Analogie zur Riemannschen Geometrie, welche in der Untersuchung 
von Tensorfeldern g,,; (mit den bekannten Eigenschaften) besteht. Unsere 
Betrachtungen befassen sich im Zusammenhang mit einem Feld aj, mit dem 
Begriff der Hermiteschen und Kéhlerschen Metrik, mit besonders ausgezeich- 
neten affinen Zusammenhingen, mit Poissonklammern und verschiedenen For- 
mulierungen der Integrabilitaétsbedingung, ferner mit homogenen fast-kom- 
plexen und komplexen Strukturen. 


4. Im 1. Kapitel der vorliegenden Arbeit werden die Grundbegriffe und 
Bezeichnungen eingehend erlaiutert. Das 2. Kapitel behandelt im wesentlichen 
die Integrabilitétsbedingung in der Form ¢#,,= 0. Hier wird gezeigt, daB die 
bekannte fast-komplexe Struktur der Sphire S* nicht integrabel ist (§ 10). 
Das 3. Kapitel handelt von affinen Zusammenhingen. Wir zeigen, dab es zu 
jeder fast-komplexen Struktur aj, affine Zusammenhiinge gibt, in denen aj, 
parallel ist (kovariante Ableitung = 0). Sie sind im allgemeinen nicht symme- 
trisch. Dann und nur dann gibt es darunter symmetrische, wenn die Torsion 
t,,=0 ist; dann und nur dann gibt es darunter Riemannsche Zusommenhiinge 
(d. h. durch die Christoffelsymbole einer Riemannschen Metrik gegebene), 
wenn die Torsion t),, = 0 ist und es eine beziiglich aj, Kaihlersche Metrik gibt. 
Fiir die genauere Formulierung vergleiche man § 13. Es wird insbesondere ge- 
zeigt, daB unter den Hermiteschen Metriken in einer komplex-analytischen 
Mannigfaltigkeit die Kéahlerschen dadurch charakterisiert sind, daf in ihnen 
die fast-komplexe Struktur parallel ist; mit anderen Worten, daB die Parallel- 
verschiebung beziiglich der betreffenden Metrik die in den Tangentialraumen 
definierte komplexe Vektorstruktur invariant laBt. 


Im 4. Kapitel wird das Poissonsche Klammerprodukt von Vektorfeldern 
(infinitesimalen Transformationen) mit fast-komplexen Strukturen in Zu- 
sammenhang gebracht. Dies kann besonders einfach unter Benutzung der 
im 3. Kapitel betrachteten affinen Zusammenhinge geschehen. Es ergibt 
sich daraus eine neue Form der Integrabilitaétsbedingung, die sich als beson- 
ders geeignet erweist fiir die Untersuchung homogener Strukturen im 5. Ka- 
pitel. Eine komplexe Struktur in der Mannigfaltigkeit M heiBt homogen, 
wenn es in M eine transitive Gruppe von komplex-analytischen Automor- 
phismen gibt. Ist dies der Fall, so ist auch die zugehérige fast-komplexe 
Struktur in einem naheliegenden Sinne (vgl. § 18) homogen, und umgekehrt. 
Es wird nun ein Wirkungsraum M einer Lieschen Gruppe G betrachtet und 
die Frage untersucht, ob es in M eine fast-komplexe bzw. komplexe Struktur 
gibt, welche beziiglich der Operationen von © homogen ist. Die Bedingungen 
hierfiir, und zwar auch die Integrabilitétsbedingung, lassen sich rein alge- 
braisch im Lieschen Ring von © formulieren. Die erhaltenen algebraischen 
Kriterien lassen sich weiter analysieren, wobei sich Resultate ergeben, zu 
denen H. C. Wane [6] auf anderem Wege gelangt ist. Von diesen Anwendungen 
wird in der vorliegenden Arbeit nur eine behandelt, naimlich der Fall einer 

4* 
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kompakten Lieschen Gruppe, welche vermége ihrer Linkstranslationen in sich 
selbst transitiv operiert. Das Kriterium fiir die Existenz einer homogenen 
komplexen Struktur ist dann stets erfiillt*). Jede kompakte Liesche Gruppe 
gerader Dimension (zusammenhingend) besitzt also eine komplexe Struktur, in 
welcher die Linkstranslationen komplex-analytisch sind (eine ebensolche kom- 
plexe Struktur gibt es fiir die Rechtstranslationen — die beiden Strukturen 
sind aber im allgemeinen verschieden). 

5. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit sind bereits angekiindigt worden. 
Neben der erwihnten C.R.-Note [5], die sich auf den Stoff des 2. Kapitels 
bezieht, ist von Herrn Prof. B. EckMaANN in zwei Vortrigen [7, 8] u. a. kurz 
tiber die verwendeten Methoden und erhaltenen Resultate berichtet worden. 
Ihm, meinem hochverehrten Lehrer, méchte ich an dieser Stelle meinen 
herzlichsten Dank aussprechen. Er hat mich auf die verschiedenen Frage- 
stellungen gefiihrt und mir viele wertvolle Ratschlige erteilt. 
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I. Kapitel. 
Komplexe und fast-komplexe Strukturen. 


§1. Komplexe Koordinaten. 


Wir betrachten auf einer Mannigfaltigkeit der Dimension n = 2m eine 
Koordinatenumgebung U,, deren Punkte durch die n reellen Koordinaten 
z',...,a" beschrieben werden. Das n-Tupel (z',..., 2") fassen wir auf als 
Punkt eines Euklidischen Raumes E>. Die Punkte des euklidischen Raumes 
kann man auch durch Angabe von m komplexen Zahlen charakterisieren, 
indem man je zwei reelle Koordinaten zu einer komplexen Zahl zusammenfaBt ; 
dies sei im folgenden stets vermége 


a + itt oH (u=1,2,...,.m; i= y-1) 
durchgefiihrt. Konvention: Griechische Indices sollen stets nur von 1 bis m, 
lateinische Indices dagegen von 1 bis nm = 2m laufen. Ferner schreiben wir 
zur Abkiirzung an Stelle von 4 + m kurz fi. Wir setzen also: 
(1.1) is em 2%, 


Umgekehrt erhilt man die 2m reellen GréBen z* aus den m komplexen 
z“ als Real- und Imaginarteile, also: 


zh + Ze = w—zm 
(1.2) en Pt® 7.77! 
Das reelle Koordinatensystem (z', . . ., 2") und das komplexe Koordinaten- 
system (z',...,2™) hingen durch die Gleichungen (1.1) und (1.2) zusammen, 


welche auch als Koordinatentransformationen betrachtet werden kénnen. 
Die Tatsache, daB zwischen den (z*) und den (z“) diese spezielle Transformation 
besteht, wollen wir dadurch zum Ausdruck bringen, daB wir sagen, das 
z-Koordinatensystem sei ,,das zum reellen x-Koordinatensystem gehirige kom- 
plexe Koordinatensystem“, und umgekehrt das 2z-Koordinatensystem ,,das 
zum komplexen z-Koordinatensystem gehérige reelle Koordinatensystem’. Beide 
beschreiben die gleiche Koordinatenumgebung U, der Mannigfaltigkeit. 


§ 2. Komplexe Strukturen. 


Es sei nun (y’, . . ., y") ein anderes lokales Koordinatensystem, giiltig in U,, 
und der Durchschnitt U,-\ U, sei nicht leer. Die Punkte dieses Durchschnittes 
werden dann beschrieben einerseits durch die Koordinaten (z*), anderseits 
durch die (y'), so daB wir zwischen den (x*) und den (y'), die diesen Durch- 
schnitt beschreiben, eine eineindeutige Transformation haben: 


(2.1) y= y(2t, 2) 
ain z(y',..., 9°). 
Bekanntlich erhalt man speziellere Strukturen auf Mannigfaltigkeiten, 
wenn man verlangt, daB alle zur Beschreibung der Mannigfaltigkeit auf- 


tretenden Koordinatentransformationen (2.1) einer gewissen Gruppe von 
Transformationen angehéren. Irgendein weiteres, neu dazugenommenes 
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lokales Koordinatensystem hei®t dann zulissig (beziiglich der betreffenden 
Struktur), wenn alle dadurch neu auftretenden Koordinatentransformationen 
ebenfalls der betreffenden Gruppe angehéren. Man sagt dafiir auch, dieses 
neue Koordinatensystem gehére ebenfalls zur betrachteten Struktur. 

Sind z. B. alle Transformationen (2.1) differenzierbar, mit nicht ver- 
schwindender Funktionaldeterminante, so sagt man, die Mannigfaltigkeit 
habe eine differenzierbare Struktur; die Mannigfaltigkeit zusammen mit 
dieser Struktur hei®t dann eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Im fol- 
gend>n sollen alle Mannigfaltigkeiten, auch ohne besondere Erwahnung, in 
diesem Sinne differenzierbar sein. 

Entsprechend definieren wir nun komplexe Strukturen. Wir haben in § 1 
in U, das zum z-Koordinatensystem gehérige Koordinatensystem (z“) ein- 
gefiihrt. Ebenso betrachten wir nun in U, das zum dort giiltigen y-Koordi- 
natensystem gehérige komplexe Koordinatensystem, indem wir entsprechend 
(1.1) setzen: 

w’ = y’ + i ‘ y’. 

Die Punkte von U,/\ U, werden dann sowohl durch die 2“, als auch durch die 
w” beschrieben, und es gelten zwischen diesen Koordinaten in U,-\ U,, analog 
zu (2.1), Transformationsformeln 
(2.2) w” = wo” (z!,..., 2%), 

2 = 2*(wi,...,w™). 
Die Gleichungen (2.2) sind durch (2.1) bestimmt und umgekehrt. Offenbar 
ist es gleichwertig, ob man reelle Koordinatensysteme verwendet oder iiberall 
die zugehérigen komplexen Koordinaten. Niitzlich ist die Verwendung kom- 
plexer Koordinaten in dem nun folgenden Fall, da man sich auf die zu einer 
,komplexen Struktur“‘ gehérigen Koordinatensysteme beschrinken kann. 

Man sagt, es sei auf der Mannigfaltigkeit M" eine komplexe Struktur ge- 
geben, wenn sie derart mit (reellen) Koordinatensystemen iiberdeckt ist, 
daB die zwischen den zugehérigen komplexen Koordinaten auftretenden 
Transformationen alle komplex-analytisch sind, oder kurz: wenn sie so mit 
komplexen Koordinatensystemen iiberdeckt ist, daB alle Koordinatentransfor- 
mationen (2.2) komplex-analytisch sind. 

Dieser Begriff der komplexen Struktur 1éBt sich formulieren, ohne iiber- 
haupt von komplexen Koordinaten Gebrauch zu machen. Um dies zu tun, 
beriicksichtigen wir die Bedingungen, welchen die reelle Transformation (2.1) 
geniigen muB, damit die entsprechende komplexe Transformation (2.2) kom- 
plex-analytisch ist. Bekanntlich lauten diese so: Die z* und die y' miissen 
zur gleichen differenzierbaren Struktur gehéren und es miissen die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen erfillt sein: 





ay _ ay? 

da” aaP’ 
(2.3) aye Ou 

az* ~=Ss Oa 


Damit kénnen wir die Definition der komplexen Struktur genau ent- 
sprechend der genannten allgemeinen Methode geben: die verwendete Gruppe 
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besteht aus denjenigen Transformationen (2.1), welche den Beziehungen (2.3) 
geniigen. Es ist nun auch klar, was die Aussage, ,,ein reelles Koordinaten- 
system gehért zu einer gegebenen komplexen Strukiur“, bedeutet. 


§ 3. Komplexe Vektorkomponenten. 


Ein kontravariantes Vektorfeld in der Mannigfaltigkeit M" wird in einem 
lokalen Koordinatensystem (z*) beschrieben durch seine Komponenten 
Air), +--+, @{%), Welche reelle Funktionen der Koordinaten z* sind. Mit dem 
Index (<) sei, wenn nétig, angedeutet, daB es sich um Komponenten beziiglich 
des x-Koordinatensystems handelt. In einem y-Koordinatensystem wird das 


Feld dargestellt durch aj,),..., af. Dann gelten in U,7\ U, die Transfor- 
mationsformeln : 
(3.1) at, = thal,,, wobei tt = e ; 


Ist (z“) das zu den x* gehérige komplexe Koordinatensystem [vgl. (1.1)], 
so nennen wir die m komplexen GréBen 
die komplexen Komponenten des Vektorfeldes beziiglich des z-Koordinaten- 
systems. Wir fassen sie auf als Funktionen der z“. Durch die komplexen 
Komponenten (beziiglich des z-Koordinatensystems) sind die reellen Vektor- 
komponenten (beziiglich des zugehérigen x-Koordinatensystems) eindeutig 
festgelegt und umgekehrt. 

Wir vergleichen nun die Aj, im Durchschnitt U,7 U, zweier reeller 
Koordinatensysteme mit den komplexen Komponenten A/,) beziiglich des zu 
den y* gehérigen komplexen w-Koordinatensystems, 

A(e)= Uy + 4 * Ay) 
Es ist also: 
dye 5 dye 
Aw) = az! * le) 7s" ax! * lx) 


Driicken wir die a{,, durch die Af, aus gemaB 


» 4ot+4m 3 4-7 Awe 
x) = 2 . = 2i , 
so wird 
ge — (29 av) A@ te , (am , , ay) Ae — Aw 
Aw =\oar + * oar 2 +\oar +' oa 7 


1 / dye Oy? Oye 
“2 2 (i +3oat8 aor 13a Aly + 


’ 
At): 


Oye oye . oy# 


+9 3 (ae — da +* 3x +i54 


dx” 5) At 
Das sind Gleichungen der Form 


(3.3) Alte) = af At) + Be At. 
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Man bemerkt: Dann und nur dann sind die ff = 0, wenn 





Oye ayF 

Oz” Oar 
und a 

ox” + —_— 


Das sind aber gerade die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (2.3). 
Sind diese erfiillt, so vereinfacht sich auch der Ausdruck fiir die «; dann ist 
namlich : 
oye  . dye = awe 
t= gar +8 9ae = Oar 
Owe 
“az 
Diese partielle Ableitung hat nun einen Sinn, da ja in diesem Falle die w” 
komplex-analytische Funktionen der z“ sind. 

Das Ergebnis ist also: Wenn die Transformation (2.2) komplex-analytisch 
ist, dann gelten fiir die diesbeziiglichen komplexen Vektorkomponenten in 
U,0\ U, die einfachen Transformationsformeln: 

Our 
(3.4) (w) Oz” Aj, - 

Wihrend (3.2) die Komponenten Af, ausdriickt durch die Komponenten 
at. beziiglich des zum z-Koordinatensystem gehérigen reellen Koordinaten- 
systems (z*), wollen wir schlieBlich noch (in U,7 U,) die Aj) ausdriicken 
durch die Komponenten aj,), wenn (y') ein ganz beliebiges, anderes reelles 
Koordinatensystem ist. Da entsprechend zu (3.1) gilt 


ee l 
M2) = Fy %Ww> 
erhalten wir aus 3.2: 


Oze axe 
B U = I 
Aw = ay! Uy +t ay! “> 


‘ Oz 
(3.5) Aly = Gy Mw: 


Betrachten wir den Tangentialraum eines Punktes P ¢ M", so stellen wir 
also folgendes fest: Durch das Einfiihren eines komplexen Koordinatensystems 
in einer Umgebung von P wird der genannte reelle Vektorraum in einein- 
deutige Beziehung gesetzt mit einem komplexen Vektorraum, durch das Ein- 
fiihren eines anderen komplexen Koordinatensystems mit einem anderen 
komplexen Vektorraum. Letztere stehen also auch in eineindeutiger Be- 
ziehung, und zwar ist diese gemaiB 3.4 ein Isomorphismus der beiden kom- 
plexen Vektorriume, wenn die beiden komplexen Koordinatensysteme kom- 
plex-analytisch zusammenhangen, wahrend sie im allgemeinen Falle kein Iso- 
morphismus ist. 


§ 4. Die zu einer komplexen Struktur gehirige Abbildung J. 
Wir betrachten zunichst auf einer beliebigen differenzierbaren Mannig- 
faltigkeit (gerader Dimension) nur eine Koordinatenumgebung U, und defi- 
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nieren dort, unter Verwendung des in U, giiltigen komplexen Koordinaten- 
systems (z"), eine lineare Abbildung der kontravarianten Vektoren: Dem 
Vektor a mit den Komponenten A, ordnen wir zu den Bildvektor b = J;,)(a) 
mit den Komponenten By,, gemaB 
Boy = t+ AG. 

Wir bezeichnen also diese Abbildung mit J;,), wobei der Index (z) andeuten 
soll, daB die Abbildung definiert ist bei Verwendung des Koordinatensystems 
(z"). Die so definierte Abbildung der Vektoren wird von der Wahl des lokalen 
Koordinatensystems abhingig sein. Wir untersuchen nun, wann wir unter 
Verwendung verschiedener Koordinatensysteme die gleiche Abbildung er- 
halten. 

J(,)(a) hat also die Komponenten Bf, = i - Aj, beziiglich des z-Koordinaten- 
systems, somit gemaB (3.3) die Komponenten 


(4.1) Bow) = 6 ay Ale) — 6 BY Aly 
beziiglich des w-Koordinatensystems. Anderseits hat a die Komponenten 


Alw)= %+A t, + BY Ay, beziiglich des w-Koordinatensystems. Daher hat 
J()(a) folgende Komponenten beziiglich des w-Koordinatensystems: 


(4.2) i> At, = tat At, + ¢ Pt Ap. 

Vergleich von (4.1) und (4.2) ergibt: J;,) und J;,,) sind dann und nur dann 
gleich, wenn die GréBen ff = 0 sind. Das ist aber, gemaB § 3, gleichbedeutend 
damit, daB zwischen den z” und den w” die Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen bestehen. Wir haben also 

Satz 1. Innerhalb dex zu einer komplexen Struktur gehérigen Koordinaten- 
systeme ist die Multiplikation der komplexen Vektorkomponenten mit i eine vom 
Koordinatensystem unabhdngige lineare Abbildung. 

Satz 2 (Eindeutigkeitssatz). Ist die Multiplikation der komplexen Vektor- 
komponenten mit i im z-Koordinatensystem und im w-Koordinatensystem die 
gleiche Abbildung, dann hiingen diese beiden Koordinatensysteme (in ihrem 
Durchschnitt) durch eine komplex-analytische Transformation zusammen. 

Satz 1 besagt also, daB zu einer komplexen Struktur eine wohlbestimmte 
Abbildung gehért, die wir nun kurz mit J (ohne Index) bezeichnen. 

Satz 2 besagt, daB eine komplexe Struktur durch die zugehérige Abbil- 
dung J wohlbestimmt ist (nimlich durch die Gesamtheit derjenigen kom- 
plexen Koordinatensysteme, in denen sich diese Abbildung als Multiplikation 
der komplexen Vektorkomponenten mit i ausdriickt). 

Eine komplexe Struktur wird also durch die Abbildung J vollstindig cha- 
rakterisiert. Wir werden an Stelle der komplexen Strukturen stets die dazu- 
gehoérige Abbildung J untersuchen. 


§ 5. Die Abbildung J in einem reellen Koordinatensystem 
der komplexen Struktur. 
In U, wird durch das Koordinatensystem (z”) [vgl. (1.1)] eine komplexe 
Struktur definiert. Wie driickt sich die Abbildung J aus im x-Koordinaten- 
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system? Es ist, b = J(a) gesetzt 
Bu = t+ Aw - 
Also, gemaB (3.2) ss . 
Biz) +4 * Dixy =i: (a¢z) +4 * Az) ) 


ii - 
= — Uy + t* Az). 


Somit ist: 
se até 
(5.1) ¥ rs 
bz) = Ar) ' 


Dies ist von der Form 
: mis iim 
Diz) = A * Az), 
(z) 


wobei 
a=-0 (k+f), q& =0 (k+y), 
(z) (2) 
ab=-1, a=. 
(2) (2) 
Als Matrix geschrieben: 
0 -0-1 0 
ai a} a} - ‘ . 
, 2a2?.--+ az Bier @+ta5 0-E 
2) S=A=/(ajy= 1% % me ead - 
_ (2) (2) : a a ee (z of 
ajay: -: ay , : 








J wird also durch einen gemischten Tensor beschrieben, der diese spezielle 
Gestalt hat, die wir mit S bezeichnen. Offenbar gilt S- S = — HZ, was nichts 
anderes besagt, als daB J? = — Identitat ist. (Mit Z bezeichnen wir die Einheits- 
matrix ; ob n-reihig oder m-reihig, ist ohne weitere Angabe stets klar ersichtlich.) 


§ 6. Die Abbildung J in einem beliebigen reellen Koordinatensystem. 


Wir betrachten die durch eine komplexe Struktur bestimmte Abbildung J 
und driicken diese in einem beliebigen reellen Koordinatensystem aus. (2x*) sei 
ein reelles Koordinatensystem der gegebenen komplexen Struktur, (y*) ein 
ganz beliebiges. Die Komponenten der Abbildung J transformieren sich be- 
kanntlich in U,7\ U, als GréBen eines gemischten Tensors gemaB 

- @y* aat 
(6.1 aj = Y= at. 
' w 9 a Gy 
Dies kénnen wir auch als Matrizenprodukt schreiben, indem wir 
dy? , dat 
(5a) -()-7 und 55 = (w= U= 72 
setzen, und beniitzen, daB nach § 5 a} die Gestalt S hat: 
(2) 
A=T 8T-. 
(y) 


ei 
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Statt A schreiben wir kurz A. Natiirlich gilt auch 


(y) 
A4*=A-A=-E; 
denn 
AA=T“38TT*8T=T“SST=T""(— £)T= —-E. 
In einem beliebigen Koordinatensystem driickt sich die Abbildung J also aus 
durch einen gemischten Tensor aj, mit der Eigenschaft A*= — E, oder tensoriell 
geschrieben: 
~ ro 0 fir i+j, 
G8 = ~8") 5 Geto. 
Dies kann man natiirlich auch ohne Rechnung einsehen, da ja.J? = — Identitat ist. 
Fiir die Untersuchung der Abbildung J in einem Punkt ist dies auch be- 
reits die allgemeinste Aussage, die gemacht werden kann, denn es 1aBt sich 
leicht zeigen, daB jede Matrix A mit A*?= —Z idhnlich ist zur speziellen 
Matrix S: es existiert 7’, mit Determinante + 0 derart, daB A = T- S T ist. 


i 
Da in einem Punkte die partiellen Ableitungen 7 = (t)) = ot keiner wei- 


teren Bedingung unterworfen sind, gibt es stets eine Koordinatentransfor- 
mation, die im betrachteten Punkt A auf die Gestalt S transformiert. Fir die 
Untersuchung der Abbildung J in einer ganzen (wenn auch kleinen) Umgebung 
1aBt sich das hingegen nicht mehr behaupten, da die fi, als partielle Ableitungen 
nicht willkiirlich gewahlt werden kénnen. Analog kann man einen metrischen 
Fundamentaltensor in einem Punkt stets auf euklidische Form bringen, in 
einer ganzen Umgebung hingegen im allgemeinen nicht. 

Es sei noch folgendes bemerkt: Gehéren das z- und das y-Koordinaten- 
system beide zur gleichen komplexen Struktur, so hat, gemai®B §4 und § 5, 
die Abbildung J in beiden die spezielle Gestalt S. Das kann man auch ganz 
im Reellen zeigen: es ist T-1.87'= S, falls die partiellen Ableitungen 7’ = (tj) 
die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen. Umgekehrt: wenn 
die Abbildung in zwei Koordinatensystemen die spezielle Gestalt S hat, d. h. 
wenn T“ST=S gilt (in U,7.U,), so gehéren diese beiden Koordinaten- 
systeme zur gleichen komplexen Struktur. 7-1 S7'= 8S, bzw. ST =TS, sind 
nimlich genau die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Wir 
brauchen dies nicht naher auszufiihren, da das gleiche schon in § 4 (Satz 1 
und 2) durchgefiihrt worden ist, in komplexer Schreibweise. 


§ 7. Fast-komplexe Strukturen. 

Definition: Unter einer fast-komplexen Struktur in einer differenzierbaren 
Mannigfaltigkeit verstehen wir ein Tensorfeld a}, (gemischter Tensor, differen- 
zierbar) mit der Eigenschaft 

ai - a} = — d. 
Statt von einem Tensor kénnen wir auch von einer Abbildung der Tangential- 
vektoren sprechen; diese sei J genannt. 

Satz 1, §4, besagt dann folgendes: Zu einer komplexen Struktur gehért 
eine wohlbestimmte fast-komplexe Struktur. Solche fast-komplexen Struk- 
turen, die aus einer komplexen hervorgehen, wollen wir integrabel nennen. 
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Satz 2, § 4, besagt dann folgendes: Eine fast-komplexe Struktur gehért 
zu héchstens einer komplexen Struktur, eine integrable fast-komplexe Struktur 
somit zu genau einer komplexen Struktur. 


Es stellt sich hier die Frage, wie man einer gegebenen fast-komplexen 
Struktur ansehen kann, ob sie integrabel sei. Bei der Untersuchung dieser 
Frage spielt ein gewisser Tensor, den man aus einer fast-komplexen Struktur 
durch einen DifferentiationsprozeB erhalt, die entscheidende Rolle (analog 
etwa dem Kriimmungstensor, der zu einer Metrik gehért). Wir nennen ihn den 
Torsionstensor der fast-komplexen Struktur. 


II. Kapitel. 
Die Integrabilitit. 
§ 8. Definition des Torsionstensors. 
Gegeben sei die fast-komplexe Struktur ai. Wir bilden 


da; da} 
(8.1) a~3tS - a: 
Diese GréBen aj; bilden keinen Tensor. Wir brauchen sie nur als HilfsgréBen 
und definieren nun als Torsionstensor : 
(8.2) d= $(@, a? — a’, at). 

Um zu beweisen, daB diese GréBen einen Tensor bilden, kénnte man 
nachrechnen, wie sie sich bei einer Koordinatentransformation transformieren, 
und wiirde die bekannte Transformationsregel fiir einen 1-fach kontra- und 
2-fach kovarianten Tensor finden, wobei allerdings wesentlich zu benutzen 
ist, daB aj nicht irgendein gemischter Tensor ist, sondern der Beziehung 
a, a} = — 6} geniigt*). 

Wir wollen den Beweis der Tensornatur anders fiihren, unter Benutzung 
von kovarianten Ableitungen (bezeichnet mit D,) beziiglich irgendeines be- 
liebigen symmetrischen affinen Zusammenhanges J”; ;, die von Tensoren stets 
wieder zu Tensoren fiihren. Wir bilden analog zu (8.1) und (8.2): 


(8.3) Aj; = 4 (D, aj — D, aj) 
(8.4) th, = 4 (44, a? — A}, af). 


Wir zeigen nun, daB fiir den Tensor 1}, gilt: t,,= t1,, womit dann der Beweis 
erbracht ist. Es ist: 


\ 


1 {{ 2a; , da 
h h 
Ai, ~1 (Ge 4 re Ti, ai) - (28. ria - Pej %) If - 

*) Unabhangig von uns wurde von A. Niyenuuts [“X,,_,-forming sets of eigenvectors”’, 
Proc. Kon. Ned. Akad. v. Wetensch. Amsterdam A, Vol. LIV, 200—212, 1951] fiir beliebige 
gemischte Tensorfelder a, ein Tensor hi, als Differentialkomitante gefunden; im Falle 
ae 
— 


a 


a 5 stimmt er nait a, iiberein. 
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Indem wir das erste und vierte Glied zusammenfassen und bemerken, daB sich 
das dritte und sechste Glied wegen der Symmetrie der Ti; . wegheben, haben wir: 


Ai; ” a; + +T.@ i - Ti; ay). 
Somit 
j 1 ; Ly h 
th, = + {a), ns tome -Th, ap) of aa, —3(14,,4 — I, a) a’} 
~ 2 (Ge at — 40+ cae a} a? — T,, a a? — a at + I, a> ak} 


-H,+3{%, ah a? + Ti, — Ts, of at — ri,}. 


In dieser Klammer heben sich das — und dritte, sowie das zweite und vierte 


Glied weg. Es wurde sowohl aj a} = — 6;, als auch I",,= I", beniitzt. Es 
bleibt also 
(8.5) ti, = t,. 


Wir stellen somit fest: Statt den Torsionstensor gemaB (8.1) und (8.2) mit 
Hilfe von partiellen Ableitungen zu berechnen, kénnen wir an Stelle der 
partiellen Ableitungen ebensogut kovariante Ableitungen beziiglich eines 
symmetrischen affinen Zusammenhanges verwenden [(8.3) und (8.4)]. Die 
Wah! dieses Zusammenhanges spielt fiir die Bildung des Torsionstensors gar 
keine Rolle; er mu8 nur symmetrisch sein. Wir werden spaiter davon Gebrauch 
machen. 


§ 9. Das Verschwinden der Torsion als notwendige Bedingung fiir Integrabilitat. 

Nehmen wir an, die fast-komplexe Struktur J sei integrabel, werde also 
durch eine komplexe Struktur induziert. Verwenden wir ein reelles Koordi- 
natensystem, das zu dieser komplexen Struktur gehért, so hat J in diesem 
gemaB § 5 die kanonische Gestalt S. Insbesondere sind dann also in diesem 
Koordinatensystem alle Komponenten aj, konstant, ihre partiellen Ableitungen 
verschwinden alle, und somit wird ti ,= 0. Da aber die ti ,; Tensorkomponenten 
sind, ist dieses Resultat unabhaingig vom benutzten Koordinatensystem. Wir 
haben also den 

Satz. Damit eine fast-komplexe Struktur integrabel ist, ist notwendig, dap 
die zugehorige Torsion identisch verschwindet. 


§ 10. Anwendung auf eine fast-komplexe Struktur der S®*. 
Ausgehend von der Multiplikation der Cayleyschen Zahlen erhalt man 
bekanntlich auf der Sphire S* eine fast-komplexe Struktur. Wir werden 
zeigen, daB in einem Punkte der Torsionstensor nicht 0 ist; daraus folgt, daB 
diese fast-komplexe Struktur nicht zu einer komplexen Struktur der S* gehért. 
Die Cayleyschen Zahlen seien folgendermaBen bezeichnet : 


(10.1) a= A+ A%e,+ Ale,+-+-+ A*e=A+a, 


wobei A, A®,..., A® reelle Zahlen sind, die e, die komplexen Einheiten. Ist 
A = 0, so heiBt die Oktave « rein imaginir. Die Oktaven bilden beziiglich 
der Addition einen 8-dimensionalen Vektorraum iiber dem reellen Zahlkérper, 
die rein imaginiren einen 7-dimensionalen linearen Unterraum R’. Die Multi- 
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plikation der Oktaven ist distributiv und ist festgelegt durch folgende Pro- 
dukte der imaginairen Einheiten e;: 

e?=-1 ((=0,1,...,6), ee; —e;-e; (i+ 7; i,7=0,1,..., 6), 
Co = Cg, €g* Og= Cg, Co Cp= Cg, €1* Cg= Og, €1° Cg—= — C5, Cg* Cg= Og, Cg* Og= C5, 
sowie die 14 weiteren Gleichungen, die man aus den letzten 7 durch zyklisches 


Vertauschen der Indices erhalt. Die Multiplikationstafel sieht also folgender- 
maBen aus: 












































&o 1 2 es es es & 
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€; |—ee | €@9 —€s| && €; |'—& 
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ee i & |—e €6 fn 
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ey Co |e |— S| S| | & 
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In der Hauptdiagonalen steht iiberall — 1; aus einem nachher ersichtlichen 
Grund haben wir diese Stellen freigelassen. Setzen wir analog (10.1) 


6 
&=X+) Xe, = X+z, 
0 
so ist 


6 
E-a=XA-S XA4 Xa+ Art Y XAte,- ey, 
0 


ik 
i+k 
also fiir rein imaginire Oktaven § = z, «=a 
6 6 
(10.3) wr-a=—P XAi+ DY XtAtke;: eg. 
0 ik=0 
: i+k 
> X‘A? ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren x, a ¢ R’. ¥ X‘A*e;- ¢, 
0 i¢k 


ist wieder eine rein imaginiére Oktave, d.h. also ein Vektor aus R’, der das 
Vektorprodukt von x und a genannt und mit x xa bezeichnet wird. Dieses 
Vektorprodukt im R’ hat die iiblichen Eigenschaften eines Vektorproduktes ; 
wir brauchen nur seine Bilinearitét und die Orthogonalitaét des Produkt- 
vektors auf den beiden Faktoren. Die Vektorprodukte unserer 7 Grund- 
vektoren e; werden durch die Multiplikationstafel 10.2 gegeben, nur steht in 
der Hauptdiagonalen nun iiberall statt — 1 der Nullvektor des R’. Es ist also 


axa= 3 X‘Ate;xe,, 
ie 





a ae ee — lel li ltl CUCU Ol OF CL 


a ae 2 6 Ue 
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wobei wir in der Doppelsumme i = k nicht mehr ausschlieBen miissen. Setzt 
6 


man e; X¢,= 3 M!,e;, wobei die Mi}, gleich 0, + 1 oder — 1 sind, so hat man 
0 


6 6 6 / 6 
zxa= S' X‘AtMi c= ¥ | ¥ | Exe.) 4) 6. 
i,ik=0 j=0 \k=0\i=0 
Das ist von der Form 
(10.4) 2Xxa= a (2 4,4") €;. 
i \k 
Man findet anhand der Multiplikationstabelle (10.2): 
A§ = X*M%,=0; A? = X‘M?,=— — X?; A$ = X‘M?,.= X!}, usw., 
also lautet die Matrix A}: 
AQ- +++ + Ag 9 —X? X!_x¢ xs_xe Xs 
x* 0 -—xX® Xxs—xe_xs xe 
—X! X®° Oo —X*—X*s X* xX 
(10.5) 2 - ~-Sod xe_xs xe 9 —xX* XIX! 
—x> xs xs xe 0 —x#—™x 
X* X*—X*—X! X* oO —X° 
Aé . . ° . . Ag —X5 eC — xX: x? x} x? 0 
Wir betrachten nun das Vektorprodukt xxa im R’ nur fiir die folgende 
Situation: x sei ein Einheitsvektor, a zu x senkrecht. Der erste Vektor x 
bedeute dann einen Punkt P auf der Einheitssphire S* im R’; a kénnen wir 
als Tangentialvektor an die S* im Punkte P auffassen, und ebenso das Vektor- 
produkt x xa, da es ja insbesondere auf dem ersten Faktor senkrecht steht. 
Ja = x Xa definiert dann eine lineare Abbildung J der Tangentialvektoren a 
der S* in jedem Punkt. Fiir diese Abbildung gilt nun J?= — Identitat (es 
handelt sich also um eine fast-komplexe Struktur der S*). Um dies zu beweisen, 
miissen wir also zeigen, daB x x(x xa) = — a ist. Dies folgt leicht aus dem 
fiir das Cayleysche Produkt giiltigen Alternativgesetz 
&- (E+ a) = (€+ €)-a: 
In unserem Falle (£ = x, « = a) ist, weil x zu a senkrecht steht, r-a = xa, 
und weil x xa auf x senkrecht steht, x-(x-a) = xx(xxXa). Da ferner x den 
Betrag 1 hat, ist x - = — 1 [vgl. (10.3)], und somit wird aus dem Alternativ- 
gesetz gerade x(x xa) = — a. 
Wir driicken nun diese Abbildung J in lokalen Koordinaten der S®* aus. 
In einer Umgebung des Punktes P,= (X°, X},..., X®) = (1,0,..., 0) © S® 
wiahlen wir als lokale Koordinaten z', .. ., x* auf der S* die GréBen 
(10.6) x! = Xé (§=1,..., 6). 
Nach (10.4) haben wir, wenn wir Ja = b setzen und die Komponenten von b' 
im (X°, .. ., X*)-Koordinatensystem mit B‘ bezeichnen: 














6 
(10.7) Bi= X Ai A* (j = 0,1,..., 6), 
0 
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wobei (A4,) die Matrix (10.5) ist. Im lokalen Koordinatensystem (x*) der S* 
habe a (bzw. b) die Komponenten a‘ (bzw. b‘), i = 1, 2,..., 6, und J sei be- 
schrieben durch 


6 
(10.8) bi= ¥ ai at (j= 1,2,...,6); 
1 
wir haben die aj zu berechnen. Wegen x‘= X‘ gilt fiir die Vektorkomponenten 
(10.9) a‘= At ¢=1,2,...,6@. 
Da a tangential an die S® sein soll, ist durch die A‘(i = 1,...,6) auch A® 

6 
bestimmt: aus 3” A* X*= 0 folgt 
0 
£ ai x 
-i- 
GemaB (10.7) und (10.9) erhalten wir somit 


(10.10) A°= 


; a . a » & af Xt 
b) = 2 4, A* + Aj, A® = 2 4, a = Aye Xe 
A Tt? . Xk : 
- 3 (4, - 4s) a Qgj=1,..., 6), 
und fiir die a} in (10.8) 
. . re 
(10.11) ai = A, - AG xe 
—_——_ 
wobei X/= 2/ (j = 1,..., 6) und X®°= |/ 1 — ¥ (z#)?. 
1 
Berechnung des Torsionstensors: Es ist (fiir k + 1) 
: : : ax* _ ve, OE? 
da, 0A}, aA xk ; ax x — x* ax 
a2t ~ az azt “xe “0 ar 
Im Punkte (X°,..., X*) = (1, 0,...,0), in dem wir die Torsion untersuchen 


da, =A Ah, 


ax! = b= == oxe (), k, l= l, 2, oo 6), und 


wollen, ist aber sor = 0, also- 
x 
_ (24 a) 
(10.12) aj, = = \sxr — oxt)- 
Im betrachteten Punkt P, ist gemaB (10.11) a? = A?, und aus (10.5) ent- 
nehmen wir 
we 1 fir p = 2 os 
, 0 fir p+ 2 . 0 fiir p + 6; 


insbesondere ist also 


(10.13) ths = + (a}1 4% — ays at) = ¥ (ag, — $5). 








~ Be bel 


re ae 


aa. ai 


mm 
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GemaB (10.12) ist af;= $(1—(—1))=1, und af,= $(—1-1)=—1, also 
t{,= 1. 


Damit ist gezeigt, daB die betrachtete fast-komplexe Struktur der S*® nicht 
zu einer komplexen gehért. Dabei bleibt allerdings die Frage, ob es auf der 
S® nicht sonst eine komplexe Struktur gebe, unbeantwortet. 


§ 11. Das Verschwinden der Torsion als hinreichende 
Bedingung fiir Integrabilitat. 


Wir haben in § 9 gesehen, daB fiir die Integrabilitat einer fast-komplexen 
Struktur das Verschwinden ihrer Torsion notwendig ist. Jn diesem Abschnitt 
werden wir beweisen, daB diese Bedingung auch hinreichend ist unter der Vor- 
aussetzung, daB dic betrachtete fast-komplexe Struktur reell-analytisch ist. 

Gegeben sei also eine reell-analytische fast-komplexe Struktur a), und es 
sei t,, = 0. Es ist: 


> oe !_¢ 8!) = aj, ata! — ai, - j 

a}, (ak — id) (al #8) = ah, a % a, — i (a),a! + aj, as) 
a k ql k_ ai ! 
= thi + Ge 1a, i (aj, @ “4 aj, a!) 


= at cba —d,a "268 > 
2a, — 21h, = 2 (ak — idk) d,. 


p qk 


Wegen t/, = 0 ist also 


(11.1) aj, (ak, — idk) (al, — id) =0 
Wir betrachten nun das Gleichungssystem 
(11.2) fi dx*= (ai + idj)dz*=0 G=1,...,%). 


Von diesem homogenen Gleichungssystem kénnen wir leicht explizit ein voll- 
staindiges Lésungssystem angeben, nimlich 


(11.3) dxf, = ak — idk (p=1,...,m). 
Fiir jedes p ist dies eine Lésung: 
(ai, + i dj) (ak — idk) = aj ak + idjak —i Kal + df OF 


—- pi j = 
 +ia, ia + 8) 0. 


Ferner hat die Matrix des Systems (11.2), A + i#, den Rang m; die Lésungs- 
mannigfaltigkeit muB also die Dimension n — m= m haben. Die Matrix 
unserer n Lésungen (11.3) ist aber A — iZ und hat den Rang m; (daB A + iz 
und A — i£ den Rang m haben, folgt daraus, daB A die Eigenwerte + i und 
— ihat, jeden m-fach). Somit spannen die Lésungen (11.3) die ganze Lésungs- 
mannigfaltigkeit von (11.2) auf. Gleichung Ps 1) besagt: 


ay, Axi, dXq = 
Da aber die dz}, den ganzen Lésungsraum von (11.2) aufspannen, ist a} dx bx! 
; 1 { ea; a}, 
= 0 fiir beliebige Lésungen (d z*) und (6z') von (11.2). In aj,= 1( es oa } 


= 


Math. Ann. 129. a) 
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dirfen wir die partiellen Ableitungen der aj durch die der fi ersetzen. Wir 
haben somit: 

(2h af, 

a2! ~ aak 
wenn (dx*) und (6z') Lésungen von fi dx*= 0 sind. Dies sind aber genau die 
Bedingungen von FRoBENtvus, aus denen folgt, daB das Pfaffsche System 
fi.dx*= 0 (11.2) vollstaindig integrierbar ist. Demzufolge gibt es (in einer 
hinreichend kleinen Umgebung) m (m= Rang des Systems) unabhingige 
komplexe Funktionen 


(al, ..., 2%) = wh (al, 2) + dot (at, 2"), 
so, daB das System dz“ = 0, oder ausfiihrlich 


act 62'=0, 


Ove 


(11.4) oe ad xt = (sa = +i Str) dz =0, 
aquivalent ist mit dem System (11.2). 

Da wir ja die Lésungen von (11.2) kennen, ist insbesondere Ms - (ak — idk) =0 
oder umgeformt 


Oz . Oz 
(11.5) a Gm isn. 
Die n reellen Funktionen u“ und vo kénnen wir als reelle Koordinaten ein- 
fiihren, die 2“ bilden dann das zugehérige komplexe Koordinatensystem im 
Sinne von §1. Dies wird durch folgende Uberlegung sofort klar: Das reelle 


Gleichungssystem 


dur dum 
(11.6) ak &&= 0, axk &* = (ue = 1,..., m) 
habe die reelle Lésung (&,.. ., &"). Dann ist (5 ge tt ae = 0 und wegen 


der Aquivalenz der ens (11.4) und (11.2) also auch (a) + idj) &*= 
woraus sofort folgt, daB (£4, ..., &") = (0,..., 0) sein muB. Das System (11.6) 
hat also nur die Nullésung, seine Determinante ist also + 0. Diese Determi- 


: : ‘ : O (ut, ....u™, vt, ....0™) 
nante ist aber gerade die Funktionaldeterminante ~~~", ida 


Verwenden wir nun also die z“ als lokale komplexe Koordinaten und driicken 
wir die Abbildung J aus unter Verwendung zugehériger komplexer Vektor- 
komponenten. Es sei b = Ja. Im (2x*)-Koordinatensystem heiBt dies b’ = aia’. 


Die — Komponenten von a und b lauten gemaB 3.5 A” -35 ; a* baw. 
Be= =~ b*. Also: 


Om .. Om , 
B= FH = 5 GO, 
wegen (11.5) 

= 5 oe atid", 
Wir sehen: Im (z“)-Koordinatensystem ist die gegebene Abbildung J gerade 
die Multiplikation der komplexen Vektorkomponenten mit i. 
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So kénnen wir itiberall in hinreichend kleinen Umgebungen komplexe 
Koordinaten einfiihren, in denen die Abbildung J die Multiplikation mit i be- 
deutet. Dadurch haben wir aber eine komplexe Struktur im groBen, denn 
nach Satz 2, §4, sind die auftretenden Koordinatentransformationen alle 
komplex analytisch, 

Zum SchluB sei noch eine Bemerkung gemacht beziiglich der Voraussetzung, 
aj, miisse reell analytisch sein. Wir haben beim Beweis den Satz von Fro- 
BENIUS iiber die vollstindige Integrierbarkeit eines Pfaffschen Systems ver- 
wendet. Damit diese Methode einen Sinn hat, miissen wir, wie wir gleich 
sehen werden, die Funktionen a} auch fiir komplexe Argumente betrachten 
kénnen, und zwar so, daB auch im Komplexen noch die Integrabilititsbedin- 
gungen t),= 0, baw. (11.1), erfiillt sind. Das ist natiirlich sicher méglich, 
wenn die aj durch Potenzreihen darstellbar sind, also reell analytisch sind. 
Dies der Grund unserer Voraussetzung. 

Zwar hat die Frage, ob es Funktionen z“= u“+ iv” gebe, so daB das 


System dz“ = 2 dx*= 0 (11.4) aquivalent sei mit dem System (11.2), 


ohne weiteres einen Sinn, wenn man die aj, auch nur fiir reelle Werte der 
Variablen 2x!,..., 2" kennt. Bei der Frobeniusschen Methode werden jedoch 
Integrale des Systems (11.2) (aj + idj) dz*= 0 betrachtet, d.h. man sucht 
Kurven 2*(t) so, daB 


5 x ak 
[aj (z(t), ..., (0) + 164) = 0 


ist. Es ist klar, daB es keine Lésungen im Reellen gibt; man muB also komplexe 
Lésungen x*(t) betrachten und damit die a} fiir komplexe Argumente kennen. 

DaB8B wir also die Voraussetzung der reellen Analytizitét machen miissen, 
liegt in der Methode begriindet, mit der wir das Problem hier behandelt 
haben. Es ist dies auch die einzige Stelle, an der wir das Komplexe wesentlich 
benutzen. Alles andere hitte ohne weiteres durchgefiihrt werden kénnen, 
ohne je vom Komplexen zu sprechen (man vergleiche den letzten Abschnitt 
von § 2). 

Man kann versuchen, auch hier alle Betrachtungen reell durchzufiihren, 
und kommt dann auf folgende Frage: Gibt es m Lésungen wu", v" des Diffe- 
rentialgleichungssystems 


du , Ov 
. daze ~ 9 oxk? 
(11.6) - ‘f” 
axe ~ — 9 ozk> 
so, daB man diese Lésungen w!,..., w™, v',..., vo” als Koordinaten benutzen 
kann? 

In diesem Differentialgleichungssystem (11.6) sind die beiden Zeilen wegen 
ai, at — — 6} iquivalent, wie brauchen daher nur etwa die zweite zu betrachten : 
dv , eu 
da» ~ — 9 oak- 


Bestimmen wir die Funktion u so, daB die rechte Seite einen Gradienten dar- 
stellt, so kénnen wir zu einem solchen u ein zugehériges v durch Integration 
5* 
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erhalten. Die Bedingung dafiir, daB wir rechis einen Gradienten haben, 
lautet: 
a ( , ou C7) , Ou 
— a*- _- = an ——_—_ 
aad Pp a) aaxP ( q aa) 


k 
da), Ou t @u dat ou Ou 
= ub + Sea =~ ~;+a =. 
Oxt Oxk P Ax%dxk Oz? daxk 7 Ox? axk 


oder also 


Fassen wir zusammen: 
au , Ou , (2c aed) Qu 
@ —s> ar @ = |\a> — : 
Oxtaxk “Pax? zak “4 axP xt} Axk” 
fu : : Ou 
a. ae k a. 
dxiack (%)%— 49>) = 9 Gq: 
Hierin ist a‘, die gleiche abkiirzende Bezeichnung wie in (8.1). Die Funktion 
u muB also dieser Differentialgleichung 2. Ordnung geniigen®). Man sieht leicht, 
daB die Bedingung #,,=0 notwendig ist, damit man geniigend Lésungen u 
erhilt, d. h. m Lésungen u',...,u™ derart, daB man diese u* mit den zuge- 
hérigen v* zusammen als Koordinaten einfiihren kann. Es stellt sich die 
Frage, ob die Bedingung auch hinreichend ist. Fiir reell-analytische aj, ist 
dies also, wie unsere anderen Betrachtungen zeigten, der Fall. 


III. Kapitel 


Beziehungen zwischen affinen Zusammenhiangen und fast-komplexen 
Strukturen. 


Auf Mannigfaltigkeiten mit fast-komplexer oder komplexer Struktur gibt 
es gewisse affine Zusammenhinge, die durch die betreffende Struktur geo- 
metrisch ausgezeichnet sind. Von solchen Zusammenhingen handelt dieses 
Kapitel. 


§ 12. Symmetrische und unsymmetrische Zusammenhinge. 


Wir wenden uns zuniichst dem allgemeinen Fall der fast-komplexen Struk- 
turen mit nicht notwendig verschwindender Torsion zu und beweisen den 
folgenden 

Satz 1. Zu jeder fast-komplexen Struktur aj, auf M" gibt es (im grofen) 
einen affinen Zusammenhang A};, in welchem aj, parallel ist, d.h. beziiglich 
dessen die kovariante Ableitung D;,a}, = 0 ist. 

Dieser affine Zusammenhang wird im allgemeinen nicht symmetrisch sein. 
Er wird durch die Forderung D,a} = 0 auch nicht eindeutig festgelegt. Wir 
beweisen den Satz, indem wir einen affinen Zusammenhang mit der gefor- 
derten Eigenschaft explizit konstruieren. Dabei verwenden wir als Hilfs- 
mittel einen ganz beliebigen symmetrischen affinen Zusammenhang J; auf M"; 


5) Am einfachsten 1iBt sich diese Differentialgleichung schreiben als dJdu = 0 (d= 
auBere Differentiation). dJd ist also eine Verallgemeinerung des Laplace-Operators. 





-_S as eo fA oe afk 


— 
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als solchen kénnen wir z. B. einen Riemannschen wihlen. Die diesbeziigliche 
kovariante Ableitung bezeichnen wir mit dD, . Es sei nun 

(12.1) D,aj= Ai, + Si, 

die Zerlegung des Tensors D,ai in seinen antisymmetrischen und symmetri- 
schen Teil, so daB also (in Ubereinstimmung mit der Bezeichnung in (8.3)) 
(12.2) A= 41D ao a), 
Ss, = 4(D; a+ D, a‘). 


Mit diesen Bezeichnungen bilden wir nun die GréBen 
(12.3) Ai, = Ti, —+ (Ah, ai + Si, a). 


Wir addieren also zu den Koeffizienten J’, eines affinen Zusammenhanges 
einen Tensor (1-fach kontra-, 2-fach kovariant). Die so erhaltenen GréBen A}; 
tranformieren sich dann wie die J/;, kénnen also als Koeffizienten eines affinen 
Zusammenhanges auf M" genommen werden (entsprechend der bekannten 
Tatsache, daB die Differenz zweier affiner Zusammenhiinge ein Tensor ist). 

rye so erhaltene affine Zusammenhang hat nun die gewiinschte Eigenschaft 
D,ak = 0, wobei also D, die mit den A!, gebildete kovariante Ableitung be- 
seichnet. Beweis: 


. ea; 
D,a, = a + Aj, a — Al, a, 
val . . . . . . . 
-o9a tI a} — I}, a, — % (Aje a), + S}, aj) at + 5 (Af, a] + Sf, a}) a, 
Dy a} ¥ (—A), + Sj, a) a? — A}, aj aj, + Si,) 
= Auth Hit B+ Drak + D, a))aja a’ —1(D, at —D,a }) a) ai} 
$(A Ait ytd (D,a}) aj a’ at 1(D, a}) a} a? — 1(D,ai)arai ++ (D,ai aba’, 
4D, a’ ++ (D, ai) aj ab — 1D, aj ~1(D, aj) aj a} -1D, a 
= 0, wie behauptet. 
Wir haben dabei mehrfach benutzt, daB (D,a}) a} = —(D, a}') a}, ist. Dies 
folgt, weil einerseits D, (aia?) = D,(- }) = 0 ist, und anderseits (Produkt- 
regel) D (aja?) = (D, ai) ah + (D,a" ) aij, ist. 
Die durch (12.3) definierten Zusammenhinge sind im allgemeinen nicht 


symmetrisch. Berechnen wir nimlich 7!,= A!,— Aj, d.h. also die Torsion 
des Zusammenhanges A',, so erhalten wir 


, on l 1 La—Ai.ad+S,a—S.ai 
Tin = Vie — Pei —2 (Are — Aji + SiG — SH). 


Wegen der Symmetrie von J’ und S heben sich die betreffenden Terme weg, 
und es bleibt 


1 l al I j 
Tip = & (Aji — Aje ai). 
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Vergleich mit (8.4) und (8.5) ergibt 
(12.4) Tis Ge- 
Dieses Ergebnis besagt folgendes: 

a) Durch die Konstruktion (12.3) erhalten wir eine ganze Klasse von 
affinen Zusammenhingen (im allgemeinen unendlich viele), in denen a‘, parallel 
ist. Alle haben den gleichen schiefsymmetrischen Teil: ihre Torsion (,,Torsion‘’ 
im iblichen Sinne) ist nimlich identisch mit dem allein durch a), bestimmten 
Tensor ¢!,. Dies ist zugleich eine Rechtfertigung fiir die Bezeichnung des 
Tensors ¢!, als Torsion der fast-komplexen Struktur. 

b) Ist die fast-komplexe Struktur torsionsfrei, so sind die Zusammen- 
hange (12.3) symmetrisch. 

Es gilt auch umgekehrt: 

c) Gibt es einen symmetrischen affinen Zusammenhang, in dem der 
Tensor aj parallel ist, so ist diese fast-komplexe Struktur a’, torsionsfrei: t!, = 0. 

Diese Bemerkung c) folgt, da im Ubergang (12.3) von J” zu A einfach 
A=T wird, wenn der Hilfszusammenhang I selbst schon die gewiinschte 
Eigenschaft hat. Doch ist c) auch ein unmittelbares Korollar zur SchluB- 
bemerkung von § 8. 

Auf Grund von b) und c) kénnen wir nun die Integrabilitaétsbedingung 
ti, = 0 in dquivalenter Weise neu formulieren: 

Satz 2. Dann und nur dann ist die fast-komplexe Struktur ai, torsionsfrei, 
wenn es einen symmetrischen affinen Zusammenhang gibt, in dem aj, parallel 
ist®). 

Betrachten wir insbesondere komplexe Strukturen, so ist gemaiB § 9 die 
zugehorige fast-komplexe Struktur stets torsionsfrei, und wir haben damit: 

Satz 3. Ist M" eine Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur, so ist die 
Klasse, gebildet aus denjenigen symmetrischen affinen Zusammenhiingen, in 
denen der Tensor ai, der zugehérigen fast-komplexen Struktur parallel ist, nicht 
leer. 

Es drangt sich nun die Frage auf, ob es in der genannten Klasse einen 
Riemannschen Zusammenhang gibt. Wir werden sehen, daB dies im allge- 
meinen nicht der Fall ist, und werden dabei eine Beziehung unserer Betrach- 
tungen zu den sog. Kahlerschen Metriken finden. 


§ 13. Riemannsche Zusammenhiinge; Kdhlersche Metriken. 

Sei g;, eine Riemannsche Metrik auf M", beziiglich der die fast-komplexe 
Struktur ai, orthogonal sei, d. h. die Abbildung J soll die Lange (a, a) = g,;a‘a’ 
eines jeden Vektors a invariant lassen; es soll also, fiir b = Ja. (a, a) = (b, b) 
sein. Setzt man b* = af a‘ ein, so ergibt sich 

(9is — Graf a}) ata’ = 0 
fiir alle Vektoren a; somit, da die Klammer in i, 7 symmetrisch ist, 
(13.1) 9:5 — Iuitt a} = 0, 
*) Ahnliche Resultate finden sich bei W. V. D. Hopar [9]. 
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oder, wenn man mit a’, multipliziert 
(13.2) Jint + 9,0 = 0. 


(13.1) bzw. (13.2) ist notwendig und hinreichend dafiir, daB J orthogonal 
ist. Geometrisch bedeutet (13.2), daB J jeden Vektor in einen dazu senkrechten 
abbildet. Aber wegen J?= — Identitat ist diese Art von ,,Orthogonalitat 
aiquivalent mit der Orthogonalitaét im Sinne der Invarianz der Lange. 

Wir wollen nun priifen, was dies im integrablen Fall bedeutet. Es sei 
dann (z") ein komplexes Koordinatensystem; die Abbildung 6 = Ja wird 
darin beschrieben durch B“ = iA“. Transformiert man gerade die zur Metrik 
gehorige Bilinearform 

(a,c) = Jin aic* ’ 
indem man die a‘ und die c* gemaB (3.2) ausdriickt, so erhalt man 


(a,c) = h,,A"C" + hy; A" CO" + hz, A"C" + hzzA*C’, 


wobei hy, = yy, lye = hen, las = hoz (Symmetrie) 


und h>>= a h,== hz, (wegen der Realitat von (a,c)). 
Soll nun die Liinge bei der Abbildung J invariant sein, d. h. (a,a) = (Ja, Ja) 


sein, so folgt sofort. daB h,,= hz; = 0 sein muB. Es bleibt 
(a,c) = h,;A"C" + hz, A"C’, 

und fiir das Quadrat der Liinge kann man dies schreiben als 

(13.3) (a,a) = 2h,,;A" A’; 

die Metrik ist also Hermitesch. 

Umgekehrt ist natiirlich in einer Hermiteschen Metrik die Abbildung J 
(Multiplikation mit 7) stets orthogonal. 

Bei Einfiihrung komplexer Koordinaten (im Fall der Integrabilitaét) wird 
also eine Riemannsche Metrik dann und nur dann Hermitesch, wenn in ihr 
die Abbildung J orthogonal ist, d. h. wenn (13.2) gilt. 

Wir nennen daher allgemein auf einer M” mit fast-komplexer Struktur eine 
Metrik, die der Relation (13.2) geniigt (d. h. in der J orthogonal ist), Hermitesch 
beziiglich der fast-komplexen Struktur J (kurz: fast-Hermitesch ). 

So wie ,,Hermitesch* nur sinnvoll ist in bezug auf eine komplexe Struktur, 
ist ,,fast-Hermitesch* nur sinnvoll in bezug auf eine fast-komplexe Struktur. 
Setzen wir 

Q;j;= GirG , 
so bilden die a,;; bei Hermiteschen Metriken also einen schiefen Tensor, und 
man kann daher folgende Differentialform bilden: 


(13.4) oO= a,,d xt A dxi, 
Wir kénnen dies auch schreiben als 


o= Jik ak dx A dx = Jik dx’ A a} dx 
= 9, dx‘ \ dx*, wobei (d2*) = J (d2"*). 
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Im Falle der Integrabilitat schreiben wir auch dies noch in einem komplexen 
Koordinatensystem : 
w= h,> dz A 62” + i. dz" \ dz” wobei (62”) = J (dz") = (idz’). 
= h,z dz" \idz’ + hy, dz" \idz’ 
— ih,zd2" \ dz’ +ihz,dz" \ dz 
— ih,sdz" \ dz” —ih;, dz” \ dz 
= — 2ih, dz" A dz’. 


@ ist also die 4uBere Differentialform, die man iiblicherweise bei Hermiteschen 
Metriken (13.3) betrachtet, und deren Exaktheit (d.h. d @ = 0) aquivalent 
ist mit der Kahlerschen Bedingung. Also: Bei Einfiihrung komplexer Ko- 
ordinaten (im Falle der Integrabilitaét) wird eine Riemannsche Metrik dann 
und nur dann zu einer Kihlermetrik, wenn sie in unserem Sinne Hermitesch 
ist und auBerdem die zugehérige Differentialform w (13.4) exakt ist, d.h. 


(13.5) dw=0 


ist. Wir nennen daher allgemein auf einer M" mit fast-komplexer Struktur J 
eine Metrik, die den Relationen (13.2) und (13.5) geniigt, Kdhlersch beziiglich 
der fast-komplexen Struktur J (kurz: fast-Kdhlersch ). 

Lemma. Zu jeder fast-komplexen Struktur J gibt es eine Metrik, in der J 
orthogonal ist, d. h. gibt es eine beziiglich J Hermitesche Metrik. 

Wir beweisen dieses Lemma, indem wir eine solche Metrik explizit kon- 
struieren, ausgehend von einer ganz beliebigen Riemannschen Metrik y,,. 
Wir bilden dann den neuen Tensor 


(13.6) 9i5 = 3 (yi5 + af a} yp). 
Natiirlich ist mit y,;, auch g;; symmetrisch. Ferner ist 


gis a8 a? =} (y;; a a + aba} y,, a8 a’) 
=$ (ye, a* a! + yy, b*b'), wobei (b*) = J(a*). 


Mit den beiden Termen in der Klammer wird auch g,;a‘a‘ eine positive defi- 
nite quadratische Form, und g,; kann somit als metrischer Fundamental- 
tensor einer neuen Riemannschen Metrik genommen werden. Dies ist die 
gewiinschte Metrik, denn g;; erfiillt die Orthogonalititsbedingung (13.2): 


Giz + Gin A =F (Vix + Gal Ypq) at +3( sx + @ af yy) at 
=F (Yin @ — YosG% + Yin OF — yi aj) = 0, 

womit das Lemma bewiesen ist. Es sei noch bemerkt, daB der Ubergang (13.6) 
im Falle der Integrabilitaét bei Benutzung eines komplexen Koordinaten- 
systems bedeutet: man nimmt von einer beliebigen Metrik einfach den Her- 
miteschen Teil. 

Satz. Dann und nur dann existiert auf der Mannigfaltigkeit M" mit der 
fast-komplexen Struktur J eine Riemannsche Metrik, in der die Abbildung J 
parallel ist, wenn J torsionsfrei ist und eine Kéahlermetrik zulapt*). 
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Der Beweis zerfallt in zwei Teile: 

A) M" besitze beziiglich der torsionsfreien fast-komplexen Struktur J 
eine Kahlermetrik g,;,; wir behaupten: J ist beziiglich der Metrik g,, selbst 
parallel. 

Beweis: Nach Voraussetzung ist 

a) a;; = g;,a) schiefsymmetrisch, 

b) w = a,,dx* \ dz exakt, 

c) §,= 0. 

b) bedeutet, wenn an Stelle der partiellen Ableitungen die kovarianten 
beziiglich der Metrik g,;, verwendet werden: 


(13.7) D,a;5+ Dya;,+ Day, = 0. 
c) hat zur Folge [gemaB (8.3), (8.4) und (8.5)], daB 
(D,ai, = D,a}) a? = (D,a} — D,a},) a? 

ist. Durch Multiplikation mit g;, ziehen wir den Index j nach unten (wegen 
D,G;_= © ist dies mit der kovarianten Ableitung vertauschbar) und erhalten 

(Dy qx — DyQqy) @f = (Dy a,,— Dy aq 5) a, 
also wegen a) 

(D,a4,+ D,,4yq) ap = (Dya_i+ D,ay¢) a, 
und unter Beriicksichtigung von (13.7): 
(13.8) (D, 4%) a? = (Dy ayy) at. 
Anderseits ist 

(Do Qn) f = Dy (Gus%) a = 9x j(D_a},) a? 

= =e (D,a?) a, a 9ps(D,a?) aj 

(D,4;1) a» 
(13.9) (Dia >) a? ant (D415) ay. 
Vergleichen wir (13.8) und (13.9), so folgt (D,a,,) a? = 0, und daraus ergibt 
sich sofort die Behauptung D,a’,= 0. 

B) Es existiere eine Metrik y;,, in der J parallel ist. 

Behauptung: Es existiert eine Kahlermetrik beziiglich J und J ist tor- 
sionsfrei. 

Beweis: Die Torsionsfreiheit ergibt sich nach Satz 2, § 12. Im allgemeinen 
wird nun aber nicht die Metrik y,, selbst Kahlersch sein, da sie ja nicht einmal 
Hermitesch sein wird. Wir machen daher zuerst den Ubergang (13.6) zur 
Hermiteschen Metrik g; ;: 

9i5 = 4 (yi; + af a} Yxi)- 
Mit D, bezeichnen wir die kovariante Ableitung beziiglich y,,, mit D, beziiglich 
gi;- Nach Voraussetzung ist D,a} = 0; ferner gilt D,y,;= 0, somit 


~ 


(13.10) D39i5= 0. 


Anderseits ist D,g;;= 0, und zwar ist diese Beziehung charakteristisch fir 
die kovariante Ableitung beziiglich g,;; (da man D,g,;= 0 nach den Christoffel- 
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symbolen auflésen kann). Aus (13.10) folgt daher, daB zur Metrik y;,,; die 
gleichen Christoffelsymbole gehéren wie zu g;;, somuit D,= D, ist. Also ist 
a, nicht nur beziiglich y;,, sondern auch beziiglich g;; parallel: D,ai = 0. Die 
Metrik g;; ist aber Hermitesch, und wegen D,a,;,= D,(g;;a)) = 0 ist die zu- 
gehérige Form w = a;,d 2x‘ \ dx* exakt, d.h. g,; ist eine Kahlermetrik. 

Damit ist der Satz nun in beiden Richtungen bewiesen. Es sei noch folgende 
Bemerkung daran angeschlossen: Da es komplexe Mannigfaltigkeiten gibt. 
die aus einfachen topologischen Griinden keine Kahlermetrik besitzen’), hat 
man auf diesen eine Klasse von symmetrischen affinen Zusammenhingen, die 
alle nicht Riemannsch sind. 


§ 14. Kriimmung und Torsion. 


Wenn a; paralle! ist beziiglich eines affinen Zusammenhanges, so geniigt 
der zu letzterem gehérige Kriimmungstensor einer Beziehung [(14.5)], die 
man eine ,,Symmetrie beziiglich ay nennen kann. Zwei ahnliche Beziehungen 
gelten allgemein fiir die Torsion einer fast-komplexen Struktur und damit 
wegen (12.4) auch fiir die Torsion der durch (12.3) gegebenen affinen Zu- 
sammenhiange. Es ist [siehe (8.1) und (8.2) ]: 


h ok 45 1 (gi k gh h ok 
al ak t), = 4 (ai, a ak a? — ai, ah a? af) 
h ey ae 
= ¥(— a}, a? + ai, af) = (aj, af ~ ah, af) = f,. 


Also gilt 

(14.1) a} af t, = d,, 
bzw., wenn man dies mit a‘, multipliziert: 
(14.2) at,+a,t,=0. 
Ferner ist 


1 : 
lqgtt!, = —ala’ (ai ,.a® — ad. a? 
Gj Gj th, = 7 A (Ap, A — Oy 2%) 


l da} da! aa) da? 
aj a} ak a—— —~ ddd —; - a a! a’, ea a} a} a’, 4 
4\% k OxP pet aah I haar | h axk 


1 _ aa} _ da} aa}, , ea} 
= F\— HUE Fen + HE Ge + HO Gort 
; 
a a Bn 
= G\8 aa ~ 8 yen — hae + oe 
! ial 
= 3 (iG - a, a) = ty. 
Also gilt 
(14.3) adabt,.=t,, 
oder, wenn man beide Seiten mit ee multipliziert : 
(14.4) j,+ait,=0. 


1) Zum Beispiel die von H. Horr entdeckten komplexen Mannigfaltigkeiten der 


topologischen Struktur S! x S?*+1; man vgl, auch [1], 8. 424, sowie [8] 








WwW 


ist 


fii 
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Wie gesagt, gelten die entsprechenden Formeln fiir die Torsion 7’, der durch 
(12.3) gegebenen affinen Zusammenhinge. 

Wir betrachten nun irgendeinen affinen Zusammenhang, in dem ai, parallel 
ist. Dann gelten fiir den zugehérigen Kriimmungstensor Rj ;; die folgenden 
Beziehungen. Es ist 

D, D, vy — D, Dy % = Rig % 
fiir ein beliebiges kovariantes Vektorfeld v,. Auf das Feld w, = ak v, angewanct : 
(D; D; — D; D,) (a’ v%) = Rij at y= RS ij a’, M1; 
andererseits, wegen D,a‘ = 0, ist dies 
2 ak (D, D; — D; Dj) % = ay Ri, sj Y1- 
Also 
a, Rp,ij Mr = a Rh, ij %- 
Da v, beliebig ist, folgt 
(14.5) al, RE i; = ak Rh. 
Insbesondere ist der Fall wichtig, da der affine Zusammenhang von einer 
beziiglich der torsionsfreien fast-komplexen Struktur J Kihlerschen Metrik g; ; 
stammt. Dann folgt aus (14.5) durch Multiplikation mit g,,,: 
a, Jim RS ij _ ak Jim Rij ° 
Links benutzen wir nun (13.2), rechts setzen wir wie iiblich g,,, Ri. ;; = Ry x,i; 
und erhalten 
— ay Tix Rij = a’, Rink, is» 
also 
— Oy Riy,1; = % Rie, 15; 
oder, weil R,, ;,; schiefsymmetrisch ist in / und p: 
(14.6) @, Ro 4;- aR 


p **ml,is- 
Diese Eigenschaft des Kriimmungstensors wird in der Theorie der harmonischen 


Differentialformen auf Kihlermannigfaltigkeiten wesentlich beniitzt. 


IV. Kapitel. 
Infinitesimale Transformationen. 
§ 15. Vektorfelder und fast-komplexe Strukturen. 

Betrachtet man auf einer Mannigfaltigkeit M" mit der fast-komplexen 
Struktur J Vektorfelder (auch infinitesimale Transformationen genannt), so 
ist klar, was man darunter zu verstehen hat, daB auf ein solches Vektorfeld J 
ausgeiibt werde. Anderseits erinnern wir an die vielfach als Poisson-Klammer 
bezeichnete Verkniipfung, die je zwei Feldern em drittes zuordnet. Es ist 
nun, besonders im Hinblick auf die Anwendung auf Liesche Gruppen, niitz- 
lich, Zusammenhdnge zwischen der Abbildung J und diesem Klammerprodukt 
zu untersuchen. 

Das Klammerprodukt ist so definiert: Den gegebenen Vektorfeldern 
a = (a‘), b = (b’) wird ein drittes, als ¢ = [a,b] bezeichnetes, zugeordnet, 
gemaB der Definition: 

ab’ » aa? 


(15.1) c = [a, bf = a* agt ” Oak: 
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Dieses Produkt hat die bekannten Eigenschaften: 

a) es ist bilinear, 

b) es ist antikommutativ: [a,b] = — [}, a], 

c) es geniigt der Jacobi-Identitat: la, [b, c]| (2, [e, a)| - le, [a, b]| = 0. 

a) und b) sind aus der Definition (15.1) ersichtlich, von c) werden wir 
fiir unsere Untersuchungen keinen Gebrauch machen. 

Neben dieser Klammer [a, b] betrachten wir noch eine ahnlich definierte 
{a,b}, gebildet unter Verwendung eines affinen Zusammenhanges und von 
diesem abhingig. Wir ersetzen einfach in (15.1) die partiellen Ableitungen 
durch kovariante und verstehen unter {a,b} = d das Vektorfeld 


(15.2) d = {a, bY = a* D,  — 0 Da. 
Es ist also 
j , j . 
{a, bY = at 27 + at Th, — (bt 2% + OF Ti, a) 
= (a, bY — (Th, — Tj,) a 0, 
(15.3) {a, bY = [a, bY — Ti, a® be. 


Um nun die Zusammenhiinge der Abbildung J mit den Klammerprodukten 
zu untersucnen, wird man Gebrauch machen von den Ergebnissen des § 12 
und als affinen Zusammenhang speziell einen der in (12.3) gebildeten ver- 
wenden, in dem also aj parallel ist. Dann haben wir auf Grund von (12.4) 


{a, b} = [a, bf — #3, a* b*, 
wo t}, die Torsion der fast-komplexen Struktur J ist. Schreiben wir dies 
noch vektoriell, indem wir unter 7' (a, b) den Vektor mit den Komponenten 


(15.4) (T (a, b))’ = tf, a® b* 
verstehen, so ist 

(15.5) {a,b} = [a,b] — T (a,b). 
Es ist nun: 


{Ja, Jb} = ak a‘ D, (al, b”) — ak b* D, (al, a”) 
= af al, (a‘ D, b” — b* D, a”), 
(J {Ja, Jb})’ = aj af al, (a‘ D, b” — b‘ D, a”), somit 
(15.6) (J {Ja, Jb})) = — ak (at D, b' — bt D, a’). 
Ferner: 
{Ja, b}) = ak a‘ D, b’ — b* D, (a) a‘) = af a‘ D, b’ — a} b* D, a’, 
{a, Jb\) = a* D, (aj b*) — ak b* D, a) = a} a* D, bé — af bt D¥ a’, 
{Ja, b} + {a, Jb}’ = a} (a* D, bt — b* D, at) + ak (a‘ D, b’ — b¢ D, a’) 
= a} {a,b} — (J {Ja, Jb})) — (wegen (15.2) und (15.6)) 
= (J {a,b} — (J {J a, Joy. 
Vektoriell geschrieben also: 
{Ja, b} + {a, Jb} = J {a, b} — J {Ja, Jb}. 
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Ausiibung von J auf beide Seiten ergibt 
(15.7) J {Ja, b} + J {a, Jb} + {a, b} — {Ja, Jb} = 0. 


Bis hierher haben wir nur benutzt, daB wir einen affinen Zusammenhang 
verwenden, in dem J parallel ist. 

Wir gehen nun in (15.7) zu den Poisson-Klammern vermége (15.5), und 
erhalten von jedem der vier Terme einen Torsionszusatz, also 


(15.8) J [Ja,b] + J [a, Jb) + [a,b] — (Ja, Jb] = J (7 (Ja, b)) + J (7 (a,Jb)) 
+ 1 (a,b) — T (Ja, Jb). 
Nun ist aber: 
a) J (7 (Ja, b)) = T (a, b), 
b) J(T (a, Jb)) = T (a,b), 
ec) —T (Ja, Jb) = T (a, b). 
Zua): (J(T (Ja, b)))! = aj t}, ab at b* 
wegen (14.3) = tl, at b* = (T (a, b))'. 
Zub): (J (T(a, Jb)! =a} th, a at b 
wegen (14.3) t),;, a® bt = (T (a, 6))'. 
Zuc): —(T(Ja,Jb))' = — t,, ab at ak 
wegen (14.1) — ta‘ b’ = ti; at b’ = (T (a, b))'. 
Auf Grund von a), b), c) wird (15.8) zu 
(15.9) 2 (a,b)=J [Ja,b] + J [a,Jb] + [a,b] — [Ja,Jb] = 47 (a,b), 


wobei 7' (a,b) durch (15.4) erklart ist. 

Zu diesem Ergebnis sei folgendes bemerkt: In jedem der vier Glieder, 
aus denen sich {2 (a,b) zusammensetzt, kommen die partiellen Ableitungen 
der Vektorkomponenten vor. Bei der Zusammensetzung zu {2 (a,b) heben sie 
sich gegenseitig weg, es bleiben nur partielle Ableitungen der a‘, welche gerade 
zum Torsionstensor ¢!, zusammengefaBt werden kénnen. 

Eine unmittelbare Folge von (15.9) ist nun der folgende Satz, der eine 
neue Formulierung der Integrabilitétsbedingung darstellt. 

Satz. Dann und nur dann ist die fast-komplexe Struktur J torsionsfrei, 
wenn {2 (a,b) = 0 ist fiir beliebige Vektorfelder a und b. 

DaB aus der Torsionsfreiheit (t},=0) folgt, daB 2 (a,b) = 0 ist, ist nach 
(15.9) klar. Ist umgekehrt 2 (a,b) = 0 fiir beliebige Vektorfelder a und }, 
so muB also t;,a‘b* = 0 sein fiir beliebige a‘ und b*, also t;,= 0. Dabei geniigt 
es offenbar, wenn man nur weiB, daB 22 (a,b) = 0 ist fiir je zwei von n linear 
unabhangigen Vektorfeldern. 


ll 


§ 16. Interpretation der Integrabilitiitsbedingung im Komple.xen. 

Wir haben bisher alle Betrachtungen iiber fast-komplexe und komplexe 
Strukturen im Reellen durchgefiihrt, mit Ausnahme des Beweises in § 11. 
Wir geben nun hier noch eine einfache Interpretation der Integrabilitats- 
bedingung, indem wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der Abbildung J 
betrachten. Dabei miissen wir natiirlich ins Komplexe gehen. 
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Wir bezeichnen mit & (M*") den Faserraum aller (kontravarianten) Tan- 
gentialvektoren von M", mit 7'p den Tangentialraum des Punktes P ¢ M”. 
beide gebildet beziiglich dem K6rper der reellen Zahlen. & (M") ist also ein 
Faserraum iiber der Basis M", wobei die Fasern homéomorph sind dem 
n-dimensionalen euklidischen Raum. Die komplexen Erweiterungen von 
= (M"), bzw. Tp, bezeichnen wir mit ¢ (M*), bzw. Tp. Tp ist also ein (reell) 
4m-dimensionaler Raum. In T, fiihren wir nun eine spezielle Basis ein. 
Wir gehen aus von einer Basis von 7'p folgender Art: 


ay, _ beliebig; 

aq = Jaq); 

a2)  beliebig, aber linear unabhangig zu aq) und a7); 
ag, = Ja; 


a . J yp): 


m) 
Man sieht leicht: wenn man jeweils a, so wahlt, daB die ersten 24 — 1 dieser 
Vektoren linear unabhangig sind, dann sind es auch die ersten 2 ~; man gelangt 
also auf diese Weise zu einer Basis. Wir verwenden sie zugleich als Basis 
von Tp und machen nun in 7'p noch die Koordinatentransformation 
, 2 ° ” pom i 2 
Biuy= Uuy— Fag; Kiny= Huy t+ tag. 
Dann gilt 
’ ae 4 ee sper 
J bin) = tbi,.)3 J bi) = — bi, - 


Tp zerfallt nun in die durch die bj, (bzw. pj/,) aufgespannten Teilraume, die 
wir mit 7'p (bzw. 7p) bezeichnen. Es sind die zu den Eigenwerten + i (bzw. — i) 
gehérigen Eigenrdiume der Abbildung J ; sie sind also durch J eindeutig bestimmt. 
Sie spannen zusammen T p auf und sind konjugiert komplex beziiglich unserer 
Basis 4%,), 4) von 7p. Aber auch in bezug auf irgendeine andere reelle 
Basis von 7'p sind sie konjugiert komplex, so daB wir kurz sagen kénnen, 
7p und 7'p seien konjugiert komplex beziiglich des reellen Unterraumes 7'p. 
Alle diese Teilriume 7") (bzw. 7"p) bilden Teilréume ©’ (bzw. &’’) des totalen 
Tangentialraumes ¢ (M"). 

Es sei noch bemerkt, daB umgekehrt durch diese Zerlegung von = (M") 


in &’ und &” die Abbildung J wohlbestimmt ist. In der Tat, ist a € Tp, so 
kénnen wir a zerlegen: a = a’+ a” (wobei a’¢€ Tp, a” € Tp), und es gilt: 
Ja=ia'—ia”. Aus der Tatsache, daB 7", und 7’; konjugiert komplex sind 
beziiglich 7'p, folgt riickwarts sofort, daB J den Teilraum 7'p von T p invariant 
1aBt, d. h. reelle Vektoren in reelle Vektoren abbildet. Es gilt nun der 

Satz. Dann und nur dann ist die fast-komplexe Struktur J torsionsfrei. 
wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Sind a und b irgend zwei Vektorfelder aus &’, 
so ist auch das Feld c = [a,b] in &’. 
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Dasselbe folgt fiir Felder aus £”; hingegen kann nichts ausgesagt werden 
iiber das Klammerprodukt eines Feldes aus 5’ mit einem Feld aus &”’. 

Der Beweis des Satzes zerfillt in zwei Teile: 

A) J sei torsionsfrei. Dann gilt also 2 (a,b) = 0 fiir beliebige Felder a und b. 
Insbesondere ergibt das fiir a in T’, b in f’: 


92 (a,b) = J [Ja,b] + J [a,Jb] + [a,b] — (Ja, Jb] = 0, 
J {ia,b| + J [a,ib] + [a,b] — [ia,ib] = 0. 
Also 
2iJ [a,b] + 2 [a,b] = 0, 
J [a,b] = i [a,b]. 
Dies bedeutet aber, daB das Feld [a,b] auch in &’ liegt. Genau gleich folgt: 
Wenn a in ©” und 6 in ©” liegen, dann auch [a,b]. 

B) Es gelte fiir beliebige Felder: Wenn a und 6 in &’ liegen, dann auch 
[a,b], d.h.: Wenn Ja = ia und Jb = ib, dann auch J [a,b] = i [a,b]. Gehen 
wir zur konjugiert komplexen Beziehung iiber, so folgt, daB auch gelten 
muB: Wenn a und 6 in &" liegen, dann auch [a,b], d.h.: Wenn Ja = — ia 
und Jb=—ib, dann auch J [a,b] = —i [a,b]. Wir zeigen, daB daraus 
{2 (a,b) = 0 folgt fiir a und b beliebig. In der Tat, zerlegen wir: 

a=a'+a", a® in Gl; 
b= b'+ db”, KO in TM, 
Da 2 bilinear ist, gilt: 
22 (a,b) = Q (a’,b’) + Q (a’,b") + Q (a",b') + Q (a",b"). 
Wir zeigen, daB jeder der vier Summanden verschwindet : 
a) Q(a’,b’) =J [Ja’,b’] + J [a’, Jb’) + [a’,b'] — [Ja’, Jb’) 
= J [ia’,b’] + J [a’,ib’] + [a’,b’] - fia’.ib’) 
2iJ [a’,b’] + 2 [a’,b’] 
= — 2 [a’,b’] + 2 [a’,b’] = 0. 
b) 2 (a’,b”) = 0 folgt genau gleich. 
e) Q(a’,b") =J [Ja’,b"] 4+ J [a’, Jb") + [a’,b"] — [Ja’,Jb"| 
= J [ia’,b”] + J [a’,— ib”] + [a’,b”] — [ia’,— ib” | 
= iJ [a’,b"] — iJ [a’,b”] + [a’,b"]— [a’,b”] 
= (). 


HT 


d) 2(a",b’) = 0 folgt genau gleich. 


Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. 

Zum SchluB sei noch folgendes bemerkt: 

Man kann durch diese Betrachtungsweise auch direkt die Integrabilitats- 
bedingung erhalten. In der Tat, das Pfaffsche System, das wir in (11.2) be- 
trachteten, stellt gerade £” dar, und die Frobeniussche Bedingung der Inte- 
grabilitat eines Pfaffschen Systems ist ganz allgemein aquivalent mit der 
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Bedingung, daB man durch Poisson-Klammerbildung nicht aus den durch das 
Pfaffsche System bestimmten Unterriumen der Tangentialriume heraus- 
kommt. 


V. Kapitel. 
Homogene Strukturen. 
§ 17. Homogene Réume. 


Wir betrachten eine Mannigfaltigkeit M*, in der eine Liesche Gruppe G 
als transitive topologische Transformationsgruppe operiert (homogener Raum). 


Wir bezeichnen die Elemente von © mit o,T, . . ., die zugehérigen Automor- 
phismen von M* mit W,,W,,..., so daB also 
(17.1) W,.=W,W, und W,.= (W,)". 


Sei A ein fest gewahlter Punkt ¢« M". Die Elemente von G, welche A fest- 
lassen, bilden eine Untergruppe § von G, die Isotropiegruppe. Wir identifi- 
zieren nun M” in bekannter Weise mit dem Faktorraum G/, bestehend aus 
den Linksnebenklassen von § in G: ¢ §, t H,... . Dies besteht darin, daB 
man jedem Punkt P ¢ M" diejenige wohlbestimmte Nebenklasse t  zu- 
ordnet, fiir welche W,(A) = P ist. Da diese Zuordnung der Nebenklassen 
von § und der Punkte von M"* eineindeutig ist, werden wir also im 
folgenden stets M" mit G/H in dieser Weise identifizieren. Dadurch erhalten 
wir in M" zugleich eine reell-analytische Struktur, beziiglich der alle 
Transformationen W, reell-analytisch mit nirgends verschwindender Funktional- 
determinante sind. Die Transformation W,, vermége der Identifizierung als 
Transformation von G/ aufgefaBt, ist die ,,Linkstranslation“ 


(17.2) W,(¢ 9) =t0cO. 

Denn fiir W,(P) = Q (P, Q@€ M"), wo W,(A) = P, ist (17.1) W,,(A) = Q. 
Bezeichnen wir mit p die Abbildung von © auf G/H (bzw. von G auf M*), 

welche jedem Element seine Nebenklasse zuordnet (die ,,Projektion’* von © 


auf ©/$), 


(17.3) p(o)=0 9, 
ferner mit /, die Linkstranslation mit t in G: 
(17.4) l(c) =To, 

so laBt sich (17.2) so schreiben: 

(17.5) W, pc) = pl,(c). 


Durch (17.5) werden die Transformationen W, zuriickgefiihrt auf die Links- 
translationen /, in ©. 

Fiir unsere spiteren Untersuchungen werden wir vor allem die Trans- 
formatione:: W, mit t € § (die Isotropiegruppe) zu betrachten haben, und es 
ist niitzlich, diese nicht auf die Linkstranslationen von © zuriickzufiihren, 
sondern auf die inneren Automorphismen von © mit dem betreffenden Element 
aus $), die mit «, bezeichnet seien: 


a(o)=zox", ED. 





ann ee tse 


a nn = ee 
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Wir kénnen ¢., Zusammensetzen aus der Rechtstranslation von © mit y~', 

die mit r,-. bezeichnet sei, und der Linkstranslation 1, von G mit 7, so daB also 
a,=bri=r,-ol,. 


Nun fiihrt aber eine Rechtstranslation mit einem Element von § jede Links- 
nebenklasse in sich selbst iiber: r,..0 =a 9 x '= 0 9, d.h. 


Ppr,- 1(a) = p(c) > 


und somit 

W, p(o) 7 pl,(o) = pr, il, (a) ah a, (a); 
oder kurz 
(17.6) W,p=pa, XE. 


Dies besagt also, daB die Wirkungen W,, fiir % © 9, auch als die durch die Auto- 
morphismen x, von © induzierten Transformationen betrachtet werden kinnen: 
a, erhalt die Linksnebenklassen und fiihrt die Klasse o 9 iiber in die Klasse 
W,(o 9). 

Diese Transformationen W, mit x ¢€ 9 lassen den Punkt A fest. Wir 
wollen W, noch etwas anders betrachten, indem wir uns auf eine hinreichend 
kleine Umgebung U(A) des Fixpunktes A beschriinken. Dann existiert 
nimlich®) im Faserraum © iiber der Basis G/ eine iiber U(A) definierte 
lokale Schnittfliche FCG; d.h. es gibt eine Abbildung f von U(A) in G 
derart, daB f(A) = ¢ (Neutralelement von G) ist und 


(17.7) p{(P)=P (p¢ U(A)). 


Das Bild {(U(A))CG wird mit F bezeichnet; es ist zu U(A) homéomorph 
(es ist f = (p|F)-*), also 


(17.8) fp(t)=T (fiir t € F). 
Aus (17.6) folgt dann W, p/f(P) = pa, f(P) fir P ¢ U(A), wegen (17.7) also 
(17.9) W,(P) = pa,f(P) (P < U(A)). 


SchlieBlich fiihren wir noch folgende Bezeichnung ein: Eine differenzierbare 
Abbildung einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, in eine andere M,, bei 
der {(P) = Q sei, induziert einen Homomorphismus des Tangentialraumes 7'p 
von P in denjenigen 7, von Q. Diesen Homomorphismus wollen wir stets 
mit f/f bezeichnen, wobei wir den Index P auch weglassen, wenn aus dem 
Zusammenhang ersichtlich ist, daB es sich um den Tangentialraum des Punktes 
P handelt. Es ist dann ganz allgemein 


(fb = fie) 9b, kurz (fg)* = f*g*; 
und, wenn f-! und (f*)~! existieren 
(fp) = (Yip), kurz (f*)-?= (f-)*. 
So folgt z. B., da (Identitaét)* = Identitat ist, aus (17.7) 
(17.10) p* f*(a) =a, acéT,. 


8) Siehe [10], p. 110 oder [11], p. 33. 
Math. Ann. 129. 6 
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Da (17.8) nur gilt fir t ¢ F, folgt, wenn wir mit V den Tangentialraum an g 
die lokale Schnittfliche F im Punkte ¢ bezeichnen, mit ) den Tangential- 
raum an $ im Punkte ¢, beide als Teilriume von 7’, betrachtet: al 
(17.11) f* p*(X) = X, fir X «V. 
Ist hingegen X € 7’, beliebig, so zerlegen wir . 
X= Xy+ XxX, (XyeV; X, € 5), 
so daB b 
p* (X) = p*(Xy), ( 
und also L 
f* p* (X) = f*p* (Xp) = Xy ‘ 
ist. Allgemein also: i 
(17.12) {* p*(X) = X — X, (X¢€T,; X,€b). d 
§ 18. Homogene fast-komplexe Strukturen. ! 
Definition. Eine fast-komplexe Struktur J in einem Wirkungsraum M* 
einer Gruppe © heiBt homogen (beziiglich G), wenn fiir alle P ¢ M" und alk V 
t € G das Diagramm 1 
(Wr)t 
2, ow, : 
Jp\ Je (Q = W,(P) gesetzt) 
Tp +T9 ; 
(Wr)% I 
kommutativ ist, d. h. wenn gilt 
] 
(18.1) Jo(W,)8 = (WB Ip 
(Durch den Index P bei J deuten wir an, daB wir die Abbildung J in Tp ; 


betrachten.) 

Bevor wir uns der Frage der Existenz homogener fast-komplexer Struk- 
turen zuwenden, bemerken wir folgendes: Durch die Forderung der Homo- 
genitat ist die fast-komplexe Struktur vollstindig bestimmt, wenn wir sie 
in einem Punkt, etwa dem Punkt A € M", kennen. Ist nimlich J, gegeben, 
P ein beliebiger Punkt € M", so muB fiir jede Transformation W,, welche A 
nach P iiberfiihrt, gemaB (18.1) gelten 


JpWi=W J,. | 
Dadurch ist aber Jp wohlbestimmt, denn da W* ein Isomerphismus ist, folgt | 
(18.2) Jp=W2J,(Wt)" = fir W, mit W,(A) = P. 


Zu willkirlich gegebenem J, (natiirlich stets mit J% = — Identitat) gibt es 
daher héchstens eine homogene fast-komplexe Struktur, und wir kénnen 
daher die Existenzfrage nun so stellen: Kann man J, so wahlen, daB daraus 
eine homogene fast-komplexe Struktur entsteht. 

Da fiir jedes y € § nebst W,(A) = P auch 


W,,(A) si W, W,(A) = W,(A) = P 
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gilt, muB gemaB (18.2) bei einer homogenen fast-komplexen Struktur gelten 


WE J 4 (WF)? = Wo, 4(W5,)7 (x € 9), 
also 
WJ, (WS)= WE WE J, (WE) 


und somit, da W* und (W%)-* Isomorphismen sind 


Jg= WEI 4(WE, 
bzw. 


Dies ist also eine notwendige Bedingung dafiir, daB J, auf eine homogene 
fast-komplexe Struktur fiihrt. Wir beweisen nun, daB sie auch hinreichend 
ist. Sei also / eine lineare Abbildung von 7, (mit Quadrat gleich — Identitat) 
derart, daB fiir alle z € § gilt (18.3) ] WE = Wf J. Wir definieren dann Jp 
[entsprechend (18.2)] durch 


Jp= Ws J (WS). 


wobei wir willkiirlich ein o wiahlen, fiir welches W,(A) = P ist. Auf diese 
Wahl kommt es nicht an, denn ist auch W,(A) = P, so ist W,-:,,(A) = A, 
also ota’ = ¥€ 9, o'= ay, woraus sich wegen ] WY = W* / ergibt, dab 
Ws ](Ws)*= WE /(W)- ist. Aus ]?= — Identitat folgt unmittelbar auch 
J}. = — Identitat. Die so aus / definierte Abbildung J erfiillt nun die Forde- 
rung (18.1) der Homogenitat allgemein. 

In der Tat, seien P, Q € M" und W,(P) = Q, und sei Q = W,, (A). 

Dann ist P = W,,(A), mit o,= tT 102, tT = o,0;'. 

Jp ist also definiert durch Jp = W¥ J (W3)-}, und 

Jgq entsprechend durch Jg = W,](W%)-'. 

Also 


ll 


JqW? = WE, J (W3)7 WE, (We, )* 
WHWS..WE J WE. 
Wt Jp, qed. 


Da die Transformationen W,(z € $) den Punkt A festlassen, ist W* in (18.3) 
eine lineare Transformation des Tangentialraumes 7, in sich. Alle diese 
Transformationen (7 € §) bilden daher eine Gruppe, welche Untergruppe der 
(reellen) vollen linearen Gruppe Z* ist, und homomorphes Bild von 9. Wir 
nennen sie die lineare Isotropiegruppe. Damit kénnen wir unser Ergebnis 
so formulieren : 

Satz 1. Damit eine lineare Abbildung ] = J, von T 4 in sich mit ]?= — Iden- 
titdit gemaB (18.2) eine homogene fast-komplexe Struktur definiert, ist notwendig 
und hinreichend, dap ]W* = W} / fiir alle x € $ gilt, d.h. dap J vertauschbar 
ist mit allen Elementen der linearen Isotropiegruppe. 

Wir wollen nun diese Bedingung noch so interpretieren, daB alles in der 
Gruppe © formuliert werden kann, unter Benutzung des Lieschen Ringes g von ©, 
dessen Elemente mit den Elementen des Tangentialraumes 7’, des neutralen 

6* 
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Elementes ¢ von © identifiziert seien. Zu diesem Zwecke wollen wir die Ab- 
bildung J, in bestimmter Weise in den Tangentialraum von « iibertragen. 

Die Tangentialebene an die lokale Schnittfliche F im Punkt ¢ bezeichnen 
wir mit V, den Tangentialraum an § im Punkt ¢ mit 6 (Liescher Ring von 9). 
den Tangentialraum von © im Punkt ¢ mit g (Liescher Ring von &), so daB 
also beziiglich der Vektorraumstruktur gilt 


9=Vib (+ bedeutet direkte Summe). 


Durch f% wird 7, isomorph abgebildet auf V, wobei p¥, beschrinkt auf V, 
die Umkehrung davon ist. Durch diesen Isomorphismus iibertragen wir nun 
J, nach V, indem wir setzen: 


Ty(X) = f* J 4p*(X) (XV), 

so daB also [wegen (17.10) ] 
(18.4) ply = p*f*Jap* = JaP* 
ist. Ferner definieren wir J,(¥) = 0 fir Y €b. Durch Jy und J, wird eine 
lineare Abbildung J von g = V + 6 definiert, und da neben (18.4) natiirlich 
p* 1, = J, p* ist auf b, gilt 
(18.5) p* I =J,p*. 
I ist also eine lineare Transformation im Lieschen Ring g. Wir setzen nun 
voraus, daB J, zu einer homogenen fast-komplexen Struktur gehdre, so daB 
also (18.3) gilt. Dann ist gemaB (17.9) 

Ja p* af f* (a) = p* az f* J 4 (a) (a € 74). 
Fiir a = p* (X), X € V, folgt 

Ja p* az f* p*(X) = p* af f* Ja p* (X). 

Wegen (18.5) und (17.11) ergibt dies 
(18.6) p*l af (X) = p*af I (X)  fiiralleX€V, x~€ 9H. 


Wir sehen also: Wenn es eine homogene fast-komplexe Struktur in M" gibt, 
so gibt es im Lieschen Ring g eine lineare Abbildung J mit folgenden Eigen- 
schaften: 


1) T=0 in b, 

2) I hat einen invarianten Unterraum V, auf dem J?= — Identitat 
ist und der zusammen mit b ganz g aufspannt, 

3) I geniigt der Beziehung (18.6). 


(18.7) 


Davon gilt auch die Umkehrung: Wenn es in g eine lineare Abbildung J mit 
diesen drei Eigenschaften gibt, dann existiert in M"= G/H eine homogene 
fast-komplexe Struktur. 

Beweis: Wir wahlen zuerst eine lokale Schnittfliche F, die tangential ist 
an V. Wir definieren dann J, gemaB 


(18.8) J (a) = p* If* (a) (a€T4). 
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Dann ist 
J 4S 4(a) = p* 1 f* p* 1f* (a) 


= p* I If*(a) (wegen (17.11) 
= — p* f*(a) (weil f* (a) € V nach 2)) 
=-a {gemaB (17.10)] 


Es gilt also: Jj = — Identitat. Ferner folgt: 


J4 WE (a) = p* If* W5 (a) (a €T'4) 
= p* I f* p* af f*(a) [wegen (17.9)] 
= p*l a5 f* (a) [wegen (17.12) und (1)] 
= p* ay I f* (a) [ wegen (3)] 
= p* a f* p* I f* (a) [wegen (17.11)] 
= Wi p*l f* (a) [wegen (17.9)] 
= Wi J4(a) [wegen (18.8)] 


Damit ist gezeigt, daB J, der Beziehung (18.3) geniigt, also nach Satz 1 auf 
eine homogene fast-komplexe Struktur fiihrt. Somit gilt: 

Satz 2. Dann und nur dann existiert in M" eine homogene fast-komplexe 
Struktur, wenn es im Lieschen Ring g eine lineare Abbildung I mit den Higen- 
schaften (18.7) gibt. 

Wir wollen daraus noch eine weitere Folgerung ziehen. Wir bezeichnen 
den Ubergang vom Element rt ¢ © zu («,)* (kurz a*) mit @: 


a* = Dir). 


Da ¢ ein Fixpunkt von «, ist, ist «* eine Abbildung des Tangentialraumes 
von é in sich, d. h. eine lineare Transformation von g. Wir fihren folgende 
Bezeichnungen ein: 


DG) = 6c I” (Z" = volle lineare Gruppe), 
®9) = $c. 
G ist die adjungierte Gruppe von ©. 
Neben @ betrachten wir noch ®* (kurz ®*): ®* ist also die durch ® 


induzierte lineare Abbildung der Tangentialriume der neutralen Elemente, 
bzw. der zugehérigen Lieschen Ringe: 


@*(g) = g= Liescher Ring von 6, 
P* (b) = b = Liescher Ring von $. 
Sei X ¢ §, so daB also 3 « @* (X), X €g. X ist ein Element des Lieschen 


Ringes der Matrizengruppe G, also eine zu © gehérige infinitesimale Trans- 


formation, somit auch eine Matrix, die man, wie die Elemente von G, in g 
wirken lassen kann. Nach einem Satz aus der Theorie der Lieschen Gruppen®) 


*) [10], Chap. IV, § XI, p. 122¢f. 
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kann die Wirkung von X in g gerade durch das Liesche Produkt beschrieben 
werden: 


(18.9) X(Z)=(X,Z] [X¢€g,Z¢g, X = ©*(X)). 
Dies wollen wir nun anwenden. (18.6) besagt, daB 

p*IB(Y)=p*BI(Y) far alle Y¢V, Bes. 
Da dies fiir alle B ¢ § gilt, gilt es auch fiir die zu § gehorigen inf! nitesimalen 
Transformationen, d. h. fiir die Elemente von b: 


(18.10) p* 1X (Y) = p* X1(Y¥) (Yev, X<b). 
GemaB (18.9) kann man dies aber auch aquivalent schreiben als 
(18.11) p* I [X, Y] = p*[X, IY] (YeVv, X€b). 


Dies folgt also aus (18.6). Umgekehrt folgt aber aus (18.11) auch (18.6), 
unter der einen Voraussetzung, daB die Gruppe 5) zusammenhingend ist. 
In der Tat, zunichst kann man alle Be § einer hinreichend kleinen Um- 
gebung des neutralen Elementes von $ schreiben als exp (inf initesimale ' Trans- 
formation von 9), d. h. diese B sind von der Form: B = exp | 4 Xe b. Aus 
(18.11) folgt (18.10) und daraus 
p*I exp X (Y) = p* exp X1(Y) (YeV), 

d. h. 
(18.12) p*IB(Y) = p* BI(Y) (YeV) 
fiir alle B aus der genannten Umgebung. Ist nun aber 9 zusammenhiangend, 
so kann man jedes Bé€ 9 als Produkt von solchen aus dieser Umgebung 
schreiben, womit (18.12) sofort fiir alle B € 5 folgt. Dies ist aber genau (18.6). 
Damit haben wir bewiesen: 

Satz 3. Damit in M* eine homogene fast-komplexe Struktur existiert, ist 
notwendig, und falls § zusammenhidngend ist, auch hinreichend, daB es im Lie- 


schen Ring § eine lineare Abbildung I gibt mit den Eigenschaften 1) und 2) von 
(18.7) und 3’): I geniigt der Beziehung (18.11). 


§ 19. Homogene komplexe Strukturen. 

Definition. Eine komplexe Struktur in einem Wirkungsraum M" einer 
Gruppe © heiBt homogen beziiglich G, wenn in ihr die Wirkungen von © komplex- 
analytische Transformationen von M" sind, sich also bei Beniitzung zugehériger 
lokaler Koordinatensysteme durch komplex-analytischeFunktionen ausdriicken. 
Wir betrachten nur Wirkungsriume Liescher Gruppen. Fiir kompakte 
komplexe Mannigfaltigkeiten ist die Gruppe aller komplexer Automorphismen 
stets Liesch (siehe [12]) ; im nicht-kompakten Fall hingegegen i. a. nicht. Doch 
erstrecken sich unsere Betrachtungen auch auf nicht-kompakte Raume, so- 
fern nur die Gruppe aller komplexer Automorphismen eine transitive Unter- 
gruppe enthilt, die Liesch ist. Ob dies fiir homogene komplexe Mannig- 
faltigkeiten stets der Fall ist, ist unseres Wissens unbekannt. 





w 


a — nO 
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Satz 1. Dann und nur dann ist eine komplexe Struktur homogen, wenn die 
zugehérige fast-komplexe Struktur homogen ist. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir eine Transformation W, von M"* 
und beschreiben sie in lokalen Koordinatensystemen. Es soll dabei die lokale 
Koordinatenumgebung U, in die lokale Koordinatenumgebung V, iibergehen, 
so daB W, lokal beschrieben wird durch 


(19.1) y* = fe(at,..., 2) = i,...%. 


Sei nun die fast-komplexe Struktur J homogen. Die Forderung (18.1) der 
Homogenitat besagt, daB man aj durch die gewéhnliche Tensortransformation 


(y) 
(6.1) aus a‘ erhalt. Wir fassen nun (19.1) auf als Koordinatentransformation, 


(x) 

indem wir die Punkte von U, mit ihren Bildpunkten in V, identifizieren. 
Dann bedeutet das Bestehen der Transformation (6.1) einfach, daB der in U, 
vorliegende Tensor aj, der gleiche ist wie der in V, gegebene a}, und nach Satz 2, 


(7) (y) 
§ 4, ist dann die Koordinatentransformation zwischen den komplexen Koordi- 
naten von U, und V, komplex-analytisch. 

Genau gleich folgt aus Satz 1, §4, daB, wenn die komplexe Struktur 
homogen ist, dann auch die zugehérige fast-komplexe Struktur homogen ist. 

Dieser Satz gestattet es nun, an Stelle der homogenen komplexen Strukturen 
die integrablen homogenen fast-komplexen Strukturen zu untersuchen. 

In § 18 haben wir in verschiedener Form Bedingungen angegeben fiir die 
Existenz einer homogenen fast-komplexen Struktur von M*. Soll es nun eine 
homogene komplexe Struktur geben in M", so miissen also insbesondere diese 
Bedingungen erfiillt sein. Nun wollen wir untersuchen, was fiir weitere Be- 
dingungen noch dazukommen, damit die homogene fast-komplexe Struktur 
integrabel ist und dann also eine homogene komplexe Struktur induziert. 

Wir verwenden in einer Umgebung U(e) in G solche lokale Koordinaten 
xvl,..., a", a™1,..., 2%”, daB die lokale Schnittflache F beschrieben wird 
durch 

q+! = 0 (¢=1,..., p). 
Die Koordinaten z!,...,2" verwenden wir zugleich als Koordinaten in 
(A) c M"*, so daB die Abbildung t = f (P), welche die Schnittfliche F defi- 
niert, sich in diesen Koordinaten ausdriickt als 


a= 2! Ty ers 
grti_ (§=1,...,p). 
Dabei ist also: 
t= (2*,2%,..., a%, att, ., a), 


P = (x, 2, .. ., &). 


Umgekehrt ist die Projektion eines Punktes t¢ F mit den Koordinaten 
(a1,..., 2", 0,...0) gegeben durch 


a= x G=1,...,%). 


Es seien nun X, und Y, zwei Vektoren im Punkt e, die in V liegen so!'en, 
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d.h. also, die tangential an F sind. Wir setzen sie in G zu linksvarianten 
Vektorfeldern X, bzw. Y fort, indem wir setzen 
(19.2) xX,= i (X,), Y,= 4 (Y,). 


Davon ausgehend definieren wir in U(A)c M* ein Feld, indem wir fiir den 
Vektor im Punkte P ¢ U(A) setzen: php) X;,;p). Das so aus dem Feld X 
von © erhaltene Feld bezeichnen wir mit p* X. Es ist also 


(19.3) (p* X)p= pip) Xp). 
Dies bedeutet, daB wir das Feld X einfach nur lings F betrachten und es dann 
projizieren. Analog p* Y. Hat X,p) die Komponenten X?,..., X*, X"*!,... 


X"*?, so hat (p* X)p die Komponenten X},..., X*. Nun ist nach Definition 
des Poissonschen Klammerproduktes 


n+p ay? “+? ax! 
[X, ¥¥=- 2am YS (j=1,...,.n+p). 
Es ist aber X**+‘= Y"*+'= 0 fir i=1,..., p, daja X, und Y, tangential an F 
sind. Daher gilt im Punkte e: 


A ay? ° ax! 
(% Y= PX - PMG @=1...,.%+>p). 


Daher hat (p* [X, Y]}), die Komponenten 
co 6 ® ., ax! 
(p* [X, Y), =D xX axt -) yé eal (l= =, 2 
1 1 


Rechts steht nun aber nichts anderes als das in U(A) Cc M* gebildete Poisson- 
sche Klammerprodukt der Vektorfelder p*X und p* Y fiir den Punkt A. 
Wir bezeichnen das in M* gebildete Klammerprodukt zum Unterschied von 
dem in © mit { }, haben also: 


(p* [X, ¥])a= {p*X, p* Y}a, 

oder nach (19.3): 
(19.4) pt (X,Y), = {p*X, p* VY}. (XeV, YEV). 
Man bemerke, daB dies im allgemeinen nur im Punkte A gilt, da im Punkte 
f (A) = edie Felder X und Y tangential an F sind, in den andern Punkten f (P) 
hingegen gewohnlich nicht. 

Wir setzen nun die zur homogenen fast-komplexen Struktur J von M" 
gehérige Abbildung J von g = 7, auf ganz G fort, indem wir setzen 
(19.5) I,(X,) = UF 11% (X,) 
(mit X, bezeichnen wir den Vektor des Feldes X im Punkt rt). Die so in jedem 
Punkt t von © definierte Abbildung J hat dann die Eigenschaft, linksinva- 
riante Felder wieder in solche iiberzufiihren. In der Tat, aus X,= /* (X,) 
(Linksinvarianz von X) folgt (JX),= 1,X,=I* (J,X,) (Linksinvarianz von 
IX). Da ferner wegen (17.5) gilt: 
(19.6) prlt = Wr p*, 





fol 
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folgt, mit t = f (P), 
p*I,(X,) = pl? 1 its (X,) 
= W? p* It, (X,) 
= Wt Jy pt Its (X,) 
= Wi J, WE. p* (X,) 
= Jpp* (X,). 
Es ist also 
(19.7) p*I,= Jpp*. 
Wir bilden nun 
p* (I (1X, Y)+ 7 [X, 7 Y) + [X, ¥] — UX, 1Y)), 
- J p* (1X, Y),+ J p* [(X, TY), + p* (X, ¥),— p* (2X, 1 Y),. 
Weil mit X, und Y, auch (JX), und (J Y), in V sind: 
= J {p* 1X, p* ¥},+ J {p*X, p* LY}, + {p* X, p* Y}4— {p* 1X, p* 1}, 
= (J {J p* X, p* Y} + J {p* X, J p* Y} + {p* X, p* Y} — {J p* X, J p* Y})q. 
Soll die Struktur J in M* integrabel sein, so muB dies nach dem Satz von § 15 


verschwinden. Damit haben wir als notwendige Bedingung, damit wir eine 
homogene komplexe Struktur erhalten: 


(19.8) p* (J (2X, ¥) + 7 [X, 7 Y]+ [(X, Y]-— /X,1 Y)),=0 fiir X,, Y, €V, 
oder aquivalent damit 
(19.9) T (1X, Y) 4-7 (X,7Y)+ (X, Y)-— UX, TY)¢b (Xe V, Yev). 
In dieser Beziehung sind alle Vektorfelder linksvariant. Fiir linksvariante 
Felder stimmt aber das Klammerprodukt iiberein mit dem Lieschen Produkt 
der Vektoren der Felder im Punkt ¢. Wir betrachten daher (19.9) als eine 
Beziehung im Lieschen Ring, weshalb wir auch den Index ¢ weggelassen haben. 
Nebst (19.9) haben wir fiir die Existenz einer homogenen komplexen 
Struktur noch die Bedingungen von Satz 3, § 18, insbesonders also (18.11): 
p* (1 (X,Y) — [(X, 1 Y)) =9, 


oder aiquivalent damit 


(19.10) IT (X,Y) — [X,7Y]¢b (X¢eb, YEV). 
Daraus folgt, wenn wir nochmals J ausiiben 
(19.11) IIT (X,Y)— JI [X,TY]=0 (X€b, YeV). 
Um IJ [X, Y] zu untersuchen, zerlegen wir 

[X,Y] =Zy+ % (Zy eV, Z€b). 


Damit wird J [X,Y] = 1Zy, also 
IT (X,Y) = 11Z, = — Zy= — [X,Y] + J. 
Also folgt aus (19.11): 


[X,¥]+1[X,1¥]<b (Xb, YEV): 
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andererseits ist wegen ] X = 0 trivialerweise 


—(X,ITY)+7(X,Y|)=0 (X€b, YEV). 
Durch Addition erhalten wir 
(19.12) T (IX, Y)+ 7 [(X,7 Y)+ [X,Y] — UX, 1 Y]¢b (X <b. Ye). 


Damit haben wir die Bedingung (18.11) in eine zu (19.9) ga analoge Form 
gebracht. Neben (19.9) und (19.12) kénnen wir trivialerweise noch setzen 
(da ja 6 ein Unterring ist): 


(19.183) I(2X,¥)+7(X,7¥]+(X,¥]—(X1Y]<b (Xeb, ¥<b). 


Die drei Beziehungen (19.9), (19.12) und (19.13) kénnen wir nun zu einer Be- 
dingung zusammenfassen : 
(19.14) T (X,Y) + 7 [(X,7Y)+ [X,Y] — 2 X,7 Y) cb fiir alle X, Ye g. 
Fassen wir nun das Ergebnis dieser Betrachtungen zusammen, so stellen wir 
fest : 

Wenn in M* = G/§ eine homogene komplexe Struktur existiert, dann gibt 


es im Lieschen Ring g von G eine lineare Abbildung J, die den folgenden Be- 
dingungen geniigt : 


1) J=0, in b, 
2) J hat einen invarianten Unterraum, auf dem /? Identitit 





- 
(19.15) ist und der zusammen mit b ganz g aufspannt, 


3) Z geniigt der Beziehung (19.14). 





Wir zeigen nun noch, daB die Existenz einer solchen Abbildung J in g 
auch hinreichend ist fiir die Existenz einer homogenen komplexen Struktur 
auf M", wenn wir noch die zusitzliche Voraussetzung machen, daB § zu- 
sammenhingend ist. 

Beweis: Daraus, daB J der Beziehung (19.14) geniigt, folgt insbesonders 
(fir X €b, Y € V) sofort, daB J auch der Beziehung (18.11) geniigt. Bei 
zusammenhangendem 9 folgt daraus, wie wir in Satz 3, § 18, gezeigt haben, 
die Existenz einer homogenen fast-komplexen Struktur. Ferner folgt aus 
(19.14) fir X €V, Y € V gemaB der Herleitung von (19.9): 

(J {J p* X, p* Y} + J {p*X, J p* ¥} + {p* X, p* Y} — {J p* X, J p* Y}),= 0. 
Da aber mit X¢V und Y¢V die Vektorfelder p* X und p* Y im Punkte A 
ganz beliebig sind, folgt gemaiB § 15, daB die fast-komplexe Struktur J im 
Punkte A keine Torsion hat: ¢1,= 0 im Punkt A. Wegen der Homogenitat 
muB8B dann aber in jedem Punkt P «¢ M® die Torsion verschwinden: J ist 
torsionsfrei. Da wir von einer Lieschen Gruppe ausgehend J durch Gruppen- 
operationen erzeugen (zuerst J, gemaB (18.8), dann Jp gemaB (18.2)], ist J 
reell analytisch. In diesem Falle ist aber das Verschwinden der Torsion hin- 
reichend fiir Integrabilitat. Die ,,Integration‘‘ der homogenen fast-komplexen 
Struktur J ergibt also nach Satz 1 dieses Paragraphen die gesuchte homogene 
komplexe Struktur. Zusammenfassend ergibt sich: 





ist 
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ke 


in 
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Satz 2. Fiir die Existenz einer homogenen komplexen Struktur in M" = ©/H 
ist notwendig, und falls $ zusammenhiingend ist, auch hinreichend, daB im Lie- 
schen Ring g eine lineare Abbildung I mit den Eigenschaften (19.15) existiert; 
d.h. also derart, daB I = 0 ist in b, daB I?= — Identitét ist auf einem zu b 
komplementiéiren Unterraum V von g, und daB I (IX, Y¥] + I [X,1 Y]+ [X, Y]- 

[1X,1 Y] <b ist fiir alle X€g, Y€g. 


§ 20. Algebraische Charakterisierung der homogenen komplexen Strukturen. 


Die in Satz 2, § 19, auftretende Bedingung, nimlich die Existenz einer Ab- 
bildung J im Lieschen Ring mit den Eigenschaften (19.15), ist schon ein rein 
algebraisches Kriterium, und wir wollen dieses noch in anderer, dquivalenter 
Form zum Ausdruck bringen. Wir gehen dabei vom Lieschen Ring § iiber zu 
seiner komplexen Erweiterung, die wir mit g§ bezeichnen; analog b und VJ, 
so da beziiglich der Vektorraumstruktur § = Vid gilt (entsprechend zu 

-V +b). 

ten wir nun zuerst die Existenz einer Abbildung J mit den Eigenschaften 
(19.15) voraus. Wir erweitern J zu einer linearen Abbildung von §. V ist 
invarianter Unterraum beziiglich J. Auf V ist aber J?= — Identitat, und wir 
kénnen daher, genau entsprechend wie in § 16, in V eine Basis einfiihren 
derart, daB diese Basisvektoren gerade mit i, bzw. — i multipliziert werden. 
Wir bezeichnen diese Basis mit 


ve ‘44 it rer ” 7) 
Xia» Xig),- + +s 4 Re A SS 5a 
wobei 
I(X(4)) = iXy und 1(Xi) = -—iXGy, 
sowie 
add yr 
Xin = Xw- 
Durch Z,), . . -, Zp) <b erginzen wir zu einer Basis von g. Sei V’ der durch 
XG), - - -» X(») aufgespannte Raum, V” der durch X7j), . . ., X(j,) aufgespannte 


Raum. V’ ist der zum Eigenwert i gehérige Eigenraum, d. h. es gilt 


(20.1) X€ Vy’ dann und nur dann, wenn JX = iX, 
und ebenso 


X€ V” dann und nur dann, wenn JX = — ix. 
Wir setzen noch L’= V’ + b, L” = V" +6. Dann gilt: 


1) L’'UL" =G, dh. L’ und L” spannen ganz g auf, 
2) ’ AL" = b, d. h. der Durchschnitt von L’ und L”’ ist b, 
(20.2) 3) L’ = TL’, d.h. L’ und L” sind konjugiert komplex, 
4) (L'’,L’') CU’ und [L", L")c Lb", dh. L’ und L” sind Liesche 
Unterringe. 


Beweis. Zu 1) und 2) ist nichts mehr zu sagen. 3) bedeutet, daB L’ und L” 
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konjugiert komplex sind in bezug auf (irgend) eine Basis von g, kurz: kon- 
jugiert komplex beziiglich des reellen Unterraumes g von g. 

Zu 4): Es geniigt, wenn wir fiir Z’ den Beweis fiihren. Wir haben in L’ 
die Basis X(,), . . ., Xim), Za), - - -» Zp). Wir zeigen, daB das Liesche Produkt 
je zweier dieser Basisvektoren wieder in L’ liegt. Es sind drei Fille zu unter- 
scheiden: 

a) (Za), Zp] liegt in b, da ja b Unterring ist, und damit sicher in L’. 

b) [X(), Zq)]: Wir benutzen (1.14) fir X= X,y, Y=Zgy. Wegen 
1Z4,= 9 bleiben nur der erste und der dritte Term; zugleich setzen wir 
I X(;, = iXi, womit wir erhalten 

T [éXi, Za] + (XG. Za] = Z € d- 

Daraus ergibt sich, da ja J (Z) = 0 ist: 

I ([X%, Z«)] -2Z)= t ((Xi, Zay] — Z). 


Nach (20.1) also [X/,, Za] — Z €V’, und damit [X%), Za] € L’. 
ce) [X(), Xi]: Wir benutzen wieder (19.14) mit X = Xj), Y = Yq und 
erhalten 
T [i XG, Xi] + L (XG, ¢XGy) + (XG, XH] — FXG, Xi) <b. 
Also ~ 
201 (Xi), Xw) + 2([XGy, X@J= 22 mit Z cb. 
Daraus folgt genau wie bei b): [X(;, XQ] € L’, w.z.b.w. 

Es gilt hiervon auch die Umkehrung: Wenn g zwei Unterriume L’ und L’’ 
mit den Eigenschaften (20.2) hat, dann existiert in g eine lineare Abbildung / 
mit den Eigenschaften (19.15). 

Beweis. Wir wihlen in § einen Komplementarraum V zub. Wir definieren 
nun eine Abbildung J in g: 


1(X)=0 far X <b, 
1(X) =ix fir X€VAL'=V', 
1(X)=-ix fir X <VAL"=V". 


Ist nun X € L’ beliebig, so zerlegen wir X = X'+ Z, wobei X’¢ V',Z eb. 
Dann ist J (X) = iX’=i(X — Z) =iX — iZ. 


Also ist: 
(20.3) I (X) =iX (mod b) fir X ¢L’, 
oder also 
I (X) =iX +X, mit X,¢b fiir X ¢L’. 
Ebenso gilt 
1 (X) =—iX (mod b) fiir X ¢ 1", 
I(X) =—iX+X, mit X,¢b fir X €L”. 


Wir berechnen nun den Ausdruck in (19.14): 
Q(X, Y)=1 (1X, Y)}+ 1 [X, 1 Y]+ [X,Y] — UX, 1 Y). 


Zur Differentialgeometrie der komplexen Strukturen. 93 


a) Fir X ¢ LZ’ und Y€L’: 


Q (X,Y) =1(6X + X,, ¥)+ 7 (X,i¥ + ¥,)+(X,¥]-X+X,,i¥+¥,] 
iT(X, ¥]+1[X,, ¥]4-i7 (X, ¥)+1(X, ¥,)+ (X, Y]+(X. ¥] 
-i[Xy, Y] — i [X, ¥,) — (Xp, Yy). 


Da [X,Y] <L’, [X,, ¥] € L’ und [X, ¥,] € L’ folgt gemaB (20.3): 

Q (X,Y) =0 (mod 6). 
b) Fir X ¢ L” und Y ¢ L” genau analog: 22 (X, Y) = 0 (mod b). 
ce) Fir X ¢ L’' und Ye L”: 


Q(X, Y)=1GX + X,, ¥]+1[X,-i¥+Y,]+ (X, ¥]-(X+X,, -i¥+ ¥,] 
= i] (X,¥]+1 [X,Y] — iJ (X,Y) +17 [X, ¥,] + [X,Y] 
[X, ¥]+i[X,, ¥] — i (X, ¥,] — [Xy, Yo). 


Da [X, Y,] « L’ und [X,, Y] € L”, ist 
I (X,, ¥] + ¢ [X,, ¥] =0 (mod 5) 


und 


I [X, Y,] — i [X, ¥,] = 0 (mod b), 
und wir haben {2 (X, Y) = 0 (mod b). Es ist also in jedem Fall 


(20.4) Q(X, Y)«b (X €g, Y €g). 
Da nach 3) von (20.2) L’ und L” konjugiert komplex sind, folgt, daB fir 
X €g auch JX €g ist und also wirklich auch im reellen Lieschen Ring eine 
Abbildung vorliegt. Aus (20.4) folgt fir X¢g und Y¢€g:2(X,Y)€b, 
d. h. (19.14). 

Die Bedingungen 1) und 2) von (19.15) sind natirlich auch erfillt, w.z.b.w. 

ZusammengefaBt ergibt sich also 

Satz. Fiir die Existenz einer homogenen komplexen Struktur in M" = ©/H 
ist notwendig, und falls 9 zusammenhingend ist, auch hinreichend, daB im 
komplexifizierten Lieschen Ring g zwei konjugiert komplexe Unterringe existieren, 
die zusammen g als Vektorraum aufspannen und deren Durchschnitt b ist. 


§ 21. Liesche Gruppen. 

Als Spezialfall homogener Raiume kann man insbesondere Liesche Gruppen 
(gerader Dimension und’ zusammenhingend) untersuchen, indem wir die 
Gruppe selbst durch die Linkstranslation in sich operieren lassen (ebenso kénnten 
wir die Rechtstranslationen verwenden). Wir kénnen nun unsere Ergebnisse 
iiber die homogenen Strukturen formulieren, wobei wir einfach als Unter- 
gruppe $ die Untergruppe bestehend aus dem neutralen Element ¢ von © 
allein zu betrachten haben. Die Bedingung von § 18 iiber die Vertauschbarkeit 
mit der linearen Isotropiegruppe wird natiirlich trivial: jede Liesche Gruppe 
gerader Dimension besitzt eine homogene fast-komplexe Struktur. Man kann J 
im Punkt « beliebig wihlen. Satz 2 von § 19 ergibt: 
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Satz 1. Fiir die Existenz einer (beziiglich der Linkstranslationen ) homogenen 
komplexen Struktur in M" = © ist notwendig und hinreichend, daB im Lieschen 
Ring g eine lineare Abbildung I existiert mit den Eigenschaften: I? = — Identitit. 
und 

IT (IX,Y)+ 7 [(X,1Y)+ (X,Y) -— UX,1Y)]=0. 


Wir kénnen diese Bedingung auch in der in § 20 begriindeten Form aus- 
driicken: 

Satz 2. Fiir die Existenz einer (beziiglich der Linkstranslationen ) homogenen 
komplexen Struktur in M"= © ist notwendig und hinreichend, daB im kom- 
plexifizierten Lieschen Ring § zwei konjugiert komplexe Unterringe existieren. 
derart, daB g als Vektorraum deren direkte Summe ist. 

Diese Resultate fiir Liesche Gruppen ergeben sich natiirlich auch sehr 
leicht direkt aus den Betrachtungen von § 15, ohne Verwendung der allge- 
meinen Untersuchungen iiber homogene Raume. 

Wir setzen nun noch zusdtzlich voraus, daB die betrachtete Liesche Gruppe © 
kompakt sei. Dann hat die zugehérige Liesche Algebra g immer die nach Satz 2 
fiir die Existenz einer homogenen komplexen Struktur notwendigen und hin- 
reichenden Eigenschaften. Um dies zu zeigen, benutzen wir einige Sitze 
iiber kompakte Liesche Gruppen und ihre Wurzeln. 

Sei € ein maximaler kommutativer Unterring von g, so daB also [X, Y] = 0 
fiir X, ¥Y ¢ €. Seine Dimension, die gerade ist, werde mit 2 (m — k) bezeichnet 
(n = 2m die Dimension von g). Es gibt dann eine Basis von g, mit folgenden 
Eigenschaften: 


1. Sie besteht aus m Basisvektoren Aq), . .., Ag, Ci, ---, Com—x und 
deren beziiglich g konjugiert komplexen Ay), . . ., Ag, Cay, - - »» Com—»- 
2. Cay, -- +> Com—z» Cay; - - +» Com x bilden eine Basis der komplexen Er- 


weiterung € von €. 


3. Fir c€gilt [C, A] =i4,(C) Ay, 


; G=1,...,k 
[C, Ayn] = — 8 4,(C) Avy , , 
wobei die A;(C) auf © definierte reelle Linearformen + 0 sind. 
4. [Ay),4@])=KyAq@, wenndj+4,=4,; 
= Kj,Aq, wenn A;+ A,;= — A; 
= 0, wenn A;+ A; nicht einem +A, gleich ist. 


Dabei sind die K;, und K;, Konstanten + 0. 

Vertauschen wir A,;, und A,,, so geht A,;(C) iiber in — 4,(C). Wir kénnen 
daher die A; so wiahlen, daB in bezug auf eine fest gewihlte (reelle) 
Basis von € fiir jedes 4;(C) der erste von Null verschiedene Koeffizient positiv 
ist. Dann ist dies auch fiir die Linearform (,;+ A, der Fall, womit in 4. die 
zweite Moglichkeit nicht mehr in Betracht zu ziehen ist: [A;j;), Aq] ist ent- 


weder gleich Null oder gleich einem Vielfachen eines A;,,. Bezeithnen wir 
daher nun den von Ay), ..., Ag@,Ca),---> Con—» aufgespannten Teilraum 
von g mit L’, den von den konjugiert komplexen Vektoren aufgespannten 


on 
2- 
n. 
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Teilraum mit L”, so gilt: 
a) L’ und L” sind Unterringe, 
b) L’ und L” sind konjugiert komplex, 
c) g§ als Vektorraum ist die direkte Summe von L’ und L”’. 
Nach Satz 2 existiert also eine homogene komplexe Struktur, es gilt also”): 
Satz 3. Jede kompakte zusammenhingende Liesche Gruppe gerader Dimension 
hesitzt eine beziiglich der Linkstranslationen homogene komplexe Struktur. 
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Zur Theorie der analytischen Mannigfaltigkeiten 
im Raume von 2 komplexen Veranderlichen. 
Von 


Wotreane Rorusteiw in Marburg (Lahn). 


Einleitung. 
1. In der Arbeit [14] habe ich gezeigt, daB die Singularitaten (n—1)-di- 
mensionaler') analytischer Mannigfaltigkeiten — kurz ,,Flichen‘‘ —im Raume 


C™ von n komplexen Verianderlichen fiir n = 3 ahnlichen Einschrinkungen 
unterliegen wie die der Funktionen mehrerer Variabler. Das wird durch die 
Erwigung verstindlich, daB jede Fliche der Dimension n — 1 einer Funktion 
von n— 1 Veranderlichen entspricht. Die wichtigsten Ergebnisse waren: 


I. Die Fliche g"~ sei analytisch in der Kugelschale */, < 3° \z;|2< 1. Dann 
1 


n 
ist sie es auch in der Kugel > \z,\*< 1. Genauer: Es gibt genau eine in der 
1 


Kugel analytische Fliche g%~', die in der Kugelschale mit g"~ iibereinstimmt. 

Aus I. geht ein Kriterium fiir algebraische Flachen hervor: 

IT. Ist g"-1 auerhalb einer Kugel analytisch, so ist g"- eine algebraische 
Fliche. AupBerdem: Der Durchschnitt einer algebraischen Fliche mit dem 
Auferen einer Kugel ist irreduzibel. 

Scharfer als I. ist das Analogon eines Satzes von Hartocs?) : 

III. G sei die Vereinigung der Gebiete 


(Iesl < ai 3 ledl?<1) 
2 
und 
n 
(la <1;,<) |z,|?< i). 
2 
Weiter sei 
nr 
H(@)= (lal <1; E lal?<1). 
2 


Ist nun g" in G analytisch, so auch in H(G). Genauer: Es gibt eine und 
nur eine in H(G@) analytische Fliche g~', die in G mit g"~ iibereinstimmt. 
Diese Siatze sind an n = 3 gebunden; fiir n = 2 sind sie falsch. 
Ersetzt man in I.—III. ,,Fliche g*-*“‘ durch ,,Funktion g(z,, . . ., z,)“ und 
,analytisch* durch ,,regulir“‘, so erhilt man bekannte Sitze iiber Funktionen 


1) Hier ist die ,,.kkomplexe Dimension‘ gemeint. Die topologische Dimension ist 
doppelt so groB. Zu den Begriffen vgl. im iibrigen § 1. 
*) Vg). [3], S. 39, Satz 8. 
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von n Veranderlichen. Diese formale Analogie ist iiberraschend. Denn die 
Flichen g"~' entsprechen ja Funktionen von n—1 Verinderlichen. Man ge- 
langt auch nicht durch Spezialisierung von I.—III. zu bekannten Sitzen. 
Bei der Funktion z,= g(z,,...,2,) ist z, den tibrigen Variablen gegeniiber 
bevorzugt, bei der ,,Flaiche z,= g(zo,...,2,)" nicht. Das ist der wesentliche 
Unterschied. Alle Satze erweisen sich im tibrigen als Konsequenzen des Kon- 
tinuitatssatzes*). 

2. Das Ziel dieser Arbeit ist es, eine einheitliche Darstellung der Theorie 
der Fortsetzung k-dimensionaler Flaichen im C” zu geben. Dabei ist immer 
k > 2 vorausgesetzt; die topologische Dimension der Flachen soll also min- 
destens vier sein. Das entspricht einer Theorie der Systeme von n — k Funk- 
tionen von k = 2 Veranderlichen, so wie die Flachen g*~* Funktionen von n— 1 
Variablen zugeordnet sind. DaB auch fiir k < n—1 die Dinge ahnlich sind 
wie bei k = n — 1, habe ich in [14] schon angedeutet. Jedoch fiihrt die genaue 
Analyse zu neuen Ergebnissen und einer durchsichtigen Begriindung auch 
der Satze fiir k = n—1. 

Zunichst sei erwihnt, daB die Aussagen I.—III. auch fiir Flaichen g* 
richtig sind, wenn nur k = 2 ist. Sie lassen sich aber erheblich verschirfen. 
Zum Beispiel gilt tiber II. hinaus: 

Ila. Die Fliche g* sei in der Umgebung der abgeschlossenen Ebene E* 

(z;= +++ = 2z,= 0; p= n—q) des projektiven C" analytisch und g* -\ E* + 0. 
Sie sei zudem irreduzibel und q+k2n+ 1. Dann ist g* eine algebraische 
Fliche (vgl. die schiirferen Sétze 8 und 9, § 7). 

Hier ist die wesentliche Bedingung q+k2n+1. Sie sagt aus, daB 
g*\ E* mindestens eindimensional ist. Entsprechende Bedingungen sind in 
allen Saitzen notwendig. 

3. Zur Gliederung der Arbeit ist zu sagen: Die angegebenen Sitze be- 
ziehen sich auf Flichen g*, welche in den C* eingebettet sind. Die g* werden 
als in gewissen Gebieten des C” analytisch vorausgesetzt. Diese Dinge werden 
im zweiten Teil (§ 3 —- § 8) behandelt. Der erste Teil (§ 1 und § 2) befaBt sich 
dagegen mit allgemeinen Grundlagen (§ 1) und in § 2 mit den unmittelbaren 
Konsequenzen, welche sich aus der Existenz der Regularitatshillen fir ana- 
lytische Flichen mit Parameterdarstellung ergeben. Ein Beispiel mag das 

k 


erlautern. 7 sei die Kugelschale 1/, < ¥ |t,;|?< 1 des (t,,.. ., t})-Raumes 
1 
k 
und H(T) die Kugel 5’ |z,|?< 1. Weiter seien die Funktionen g;(t) in T 
1 


a) in T iiberall vom Range k. Dann bildet z; = g;(t) 
3 

das Gebiet 7 auf eine k-dimensionale analytische Fliche €* des z-Raumes 
mit der Darstellung z;= g,(t); t€ T ab. €* mit dieser Darstellung nenne 
ich ein ,,analytisches Element‘. Nun bleiben die g,(t) in H(7) notwendig 
noch regular (vgl. I. fiir Funktionen). Auch laBt sich zeigen, daB der Rang 


. . (a 
regular und die Matrix = 


von (52) innerhalb H(7') héchstens in isolierten Punkten kleiner als & ist. 
3 


2) Vgl. [3], S. 49 und [2]. 
Math. Ann. 129. 7 
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Daraus folgt, daB z;= g,(t) auch H(7’) auf eine analytische Flaiche € des 
z-Raumes abbildet. €£ nenne ich eine Erweiterung von €*. Die Erweiterung 
fiihrt also wieder zu einem Flachenstiick mit Parameterdarstellung, einem 
,,.Element*. In unserem Falle zieht die Fortsetzung der Abbildungsfunktionen 
eine Fortsetzung der Abbildung nach sich, die wieder eine Erweiterung des 
Elementes €* zur Folge hat. Die Méglichkeit der Erweiterung griindet sich 
also auf Eigenschaften des Urbildes T im Parameterraum und der Abbildungs- 
funktionen. Auf die Einbettung in Gebiete des z-Raumes wird nicht Bezug 
genommen‘). 

4. Nun zum Inhalt der einzelnen Abschnitte. Im § 1 werden die grund- 
legenden Begriffe erklart und die Sitze abgeleitet, die fiir das folgende un- 
entbehrlich sind. Soweit es méglich ist, habe ich mich auf die Literatur be- 
zogen. Jedoch sind nicht alle Siatze, die ich brauche, soweit mir bekannt. 
bisher ausdriicklich formuliert und bewiesen worden. Statt des friiher iib- 
lichen Ausdrucks ,,Flache“ benutze ich den jetzt gebrauchlichen ,,analytische 
Menge“. Daneben kommt auch noch ,,k-dimensionale Flaiche*“ vor in derselben 
Bedeutung wie ,,irreduzible k-dimensionale analytische Menge“. ,,Dimension™ 
hei®t immer ,,.komplexe“ Dimension. Die topologische Dimension ist doppelt 
so groB. In § 1 ist k= 1 noch zugelassen. 


Der Inhalt des § 2 ist eine genauere Untersuchung der oben skizzierten 
Sachverhalte. Der von dem Wererstrassschen abweichende Begriff des 
,,.Elementes** ist ausreichend allgemein zu bestimmen. Darauf werden Be- 
dingungen angegeben, unter denen die Abbildungsfunktionen fortsetzbar sind 
und zu einer Erweiterung des gegebenen Elementes fiihren. Daf dies keines- 
wegs immer der Fall ist, wenn die Funktionen fortsetzbar sind, geht aus 
einem bekannten Beispiel hervor (vgl. [12], 8.177). Eine wichtige Rolle 
spielt hierbei die Aufgabe, zu einer vorgelegten Flache des z-Raumes passende 
Parameter zu finden. Diese Dinge werden trotz ihrer grundsatzlichen Be- 
deutung hier nur soweit behandelt, als sie im folgenden gebraucht werden. 
Das Ergebnis sind die Satze 2.4 und 2.5. Letzterer wird im § 4 wesentlich 
henutzt. — Unmittelbare Folgerungen aus den Ergebnissen des § 2 sollen 
in einer anderen Arbeit gezogen werden. 


Der zweite Teil der Arbeit beginnt in §3 mit der Kennzeichnung der 
Konvexitatseigenschaften von Hyperflichen im Anschlu8 an Levi) und 
Krzoska. Die von Krzoska begonnene Untersuchung muB weitergefiihrt 
werden, damit sie fiir die Flachentheorie ausreicht. Die entscheidende Rolle 
bei einer Hyperfliche g= 0 spielt der Index q (= Anzahl der positiven 


*) Die Einsicht, daB es grundsatzlich wichtig ist, diese Eigenschaften von denjenigen 
zu trennen, die auf der Einbettung in den z-Raum beruhen, verdanke ich Unterhaltungen 
mit Herrn K. RetpemMetster iiber meinen urspriinglichen Beweis des Satzes von der 
lokalen Fortsetzung (Satz 1 und 2, §4). Ich bin daher Herrn K. Rerpemerster fiir sein 
freundliches Interesse und die Anregungen, die ich in diesen Unterhaltungen empfing, 
sehr zu Dank verpflichtet. 


5) Vgl. [3], 4. Kap., § 3. 
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n 
F a 
Quadrate in der Normalform) der Hermrreschen Form De ae u,u, auf der 
ee 


n 
a , ee 
Ebene 2 ss u, = 0, gebildet in einem Punkte [° von g = 0: Es gibt eine 


q-dimensionale Flaiche durch (°, welche sonst g < 0 nicht trifft. Andererseits 
schneidet jede (n — q)-dimensionale Flaiche @ > 0, wenn sie durch £° geht. — 
Das sind die fiir die Existenz und Einzigkeit der .lokalen Fortsetzung*‘‘ 
(vgl. § 4) grundlegenden geometrischen Sachverhalte. 


§ 4 bringt zwei Satze iiber die lokale Fortsetzung. Der eine lautet: 

°° sei ein Punkt der Hyperfliche g = 0, U eine Umgebung von f° und 
U=-Uc\(p> 0). q sei der oben erklirte Index in £°. Es sei g* in U analytisch 
und q-k2=n-+ 1. Dann gibt es eine Umgebung Uy von [° und eine in U, 
analytische Menge gk, welche in Uy, U mit g* iibereinstimmt. Je zwei solche 
Fortsetzungen sind in einer vollen Umgebung von £° gleich. 

Die charakteristische Bedingung ist g + k =n + 1. Sie ist unentbehrlich. 
Fiir Funktionen kann man formal k = n setzen und erhalt die Forderung g = 1. 
Die Hyperfliche mu8 also —- wie zu erwarten — von der Seite m > 0 konvex 
in bezug auf eindimensionale Flachen sein, soll man der Fortsetzbarkeit der 
Funktion sicher sein. 

§5 bringt Hilfssitze iiber den ZusammenschluB lokaler Fortsetzungen zu 
Fortsetzungen im GroBen. Darauf wird die Fortsetzung analytischer Flaichen 
behandelt, die in der Umgebung des Randes eines beschrinkten Sterngebietes 
gegeben sind. Das ist die Grundlage fiir § 6. 

Unabhiangig vom § 6, und deshalb hier zuerst besprochen, aind die Siatze 8,9 
des §7 (vgl. den unter 2. angefiihrten Satz Ila) und das fiir weitere Unter- 
suchungen besonders wichtige Analogon von III in § 8. 

Im $6 wird zunichst der Begriff der ,,q-Konveritéit’' eines Gebietes ein- 
gefiihrt. Er ist ein Analogon zur ,,Regulirkonvezitdt’**) und bezieht sich auf 
Systeme von n—-q Funktionen. Fiir g= n—1 geht er in die Regulirkon- 
vexitit iiber. Wie regulirkonvexe Gebiete sich von innen durch analytische 
Polyeder approximieren lassen, so g-konvexe durch ,,analytische q-Polyeder’. 
Letztere sind von auBen konvex in bezug auf q-dimensionale analytische 
Flichen. Sie kénnen einspringende Kanten haben. Im allgemeinen sind sie 
keine Regularitatsgebiete’). Jedoch haben sie, jedenfalls wenn sie beschrankt 
sind, wie diese einen zusammenhingenden Rand. Ein einfaches Beispiel im 
(u,v, w)-Raum: Der Durchschnitt von |w| <1 und (|u| <4/,: |v] < 1) 
UU (ju| < 1; |v] < 3/,) ist ein 1-Polyeder. Es gilt nun der Satz: 

G sei beschriinkt und q-konvex, G, ganz in G gelegen. Die Fliche g* sei in 
G — G, analytisch und komme dem Rand von G beliebig nahe. Ist weiter k = 2s 
(s = n—q), so gilt: Es gibt eine in G analytische Fliche g*, die g* enthiilt. 
Auferdem gibt es ein ganz in G gelegenes Gebiet G,, 80 dap g. = g* in G—G, 
ist (vgl. Satz 7). 


*) Vgl. [3], S. 72. 
?) Vgl. [1]. 
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Die Bedingung k > 2s ist zu scharf. Ich werde spiter zeigen, daB k > s + 1 
genigt. 

5. Auf einen wesentlichen Punkt, der in den Beweisen zu beachten ist, 
sei noch hingewiesen. Es sei P ein Punkt der Hyperflaiche g = 0, U eine Um- 
gebung von P und U = Ur\(g> 0). Sind nung, und g,in U regulare Funk- 
tionselemente, die in ( iibereinstimmen, so ist auch in U notwendig g,= gp. 
Bei Flichen g‘ und gf ist das jedoch keineswegs richtig. Ist etwa g > 0 das 
Kugelinnere, so gibt es bekanntlich von einander verschiedene Flachenstiicke 
g;* und g}~* durch P, welche gy 2 0 iiberhaupt nicht schneiden. Sie stimmen 
also in U tiberein (da beide dort keinen Punkt haben), in U jedoch nicht. 
Auf die Gleichheit von g, und g, in einer vollen Umgebung von P kann erst 
geschlossen werden, wenn g > 0 etwa das KugeliuBere ist. g > 0 muB also 
Konvexitatseigenschaften haben. — Das ist die Ursache dafiir, daB I. fiir 
Funktionen richtig bleibt (Satz von Hartocs und Oscoop), fiir Flachen aber 
falsch wird, wenn man die Kugelschale durch die Differenz G— G, zweier 
beliebiger Gebiete (G,¢ G) ohne Konvexitatseigenschaften ersetzt. Auch die 
Bedingung k = 2s des Satzes 7 rithrt daher. 
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§ 1. Grundlagen. 
1.1. Analytische Mengen und Gebilde. 
1.11 Analytische Mengen®). 

Die Punktmenge IN des Raumes C" von n komplexen Veranderlichen ist 
analytisch im Punkte P, wenn es eine Umgebung U(P) und dort regulire 
Funktionen f,,...,f, gibt, so daB M-\U(P) genau aus den gemeinsamen 
Nullstellen der f besteht. Ist M in jedem Punkte eines Gebietes G analytisch, 
so ist M in G analytisch. 

M sei analytisch in G. Gibt es nun zwei nichtleere von M verschiedene 
in G analytische Mengen M,, M,, so daB MG= M, UM, ist, dann ist M 
in G reduzibel. Anderenfalls heiBt M in G@ irreduzibel. M ist im Punkte P 
irreduzibel, wenn es beliebig kleine Umgebungen U(P) gibt, in denen I irre- 
duzibel ist. — Es gelten die Sitze: 

1. Mn G ist die Vereinigung abziahlbar vieler in G irreduzibler analytischer 
Mengen, der Komponenten. 


8) Vel. [7] und vor allem [13], dort auch weitere Literaturangaben. 
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2. Zu jedem P€M gibt es Umgebungen U(P), so daB Mn U(P) die 
Vereinigung endlich vieler in U(P) analytischer, in P irreduzibler Mengen — 
der Primelemente — ist. 

Jeder (irreduziblen) Komponente 2%’ von M-\ G léBt sich wie folgt eine 
(,,komplexe™ ) Dimension k zuordnen. Die Punkte P mit Umgebungen U (P) 
so, daB M’ -\ U(P) einem 2k-dimensionalen Simplex homéomorph ist, liegen 
auf M’ dicht. k ist dann die Dimension von M’. 

Die Koordinaten seien (v,, . . ., Um, T, - - -» T). Die Projektion von M in den 
t-Raum ist die Menge derjenigen (t,,...,7,), die als Koordinaten von 
M-Punkten vorkommen. 

Fiir die Theorie der analytischen Mengen ist der folgende Satz von be- 
sonderer Bedeutung. Dazu setzen wir voraus: Die Verinderlichen seien 


(Wy, . «Um, Ty ~~ +> T,), das Gebiet H das Produkt des Zylinders f (|v;| < 1) 


1 
mit dem Gebiet 7’ des t-Raumes. IM sei in H analytisch. Uberdies mége 
jede Ebene t,— 1}? = -+--=1t—t{= 0 mit M nur isolierte Punkte gemein 
haben. Dann gilt der 

Einbettungssatz*). Zu jedem Punkte P = (v®, r®) €¢ M gibt es eine Poly- 
zylinder-Umgebung U(P) = (U,, U,) und eine in ihr analytische Menge M*, 
welche M-\ U(P) umfaBt, mit folgenden Eigenschaften : 

1. Die Projektionen von M* und M-\ U(P) in den t-Raum sind identisch. 

2. Diese Projektion heiBe M*. Sie ist eine analytische Menge, oder der 
volle Polyzylinder U,. 

3. Es gibt Polynome mit in U, reguliren Koeffizienten 


094 (U4, 1) = (v4 — vf + AP(r) (vj — vp)? +--+ + AME), 
so daB M* genau dargestellt wird durch 
y= ++ = Wq= 0; TEM. 


Es ist A (t°) = 0 und fiir alle Wurzeln (v;, t’) von w, = 0 gilt v’¢ U,. 

Zusatz. Alle Komponenten von QM seien k-dimensional. Dann heibe M 
selbst k-dimensional. Alsdann gilt noch: 

4. M* ist der volle Polyzylinder. 

5. U(P) und die w, lassen sich so wihlen, daB 

a) die Projektion von M@-\ U(P) in den (v;,t)-Raum durch w, = 0 genau 
gegeben ist; 

b) zu jedem Punkt P*= (v*, r*) € M, dessen t* nicht auf der Vereinigung 
der Diskriminantenflichen der w, liegt, eine Umgebung U(P*) existiert, in 
welcher N* = M ist. 

6. Ist M irreduzibel in P, so kénnen die w, irreduzibel gewahlt werden. 


1.12 Ausgezeichnete analytische Gebilde. 
Jeder irreduziblen analytischen Menge IN der Dimension k ist nach WEIER- 


~ 


STRASS ein analytisches Gebilde k-ter Stufe I zugeordnet’®). Das ist ein 


*) Vgl. [13], Satz 1. 
1) Vgl. [12], S. 170 und [5]. 
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topologischer Raum, dessen Punkte die Paare (P,%) sind. Hier ist P ein 
Punkt der Menge M und GB ein zugehériges Primelement. Wir fassen M als 


Punktmenge iiber dem C" auf. Die Spur von Mm — das ist die Projektion 
in den C™ — ist M*. Die Punkte auf den Selbstdurchdringungen von M* 
sind mehrfach zu zihlen. 

Es sei nun @ (uw, t) = (u— u®) + A,(t) - (u— w®* “+ --- + A,(t) ein in 
(|u| < co;t €T) irreduzibles Polynom, A regular in 7. Ist auBerdem A (r°) = 0 
und @ in (u®,t®) irreduzibel, so heiBt @ ausgezeichnet. 

Definition 1.1. Das durch w = 0 iiber (|u| < co; t € T’) definierte analytische 
Gebilde werde 2Q(u, t) genannt. Ist w ausgezeichnet, so auch Q(u, t) und (u®, r°) 
sein Mittelpunkt. 

Weiter seien g,,..., 9, auf 2(u, rt) eindeutige regulire Funktionen. g ist 
also im Punkte (u’,t’) eine regulire Funktion von t im gewéhnlichen Sinne, 
wenn die Diskriminante D(t) von @ in t’ nicht verschwindet. In den iibrigen 
Punkten ist g stetig™). 

Definition 1.2. Die durch v;= 9,(P); P € 2 (u, 1) iiber dem (u, t, v)-Raum 
erklirte Punktmenge Q(u,t,v) heiBt analytisches Gebilde der Dimension k. 
Ist Q(u,t) ausgezeichnet (Mittelpunkt P®(u®,r°)) und v® = g,(P°), so heipt 
auch Q (u, t, v) ausgezeichnet und (u®, r°, v®) sein Mittelpunkt. 

Dem Gebilde 2(u,t, v) ist zugeordnet erstens die analytische Menge 
Q(u,t, v) der Spurpunkte im (u, t, v)-Raum, und zweitens ihre Projektion 
in den (t, v)-Raum. Diese gleichfalls analytische, k-dimensionale und irre- 
duzible Menge besitzt dann die Parameterdarstellung v,;=g;(P). Sie soll 
kanonisch heiBen. Das Gebilde Q (u, 7) tritt hier nur als Hilfsmittel zur Er- 
klarung der g, auf. 

Definition 1.3. Lipt sich die Menge M* des (t, v)-Raumes als Projektion 
eines Gebildes Q (u, t, v) darstellen, so heiBe die Parameterdarstellung v;= g;(P) 
(g reguliér auf Q(u,t)) kanonisch. Ist Q(u,t) ausgezeichnet, so ist M* und 
seine Darstellung ausgezeichnet. 

Aus dem Einbettungssatz ergibt sich nun der 

Satz von Weterstrass!*). Unter den Voraussetzungen des Einbettungs- 
satzes kinnen die Primelemente von M in jedem Punkte so gewiahlt werden, dap 
sie ausgezeichnete Mengen sind. Sie haben dann also eine ausgezeichnete ka- 
nonische Darstellung. Sie mégen ausgezeichnet heiBen und (v°, t°) ihr Mittel- 
punkt. 

Beweis. U(P) = (U,(P), U,(P)) und die @, seien gemaB (5), (6) des Ein- 
bettungssatzes gewihlt und @ ein Punkt des Primelementes J, der (5 b) 
geniigt. In einer Polyzylinder-Umgebung U*(Q) = (U?, U?) besitzt B dann 
eine regulire Darstellung v,;= g,;(t). Man erhalt g; durch Auflésen der Glei- 
chung w;= 0. Es sei U; die an den Diskriminantenflaichen der w, geschlitzte 
Umgebung U,(P). In U; sind die g; unbeschrankt regular fortsetzbar; der 


11) Die Argumente der g; sind die Punkte des Gebildes 2(u,t), die durch t ja nicht 
eindeutig bestimmt sind. Trotzdem werde ich diese Punkte haufig auch mit t bezeichnen. 
MiBverstandnisse sind nicht zu befiirchten. 

42) Vgl. [12], S. 132. 








re TD 
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iiber Ut gelegene Teil DB’ von DP ergibt sich durch gleichzeitige Fortsetzung 
in der Darstellung (v,, . . ., Un) = (91, ---:9m)- Die g; sind in U, selbst alge- 
broid und 4,-wertig. Es gibt nun ein ausgezeichnetes analytisches Gebilde 
Q (u, t) tiber dem Gebiete (|u| < oo; U,) mit dieser Eigenschaft: Die Funk- 
tionen g, sind auf 2(u,t) regulir und eindeutig. Zu zwei verschiedenen 
Punkten von Q2(u,t) mit gleicher Spur gehéren verschiedene Systeme 
(gi, . - -: Gm) von Zweigen der g, (vgl. [12], S. 118). 

$ erhalt man aus J’, indem man die Haufungsstellen hinzunimmt. Die 
Darstellung v,= g;(t); t ¢ Q (u, t) ist die gesuchte. 


1.13 Maximumprinzip und Folgerungen"). 


Hilfssatz. Es sei D ein ausgezeichnetes Primelement mit dem Mittelpunkt 
O, h( P) eine auf P eindeutige regulire Funktion. Ist dann |A(O)| = max |A(B)| 
so ist h( P) eine Konstante. 

Beweis. v,= g;(t); T¢ Q sei die Darstellung von % gemaB Definition 3. 
Durch sie geht h in eine Funktion h(r) iiber, die auf Q regular ist. Sie hat ihr 
Maximum im Mittelpunkt M von Q2. Q habe r Blatter; h hat also r Zweige 
h,,...,h,. Die symmetrischen Grundfunktionen der h, sind in der t-Pro- 
jektion 7 von Q eindeutig und regular. Sie sind simtlich Konstanten. Sei 
etwa s(t)= Lh,. Dann ist max |s| < max J {h,| < 2 max |h,| <r |h(M)| 
= |s(M)|. Also ist s = s(M) nach dem Satz vom Maximum. Entsprechend 
schlieBt man bei den anderen Grundfunktionen. Da sie nun alle konstant sind, 
muB auch fh und dann h selbst konstant sein. 

Folgerungen. Die Bedeutung des Einbettungssatzes beruht auf Folgendem. 
Ist die Menge M im Punkte P analytisch, so sind nach geeigneter Wahl 
affiner Koordinaten und der Umgebung U(P) die Voraussetzungen des Satzes 
erfillt. Der Wrererstrasssche Satz kann daher auch so ausgesprochen werden: 
P sei ein Punkt der analytischen k-dimensionalen Menge M. Die zu P ge- 
hérigen Primelemente und die Koordinaten lassen sich dann so bestimmen, 
dap die Primelemente ausgezeichnete kanonische Darstellungen besitzen. Daraus 
und aus dem Hilfssatz ergeben sich wichtige Aussagen. 

Maximumprinzip. Die Menge M sei in G analytisch und irreduzibel. h(P) 
set eine auf M reguliire eindeutige Funktion. Weiter sei |h(Q)| = max |A(IM)| 
und Q€M. Dann ist h eine Konstante. 

Der Beweis folgt sofort aus dem Hilfssatz und dem Weterstrassschen 
Satz. 

Satz 1.1. Sei M in U(P) analytisch und a eine in U(P) regulire Funktion 
mit |a(P); = 1. Schneidet M das Gebiet \a| > 1 nicht, so muB M auf der analyti- 
schen Menge a = a(P) liegen. 

Das ergibt sich, wenn man das Maximumprinzip auf die Funktionen an- 
wendet, welche a auf den Komponenten von I induziert. 

Satz 1.2. P sei ein Punkt der analytischen Hyperebene E der topologischen 
Dimension 2n —1, U(P) eine Umgebung von P und M eine k-dimensionale 


13) Vgl. [16], S. 233. 
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analytische Menge, welche P enthilt. Dann liegt M entweder ganz auf E oder 
aber M schneidet beide Seiten von E. 

Nach Satz 1.1 ist das richtig, wenn EF eine Darstellung |a| = 1 mit regu- 
larer Funktion a hat. Das ist der Fall. — Aus diesem Satze folgt, daB es be- 
schrankte, abgeschlossene in allen ihren Punkten analytische Mengen einer 
Dimension k = 1 nicht gibt. Das ist 

Satz 1.3. Das Gebiet G sei beschrainkt und M* in G analytisch (k>1). Dann 
kommt M* dem Rand von G beliebig nahe (vgl. [13], Satz 7). 

Beweis. Anderenfalls muB es eine Kugel K geben, welche M* umfabt 
und deren Rand einen Punkt P ¢ M* enthilt. Die analytische Hypertangente E 
von K in P wird von MW nur in P beriihrt. Die andern Punkte von M* liegen 
alle auf derselben Seite von Z. Das widerspricht Satz 1.2. 

Ein anderer Beweis des Maximumprinzips (und des Satzes 1.3) folgt ans 

Satz 1.4. M sei in G analytisch und irreduzibel, h(P) eine auf M regulire 
eindeutige Funktion. Ist nun h(Q) = 0 (Q auf M) und e > O geniigend klein, 
so gilt: Entweder ist h (auf M) identisch Null, oder h nimmt alle Werte c’ des 
Kreises |c| < © an (insbesondere die reellen Werte ). 

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, daB M erstens ein ausge- 
zeichnetes Primelement mit dem Mittelpunkt Q und zweitens eindimensional 
ist. Dann hat M eine Darstellung v;= g.(t,); t,¢€ Q(u,t,) mit nur einem 
Parameter t,. Die 1,-Projektion von Q ist ein Gebiet iiber der t1,-Ebene. 
h(P) gehe in h(r,) tiber. Die Behanptung folgt nun aus der Gebietstreue der 
Abbildung w = h(z,). 


Kanonische Darstellung im Groen. 


Voraussetzungen. QM sei eine im Gebici (A (\v,|< 1); t€T7) des (v, T)- 
Raumes analytische, irreduzible, pGieiintenst Menge. Uberdies mége M 
vom Rande des Gebietes A (\e1 < 1) einen positiven (euklidischen) Abstand 
haben. Dann gilt der 

Satz 1.5. Es gibt iiber (|u| < 00; t €T') ein analytisches Gebilde Q (u, t) und 
auf Q(u,t) regulire eindeutige Funktionen g,,...,9m 80, dap M durch 


Y= Gy (T); ~~ -3 Um= Jm(T); TE Q genau dargestellt wird. Q(u, t) ist im allge- 
meinen nicht ein ausgezeichnetes Gebilde. Diese Darstellung heiBe kanonisch. 


Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen und von Satz 1.3 trifft jede 
Ebene t,— 1?! = ---=1,—t}?= 0 die Menge M nur in isolierten Punkten. 
Daher sind die Bedingungen fiir den Einbettungssatz in jedem Punkte von M 


m 
erfiillt. Man iiberdecke nun (f (|v;| < 1); t€7') mit abzahlbar vielen Poly- 
1 


zylinder-Umgebungen U(P) der Art, wie sie im Einbettungssatz vorkommen. 
Zu jeder U(P) gehéren ausgezeichnete Polynome «/’(v;,t) mit dem Mittel- 
punkt P. Sei 7” das an der Vereinigung der Diskriminantenflichen der «/’ 


or- GF 
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geschlitzte Gebiet 7. Wie beim Werersrrassschen Satz folgt: Ist Q ein 
Punkt von M, der iiber 7” liegt, so hat M in einer Umgebung U(Q) eine 


regulire Darstellung v,;= g;(t). Da M vom Rande von f(|v,;| < 1) einen 
1 


positiven Abstand hat, sind die g; in 7” unbeschrinkt regular fortsetzbar, 
endlich-deutig und in 7 selbst algebroid. Jedes g; geniigt daher einer in 
|v;| < co; t€7) irreduziblen regularen Gleichung vj"i + A(?(r) v™i-? + +++ + 
4S, (t)= 0. Den itiber 7” gelegenen Teil IM’ von M erhalt man durch 
gleichzeitige Fortsetzung der g;. Es gibt nun ein analytisches Gebilde Q(u, r) 
iiber dem Gebiete (|u| <oo;7¢7') des (u,t)-Raumes mit der Eigenschaft: 
Die Funktionen sind auf 2(u, tr) regular und eindeutig. Zu zwei verschie- 
denen Punkten von 2 mit derselben Spur gehéren verschiedene Systeme 
(gi, . . .. 9X) von Zweigen der g, (vgl. [12] S. 118). M erhalt man aus M’, in- 
dem man die Haufungsstellen hinzunimmt. Die Darstellung v,= g,(t): . . . : 
Um = Jm(T) ist die gesuchte. 


$2. Analytische Elemente und ihre Erweiterung. 
2.1 Analytische Elemente"). 

Es sollen besondere analytische Mengen mit bequemen Parameterdar- 
stellungen, die analytischen Elemente, ausgezeichnet werden. Dazu gehen wir 
von einem Gebilde 2*(u, 1) aus, definiert im Gebiete (|u| < oo; t ¢7'*) des 
(uw, t)-Raumes durch eine irreduzible regulaire Gleichung 


w@ (u, tT) = u4+ A,(t) w4-14 +--+ A,(t) = 0. 
Es sei 7 ganz in 7* enthalten und 2 (u, rt), der itiber 7 gelegene Teil von 
(2*, noch irreduzibel. Die Funktionen g,, . . ., g, seien auf Q2* regulir und ein- 


deutig. Dariiber hinaus wird von der durch z;= g,(t) vermittelten Abbildung 
gefordert: 

a) Das Gleichungssystem z? = g,(t) hat auf Q* nur isolierte Lésungen. 

b) Die Punkte auf Q* (in denen die Diskriminante nicht verschwindet und) 
fiir welche der Rang der Matrix (7 kleiner als k ist, erfiillen hichstens (k—1)- 
dimensionale analytische Mengen. 

Dazu nehmen wir noch eine Bedingung, die nicht immer erfillt zu sein 
braucht: 

c) Ist R Randpunkt von 2 und z’ sein Bild, so hat das System z= g;(t) 
innerhalb von Q keine Lésung. 


Definition 2.1. 1. Erfiillt die Abbildung z; = ;(t) von Q2* die Bedingungen 
a), b), so heiBe sie auf 2Q* zuléssig und auf Q zuléssig im weiteren Sinne. 

2. Ist auch c) noch erfiillt, so heiBt z,= 9,;(t) auf Q zuléssig im engeren 
Sinne. 

Definition 2.2. Die Punktmenge €* des z-Raumes ist ein analytisches Element 
der Dimension k, wenn sie auf ein Gebilde Q durch eine auf ihm im engeren 


4) Vgl. [12], 8.170. Hier wird ,,Element™ anders erklart. 
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Sinne zuliissige Abbildung z,=g,(t) bezogen ist. Die Darsteliung z, = g;(t); 
t € 2 (9, regular auf Q* ) ist eine zuléssige Parameterdarstellung. 

Die Berechtigung dieser Definition folgt aus 

Satz 2.1. Jedes analytische Element €* ist eine irreduzible, k-dimensionale 
analytische Menge. 

Beweis. 1. €* ist eine analytische Menge. Durch z= g,(t); t< Q(u,t) 
wird nach Definition 1.2 ein analytisches Gebilde Q(u,1,z) des (u, r, z)- 
Raumes erklirt. Seine z-Projektion ist €*. Die Menge der Spurpunkte von 
2Q(u, t, z) sei Q. Sie ist eine analytische Menge. Ist nun (u®, r°, z°) ein Punkt 
auf Q, so trifft die Ebene z,— 2? = - - - = z,— 22 = 0 wegen der Bedingung a) 
Q nur in isolierten Punkten. Alle diese Schnittpunkte sind wegen c) innere 


n 
Punkte von 22. Infolgedessen kann man ein Gebiet H = f (\z;— 2°| < e;: 
1 
u,t beliebig) so angeben, daB gilt: H-\Q ist analytisch und beschrankt: 
auf Hr\Q treffen die Voraussetzungen des Einbettungssatzes zu. Dabei 


spielt z die Rolle von t, (w. t) die von v. Aus 1., 2. des Satzes geht hervor, 
n 

daB die z-Projektion von H > Q, das ist aber €* ~ — (\z,— 29| < e,), eine ana- 
1 


an 

lytische Menge oder der Polyzylinder — (|z;— 2?| < e,;) ist. Unter 2. ergibt 
1 

sich mit, daB der erste Fall eintritt. 

2. €* ist k-dimensional. 2° sei ein Punkt auf €*. Er hat endlich viele Ur- 
bilder P,, . . ., P,innerhalb Q2 (u, rt). Seien U(P,) noch genauer zu bestimmende 
Umgebungen der P, auf Q(u,t). Dann gibt es eine Umgebung U(z®), so daB 
U(z®) -\ & in der Vereinigung der Bilder U/, der U(P,) enthalten ist. Sonst 
miiBte z° auBerdem noch Bild eines Randpunktes von Q sein. Das ist wegen c) 
nicht der Fall. Da €* genau aus den Bildpunkten von 2 besteht, ist also 


(2%) -\ € = U2) U US. 
1 


Sei nun zuniachst angenommen, daB kein P, Verzweigungspunkt von {2 ist. 
Dann gibt es eine Umgebung V(P,) auf 2, welche keinen Verzweigungs- 
punkt enthalt. In ihr sind die g; gewéhnliche regulire Funktionen von r. 
Das Bild einer passenden Umgebung V*(P,)c V(P,) ist eine k-dimensionale 
analytische Menge. Denn wegen der Bedingung a) sind fiir das jetzt im ge- 
wohnlichen Sinn regulire System z;= g,;(t) die Voraussetzungen des Satzes 
iiber die ,,Parameterdarstellung eines Elementes‘‘') erfillt. Es sei U(P.,) 
= V*(P,). Nun folgt 

a) Ist z° nicht Bild eines Verzweigungspunktes, so ist U(z®) > €* genau 

k-dimensional. 

Da die Bilder der Nicht-Verzweigungspunkte auf €* dicht liegen, gilt noch 

B) U(z®) 0 & ist iiberall mindestens k-dimensional. SchlieBlich gilt 

y) Die Bilder der Verzweigungspunkte liegen auf U(z®) -\ €* nirgends dicht. 

Beweis. Die Verzweigungsfliche g von (2(u, rt) laBt sich darstellen als Ver- 
einigung von abzahlbar vielen Gebilden g,, deren Dimensionen zwischen () 

15) Vgl. [12], S. 173. 
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und k — 1 liegen, mit den Eigenschaften: 1. g, hat eine Parameterdarstellung 
h 

u= u(a): T= t(a); o = (O;,. . ., O,) mit in | (|o,| < 1) reguliren Funktionen 
1 


u, t (hk = dimg,). 2. Die Funktionen g;(t) gehen auf g, in eindeutige regulire 
Funktionen g;(c) tiber*). Sie definieren eine Abbildung von g, in den z-Raum, 
welche wegen a) den Bedingungen des Satzes iiber die ,,Parameterdarstellung 
eines Elementes*‘ geniigt. Also ist das Bild g} von g, eine h-dimensionale 
analytische Menge (kh = Dimension von g,). Da h = k—1 ist, liegt g} auf 
¢* -\ U(z®) nirgends dicht. Dasselbe gilt dann fiir die Vereinigung g’ der g}. 
Denn wegen der Stetigkeit der Abbildung folgt aus P} ¢ g/, und Q’= lim P%. 
daB Q’ auf dem Bild von g, also in wenigstens einem g; liegt. 

3. €* ist irreduzibel. 

Es sei € das €* zugeordnete analytische Gebilde, dessen Punkte die Paare 
(P.Y) mit Primelementen Y sind. Weiter seien P,, P, Punkte mit Um 
gebungen U,, U., in denen sich € auf ein Ebenenstiick abbilden laBt. Es ist 
zu zeigen, daB es eine Kurve C von P, nach P, gibt, welche nur Punkte der 


Art wie P,, P, enthalt. In U,, U, gibt es nun Punkte Or Qe mit Urbildern Q. 
@, auf Q, die nicht auf der Verssulguandilinte von 22 liegen und in denen die 
Matrix (5%) den Rang k hat. Q,, Q, lassen sich auf 2 durch eine Kurve C 
verbinden, die nur Punkte derselben Art wie Q,, Q, besitzt. Ihr Bild ver- 
bindet Q1, Qe auf die geforderte Weise. Wird nun noch P,, P, mit 0, Q. in 
0, U 2 verbunden, so hat man eine gesuchte Kurve CG. Also ist € zusammen- 
iaeneadl und &* daher irreduzibel. 

Anmerkung. Der Begriff des Elementes ist bei WrreRsTRAsS!’) etwas 
anders als hier getaBt. Er verlangt im wesentlichen, daB die Parameter 1 
lineare Funktionen der z,; sind. Die Bedingungen a), b), c) sind dann nicht 
nétig. Diese Einschrinkung der Parameter ist jedoch oft lastig. —- Legt man 
den Parametern keine unnatiirlichen Beschrinkungen auf, so miissen Be- 
dingungen an die g; gestellt werden. Sonst ist das Bild nicht einmal notwendig 
eine analytische Menge (vgl. [12], 8.177), geschweige denn k-dimensional. 
Die wesentliche Bedingung ist nun a). Sie sichert, daB die Bilder der Prim- 
elemente von 2 analytische Mengen der Dimension k& sind (vgl. unten). 
h) folgt aus a). Das fiihre ich nicht aus. Die Bedingung c) ist nur erforderlich, 
wenn das Bild als analytische Menge des z-Raumes aufgefaBt wird. Dann 
muB vermieden werden, daB Randpunkte von 2 dasselbe Bild wie innere 
Punkte haben. Wird das Bild von Q dagegen als Gebilde €, also als Punkt- 
menge iiber dem z-Raum betrachtet, so ist c) iiberfliissig. Das fiihre ich jetzt aus. 

Es sei nun z;= g;(t) auf 2 zulissig im weiteren Sinne. Ist P(w’,t’) ein 
Punkt auf 2 und 2’ sein Bild, so gibt es Umgebungen U(P) acf Q, fiir die 

k 


gilt: 1. Die t-Projektion von U(P) ist der Zylinder T’= f (|t,— | < 6); der 
1 
%) Vgl. [12], 8. 122. 
7) Vgl. [12], 8. 170. 
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Rand von U(P) liegt iiber dem Rande von 7’. 2. Das Bild von U(P) ist 
eine in z’ analytische Menge. Genauer: Das Bild von U(P) sei U. Es 
gibt eine Umgebung V(z’) so, dab Ur V eine k-dimensionale analytische 
in z’ irreduzible Menge ist. 

Beweis. U(P) sei gemaB8 1. gewihit und so klein, daB 7’ ganz im Inneren 
von 7 enthalten ist. Durch z;= g;(t); (u,t) « U wird im (u, 1, z)-Raum ein 
analytisches Gebilde definiert. Seine Spur ist eine k-dimensionale analytische 
Menge M*. Die Ebene z,— zj = +++ = z,— 2z,= 0 trifft M* nur in isolierten 
Punkten. Es gibt also eine Umgebung W (u’,t’,z’) so, daB z,— zj = 
= z,—2,= 0 mit WM nur den Punkt (u’, t’, z’) gemein hat. Daher kann 
der Einbettungssatz angewendet werden: Es gibt eine Polyzylinder-Umgebung 
W*= (WS, W*, W*) derart, daB die z-Projektion M, von W* > M* der volle 
Zylinder W* oder aber eine analytische Menge ist. Man schlieBt nun wie im 
Beweis von Satz 2.1 weiter, daB es eine k-dimensionale Menge ist. Es ist 
noch zu zeigen, daB es beliebig kleine Umgebungen U (z’) gibt, in denen M. 
irreduzibel ist. Nun gibt es aber beliebig kleine Umgebungen von P, deren 
Bild irreduzibel ist. Das ergibt sich wie unter 3. im Beweis zu Satz 2.1. 
Daraus folgt die Behauptung. 

Auf Grund des Vorhergehenden werden passende Umgebungen der Punkte 
von 2 auf Primelemente eines irreduziblen k-dimensionalen analytischen Ge- 
bildes tiber dem z-Raum abgebildet. Daraus geht hervor 

Satz 2.la. Durch eine auf Q(u,t) im weiteren Sinne zuliissige Abbildung 
2;= 9;(t) wird Q(u,t) auf ein irreduzibles analytisches Gebilde der Dimension 
k abgebildet. Die Darstellung z,= g;(t); t « 2 mége eine zulissige Parameter- 
darstellung des Gebildes heifen. 


2.2. Faserung und Parameterdarstellung. 

2.21. Es seien Z,Z, (Z enthalten in Z,) Gebiete des z-Raumes im Poly- 
zylinder f\ (|z;| << 1) und 7,7, (7 mit Rand in 7, enthalten) Gebiete des 
t-Raumes. (Z, 7’) bezeichne das Produkt vw... Z und 7. Weiter seien in (Z,, 7.) 
regulare Funktionen f,(z,t),..., f,(z,t) gegeben, welche den Bedingungen 
geniigen: 1. Fiir jedes tr’ ¢ 7’, erkliren die Gleichungen f,(z,t’) = --- = f,.(z,t’) 
= 0 in Z, genau eine irreduzible analytische Menge der Dimension n — k, ,,die 
Faser §(t’)‘‘. Verschiedene Fasern sind punktfremd: §(t’) \¥(t’’) = 0 fiir 
t+1. 2. Es ist Z,= UG(t)/t¢€ 7, und Z = UG(t)/t ¢ T. Der Rand von 
G(r) sei C(t) und C,= U C(r)/t < T,. 3. Die inneren Punkte von Z, und die- 
jenigen Randpunkte, die nicht zu C, gehéren oder Hiufungspunkte von (', 


sind, liegen innerhalb f (|z,| < 1). 
1 
Definition 2.2. Die Darstellung Z,= UG (t)/t <1, heiBt ,,Faserung von Z,°. 


Die t sind die Faserkonstanten. 


2.22. Gegeben sei die in Z, analytische Menge g* . 
Definition 2.3. Die Faserung Z,= UG(t)/t€7', ist zuldssig fiir gk , wenn 
gi, von C, einen positiven (euklidischen) Abstand hat. 
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Satz 2.2. gi sei in Z, analytisch, irreduzibel und k-dimensional. Die Fa- 
serung Z, = UG(t)/t 67, sei fiir gt zuldssig. Ist dann T geniigend groB, so 
ist g*= Z7\g* ein analytisches Element im Sinne der Definition 2.2. Das heift 
ausfiihrlich: 1. g* ist irreduzibel. 2. Es gibt ein Gebilde 2, (u,t) iiber (\u| < «; 
T,) und auf 2,(u,t) reguliire eindeutige Funktionen g,,...,g,, 80 dap g* 
durch z;= 9;(P); P ¢ 2 genau dargestellt wird. Dabei ist Q der iiber T gelegene 
Teil von 2,(u,t). Die g; geniigen den Bedingungen a), b), c). 


Beweis. Durch /,(z, tT) = --- = f,(z, t) = 0; z € g& wird im Gebiete (Z, , 7.) 
des (z,t)-Raumes eine k-dimensionale analytische Menge M* erklart. Jede 
Ebene t,— Tj = **:=%—t’ = 0 trifft M* (vgl. Satz 1.3) nur in isolierten 


Punkten. In diesen ist M* analytisch. Daher ist M* eine in f— (|z,| < 1); 7, 
n 

analytische Menge. AuBerdem hat M* vom Rande des Gebietes f (!z,;| <1) 
1 


einen positiven Abstand. Auf jede Komponente M, von M* treffen daher die 
Voraussetzungen des Satzes iiber die kanonische Darstellung im GroBen zu 
($1, letzter Satz). Infolgedessen gibt es iiber (|u| < 0o;7',) ein analytisches 
Gebilde 2,(u,t) und auf ihm regulire eindeutige Funktionen g,, so, daB 
M, durch z;= g;(P); P¢ Q, genau dargestellt wird. 

Man mache nun 7' so groB, daB der iiber 7 gelegene Teil 2 von Q, ein 
zusammenhingendes, also irreduzibles Gebilde ist. Das ist méglich. Dann 
hat g* = g§ -\Z die Darstellung z,= g,;(P); P € Q. 

Beweis: Die Darstellung geniigt jedenfalls den Forderungen a), b), c) 
(vgl. 2.1). Denn es ist F(t’) \F(t’”’) = 0, wenn t’+7’’, und zu jedem 7’ gibt 
es nur endlich viele P auf 2,. Sie erklirt daher eine im engeren Sinne zu- 
lassige Abbildung von 2. Das Bild ist nach Satz 2.1 eine irreduzible k-dimen- 
sionale analytische Menge g*. Es bleibt zu zeigen, daB g*= g* ist. Nun ist ja 
g* die z-Projektion von M,,-\(t¢€7'), waihrend g* die Vereinigung der z-Pro- 
jektionen von M, -\ (t ¢ 7’) fiir alle Komponenten M, von M* ist. Jede dieser 
Komponenten wird wie oben M, auf ein irreduzibles Gebilde des z-Raumes 
abgebildet, dessen Spur in g* enthalten ist. Waren die Spuren dieser Gebilde 
nicht alle miteinander identisch, so miiBte gt reduzibel sein. Das ist nach Vor- 
aussetzung ni~ht der Fall. Also ist gt = g*. Die Darstellung z, = g,(P); P¢ 2 
ist die gesuchte. 

2.23. Anmerkung. Es ist ohne weiteres klar, daB der Begriff der Faserung 
verallgemeinert werden kann. Man darf z. B. statt schlichter Gebiete Z, 7 
analytische Gebilde zugrunde legen. Da im folgenden nur der einfache 
Faserbegriff benutzt wird, soll das hier nicht weiter ausgefiihrt werden. Da- 
gegen sei noch auf den engen Zusammenhang mit der analytischen Pro- 
jektion!*) von Gebieten hingewiesen. Letztere ist jedoch, so weit mir bekannt, 
bisher nur im Falle k = n — 1 behandelt worden. 


2.3 Erweiterung analytischer Elemente. 


2.31. Ein Element ist erklairt als analytische Menge des z-Raumes, welche 
durch eine zulassige Abbildung z, = g,(t) auf ein Gebilde Q(u,r) bezogen ist. 





18) Vgl. [8], [18]. 
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Q ist der iiber 7 (7' ganz in 7) gelegene Teil eines Gebildes Q, : 
@(u,t) = u™ + A,(t) u™1+ +--+ A,,(t)= 0; A regulir in 7’,. 


Es kann nun vorkommen, daB alle A(r) noch in einem 7, umfassenden 
Gebiet 7',, regulir sind. Dann gibt es ein 2, umfassendes Gebilde 2,,, das 
durch analytische Fortsetzung aus 2, entsteht. Die g,; brauchen auf 2,, 
aber nicht regular zu bleiben. Dies ist jedoch der Fall, wenn 7,, die Re- 
gularitatshiille §(7',) von 7, ist. 

Satz 2.3. Sind 2, und Q,, die durch das irreduzible Polynom w(u,t) iiber 
T, und T,, = (17,4) erklirten Gebilde, so ist jede auf 2, regulire und ein- 
deutige Funktion g zu einer auf 2,, reguliren eindeutigen Funktion fortsetzbar. 
Kurz: g bleibt auf 2,, regulér. 

Beweis. 1. 7, sei das an der Diskriminantenfliche von w geschlitzte 
Gebiet 7. Uber jedem Punkte von 7", liegen m Punkte von Q,, und auch 
m Funktionselemente g,. Letztere brauchen nicht alle von einander ver- 
schieden zu sein. Die symmetrischen Grundfunktionen E(t) der g, sind in 7’, 
regular und eindeutig. Sie bleiben es in der Regularititshiille 7,,— 9(7,). 


2. Jede irreduzible Komponente g,; der Diskriminantenfliche von wm mu8 
T, schneiden. Denn in dem Regularititsgebiet 7,, gilt die erste Aussage 
von Cousin”): ,,Zu jeder (& — 1)-dimensionalen analytischen Fliche gibt es 
eine in 7',, meromorphe Funktion h, welche diese Fliche und nur sie als 
Polfliche hat.‘‘ Alle Komponenten g; sind (k— 1)-dimensional. Die zu g; 
konstruierte Cousin-Funktion h; muB in 7’, Pole haben. Sonst wire sie auch 
in 7',, regulir. Also schneidet g,; 7. Dasselbe gilt fiir die Komponenten 
von 6 (vgl. 3.). 


3. Wegen 1. geniigen die Funktionselemente von g einer (nicht notwendig 
irreduziblen) Gleichung G" + E,(t) G™-1+ --- + E,,(t) = 0 mit in 7,, regu- 
laren eindeutigen Koeffizienten E(t). Sei b die t-Projektion der Verzweigungs- 
fliche des zugehGérigen Gebildes und §6,= 6 7T,. Da g auf 2, regular ist, 
muB 6, und dann (wegen 2.) auch 6 in der Diskriminantenfliche g von Q,, 
enthalten sein. Es sei jetzt 7, das an g geschlitzte Gebiet T,,. In 74, 
sind sowohl die Funktionselemente von u als auch die von g unbeschriinkt 
regular fortsetzbar. Die gleichzeitige Fortsetzung der Paare u,g — die Zu- 
ordnung des Elementes g zum Element u ist auf 2, eindeutig festgelegt — 
ordnet jedem Punkte von 2,, eindeutig ein Element der Fortsetzung von g zu. 
Die so auf 2,, in allen iiber 7,, gelegenen Punkten erklirte und dort ein- 
deutige regulire Funktion g ist in den ausgeschlossenen Punkten noch stetig, 
da die Grundfunktionen der Zweige auch auf der Diskriminantenfliche g 
regular sind. g hat also die gewiinschten Eigenschaften. 


2.32. Zwar sind nun — falls 7,,—= 9(7',) ist — die g; auch auf 2,, noch 
als eindeutige regulire Funktionen erklirt. Es ist aber keineswegs sicher, 
daB die auf 2, zulissige Abbildung z;= g;(t) auf 2,, zulissig ist. Dazu wird 


1%) Vgl. [10], [11]. 
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man weitere Voraussetzungen machen miissen. Hier wollen wir zuniichst 
zeigen, daB es geniigt anzunehmen: 

T, habe die Eigenschaft E: Jede in Ty,= 9(T,) analytische nicht null- 
dimensionale Menge dringt in T', ein. 

Spiter wird eine andere Bedingung angegeben, welche fiir diese Arbeit 
ausreicht. 

Satz 2.4. Ist die Abbildung z;= g,(t) auf 2, zuléssig und hat T, die Eigen- 
schaft E, so lapt z,;= g,(t) sich zu einer auf Q,, (definiert iiber T,,= 9(T7',)) 
im weiteren Sinne zuliissigen Abbildung erweitern. 

Beweis. Es ist zu zeigen, daB die durch die Fortsetzung nach Satz 2.3 
erhaltenen auf 2,, reguliiren Funktionen g; den Bedingungen a), b) (vgl. 2.1) 
geniigen. 

a) Das System 2? = g,(r) hat auf 2,, nur isolierte Lésungen. 

Zum Beweise ist zu beachten, daB die Nullstellenmannigfaltigkeit einer 

auf einem analytischen Gebilde der Dimension k reguliren Funktion aus 
analytischen = on der Dimension k— 1 besteht (oder das Gebilde ganz 
erfiillt) (vgl. [12], S. 120). Daraus geht hervor: Entweder hat das System 
z! = g,(t) auf 0... nur isolierte Lésungen; dann sind wir am Ziei. Oder die 
Lésungen erfiillen nicht-nulldimensionale Gebilde auf 2,,. Ihre Projektionen 
in den t-Raum sind dann offenbar auch mindestens eindimensional.’ Sie 
dringen also nach der Voraussetzung in 7, ein. Das heiBt aber, daB auch 
die Gebilde selbst noch 2, schneiden. Und das steht im Widerspruch zu der 
Voraussetzung, daB die Abbildung auf Q, zuliissig ist. 

b) Die Punkte auf 2,, (in denen die Diskriminante nicht verschwindet und), 


fiir welche der Rang der Matrix (= ) kleiner als & ist, erfiillen héchstens 
j 


(k— 1)-dimensionale analytische Mengen. 

Anderenfalls miiBten die k-reihigen Determinanten der Matrix siimtlich 
in einem k-dimensionalen Gebiet auf 2,, verschwinden. Dann wiiren sic 
jedoch auf Q,, identisch Null. Das ist wegen a) nicht der Fall (vgl. [12], 8. 157). 


Auf Grund dieses Satzes wird jeder Teil Q von 2,4 — er mége der iiber T 
(T ganz in 7’,,) gelegene Teil sein und es sei vorausgesetzt, daB Q irreduzibel 
ist — durch z,;= g,(t) auf ein irreduzibles k-dimensionales analytisches Ge- 
hilde € des z-Raumes abgebildet [vgl. Satz 2 2 1 a)]. Ist 7’'c T und € das Ge- 
hilde, auf welches 2 abgebildet ist, so ist Ec €. Der Erweiterung von Q zu 0 
entspricht daher die Erweiterung von € zu &. Es ist nicht von vornherein sicher. 
daB die Spur von € eine analytische Menge ist, wenn dies fiir die Spur von € 
gilt. Dazu ist zu priifen, ob auch die Bedingung c) erfiillt ist. 

Anmerkung. Die Bedingung £ ist z. B. nicht erfiillt, wenn 7, der an der 
eindimensionalen Ebene z,= z.= 0 geschlitzte Zylinder |z,| <1; |z| <1 
|z3| < 1 ist. Um so wichtiger ist die Frage, wann man auf E verzichten kann. 
Entspringt die Darstellung z;= g,(t) einer Faserung, die selbst in einem ge- 
niigend groBen Gebiete erklirt ist, so braucht man keine besonderen Voraus- 
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setzungen iiber 7’, zu machen. Wir gehen aus von einem Gebiet Z,, in der 
Faserung Z,4= U G(t)/t € T'44 und den Teilgebieten Z,= U G(t)/t € 7, und 
Z=UG(t)/t ¢T mit 7,,57,5T7 gemaB 2.21. Die Faserung ist also von 
vornherein fiir Z,, erklart. AuBerdem soll der Rand C(t) der Fasern auf dem 


Rande des Polyzylinders f (|z;| < 1) liegen. 2,4, Q,, O, Q seien wie bisher 
1 


erklirt, so daB also 2,, >2>Q und 2,4 > 2,52 und alle Gebilde irre- 
duzibel sind. Sie liegen iiber 7',,, 7',, T, a. 

Satz 2.5. Die angegebenen Voraussetzungen seien erfiillt und gt in Z, ana- 
lytisch, irreduzibel und k-dimensional. Die Faserung Z,= U G(t)/t¢€ 7, sei 
fiir gk zuldssig (vgl. Definition 2.3). Dann gibt es genau eine in Zy, ana- 
lytische, irreduzible und k-dimensionale Menge gi,, fiir die gk = Zy gt « ust. 

§= Zrgt, ist ein analytisches Element, das Bild von Q. Die Faserung 
Z=UG(t)/t€T ist fiir § zuldssig. 

Beweis. 1. g = Z-\g* wird nach Satz 2.2 durch eine im engeren Sinne zu- 
laissige Abbildung z;= g,(t) auf 2 bezogen. Die Funktionen g, bleiben nach 
Satz 2.3 auf 2,, noch regular. Auf Q, gilt fiir jede von ihnen |g,| < 1 [vgl. 
2.21, 3.]. Das gilt nun auch noch auf 2,,. Denn sonst miiBte es eine Zahl a 
vom Betrage 1 geben und ein g,, etwa g,, welches auf 2,, den Wert a an- 
nimmt. Das Produkt der Zweige von (g,— a) ist in 7, regulir und ein- 
deutig. Die reziproke Funktion ist in 7, regular, da g, dort den Wert a nicht 
annimmt. Sie muB in der Regularititshiille 7,, regulir bleiben. Das heiBt: 
g, nimmt auch in 7 den Wert a nicht an. Das ist ein Widerspruch. 


2. Jeder Punkt z;'=;(t'’) des Bildes liegt auf der Faser &(t'’). Ein 
Punkt z¥= g;(t*) liegt genau dann auf der Faser F(t*), wenn 0 = f,(g(t*),t*) 
=-++-+= f,(g(t*), 7*) ist. Fir alle t* aus 7, gilt nun f;(g(t*), t*) = 0; 
j= 1,...,%. Es ist zu zeigen, daB diese Relation auch in 7',, besteht. Ge- 
setzt, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es Punkte P,¢ 2,, P,¢ 2,, und auf 
2,, eine Kurve L von P, nach P,, so daB nicht in allen Punkten von L die 
gewiinschten Relationen gelten. Darin soll die Méglichkeit enthalten sein, 
daB diese Gleichungen sinnlos werden, da die Funktionen nicht mehr erklart 
sind. Es mu8 nun auf Z einen Punkt Q mit folgender Eigenschaft geben: 
Die Bilder der Punkte P’ auf P, Q liegen auf den zugehérigen Fasern. Wegen 1. 
n 


und da die Rander der Fasern auf dem Rande von f (|z;| < 1) liegen, sind die 


1 
Bilder der P’ in Z,, enthalten. Das gilt auch fiir das Bild von Q. In allen 
diesen Punkten sind dann die Funktionen f; (g(t), t); j= 1,..., & regular. 
Die zweite Eigenschaft von Q miiBte sein: Es gibt Punkte P}’> Q auf Q P,, 
deren Bilder nicht auf den zugehérigen Fasern liegen. Aus dem vorher- 
gehenden geht jedoch hervor, daB in einer vollen Umgebung von Q die Glei- 
chungen /,(g,(t), tT) = --- =f, (g(t), T) = 0 gelten. Das ist ein Widerspruch. 


3. Die Fasern sind nach Definition punktfremd zueinander. Insbesondere 
ist F(t) \F(t) = 0, wenn T auf dem Rande und rz im Inneren von 7 liegt. 
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Wegen 2. kann also das Bild eines Randpunktes von Q nicht auf das Bild 
eines inneren Punktes fallen. Das ist Bedingung c) fir 2. 


4. Jeder Bildpunkt liegt auf einer wohlbestimmten Faser. Das System 
2! = g;(t) hat also nur die eine Lésung r°(z? liege auf der Faser $(r°)). Das 
ist Bedingung a). DaB auch b) erfiillt ist, sieht man wie im Beweis zu Satz 2.4. 

Daher ist nach Satz 2.2 das Bild von Q ein analytisches Element der 
Dimension k. Wegen 1. ist die Faserung = U F(r)/t eT far G zulassig. 
Das gilt fiir jedes Q. Daraus folgt, daB das Bild von 2,, eine analytische 
Menge der Dimension k ist, die den Forderungen geniigt. Denn es ist gi 
= Z,-\ gt, und g = Zr gh,. 

Anmerkung. Hier wird aus dem Fortbestehen der Faserung in Z,, auf die 
Existenz der Erweiterung von g‘ geschlossen. Es ist eine interessante Frage, 
wann umgekehrt aus der Existenz der Erweiterung von g4 auf das Fort- 
bestehen der Faserung geschlossen werden darf. 


§ 3. Die Differentialbedingung”’). 
n 
3.1. Hilfssatz. Ist die reelle quadratische Form »  a?, x, x, positiv definit, 
1 


so auch alle Formen 2 a;, x; 2, mit reellen a;,, wenn nur |a;,— a?,| < e und e 
geniigend klein ist. 

Beweis. Es gibt eine Substitution 2,= 2 c;, xj; |c;,| + 0 so, daB J a?, x, x, 
=X 2x?. Setzt man La;,2,7,= 2 x?+ Lb,,2; xj, so sind die b,, stetige 
Funktionen der a;, und verschwinden fiir a;,— a?,. Weiter ist 

| 1 | 


n n n 
pa bj .X; % S 2 [Bi x] |G ap S72! bix| | a7? + ae | S n+ max |b,,| 2 2. 
jn ' 


1 . , 
Man wihle nun ¢> 0 so, da® |b;,|< 5. Dann ist |2,,2j %| < +22? 


und daher 2 a,,2;2,=242 a?. 

3.2. Im Gebiete G des C" der Verinderlichen z,= x,,-,+ 12%, sei die 
Funktion w(x) reell und zweimai stetig differentiierbar. Nach Einfiihrung der 
komplexen Koordinaten z,, 2, gehe w(x) in (z, Z) tiber. Im folgenden sei [ 
ein Punkt aus G, der noch variiert werden kann. £° aus G soll ein fiir alle Mal 
festgelegt sein. Die Umrechnungsformeln lauten: 





op Oy ,_ oy . op ey . op 
2 0," Temes Ome? 8M Tes + Om, 
4 ep af ey om *y__)_; | _°P _ + ey ; 
02, OZ, OX%ep-19%gn-1 O22, OX» OXey-1 9% O%ey-1 O%ey 
ey ey ay . ay o*y : 
Ga, 0, ~ \Ox_p-1 0a r-, * ae em A ee a oe | 
ay a. 


é 0%, 0%, ~ 22,02, ° 
2°) Vgl. [9], vor allem zu 3.1 bis 3.3. 
Math. Ann. 129. x 
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Zur Abkiirzung wird gesetzt: 


op = al ay ae 
Pu Czy “Tea a2 > Pus = a2, ez, uSW. ; 
B: . 0 0): 
h, oa zy und Pu < Pu (f°) ’ Puv™ ~ = Du v ( ¢°) usw. 
Der Mittelwertsatz 


2n o,, 
y(z)= y(é) ‘3 az, (4) * (tu — &,) + @; 
1 2n 
Q _ >’ (E*) (x (x > €.) (z, - a &,) 


2 5 “er 


geht iiber in 
p(z)= (2) + X (G46) hy + pall) hy) + Qe: 


QO.= EL (Pye (O* )h,h ¥ ¥ Pur (¢* )h,h , i Paz (C*) h,,h,) mit |z c*| s |z— 
Q, ist also die komplexe saeneoang der reellen quadratischen Form Q. In 


Q, ist die Hermrresche Form (H): " Puvh,h, enthalten. 


ee 


3.3. In jedem Punkt aus G sei 


(1) Pn (C) + 9. 
Um fiir »(¢) => 0 analytische Flachen durch ¢ zu finden, welche g < 0 héchstens 
n ¢ treffen, verfahrt man nach Krzoska wie folgt. Zunichst wird 
n °a -1 
(2) h,= 2 re h,,- » b,,h,h, 
si ‘T 

in @ eingesetzt. So entsteht eine Funktion 7 = 7(%;, 
noch stetig von den Konstanten a, 6 und dem Punkt 


> ip Means Maa ee 
abhingt. Durch die 


wy XI 
= 


Bedingung 

(al) Hull) = Pull) + Pn(l) a, (0) = 9 
wird a,,(¢) festgelegt. Da ¢ reell ist, folgt 

(a2) tall) = pa(C) + pall) 4, (2) = 0 


Weiter werde 6), durch 

(D1) Yur (9) = Prot Prn* Gy (S%) + Gon? Gy (5%) + Pan * My (2% - a, (5%) + 
+ 2g On» = 

bestimmt. Dann gilt auch 

(b2) tur (C°) = Xur(C®) = 9. 


Krzoska hat unter anderem bewiesen: Es sei in (2) [= €°; a 
b= 6°, gesetzt. Ist nun die Hermiresche Form 


n= 4, (f°) und 


n— pa 


(H,): a Lu sit* )u, % > u,.= 24 — eS 
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positiv definit, so gibt es eine Umgebung U von £°, welche von (2) auBer in £° 
nur auf der Seite g > 0 geschnitten wird. Die Form (H,) entsteht, wenn in 
n 


(A): ~ Piru, %, U, durch ~ ¢. u,,= 0 eliminiert wird. Also ist (H) auf der 


n 

Ebene S gy?) u,= 0 mit (H,) gleichwertig. Dies Ergebnis wollen wir ein 
1 

wenig erweitern. 


3.4 Der Triagheitsindex von (H,) sei g. Dann gibt es eine Substitution 


n—1 n—1 


7 0 ; a m0 =. ~~. ‘i “. » 
u= Seopum; t= Very; u=—2,—C; uj=—2z—; i=1,....n-—1 
1 1 
welche (H,) in die Normalform 
n-1 
. aris - 
(N): jus |2+ -++ + |g |@— d° d, | up|? (d.= 0 oder 1) 
q+1 
iiberfiihrt. Auf der g-dimensionalen Ebene uj). ,= +++ = u,—;= 0 ist (Hy) 
folglich positiv definit. 
3.5. Man setze nun 
n—1 n—1 
e. ’ a] = rs eS , “, - = 
Ft: hk, = Dah, + 2 6,4, A, (he =e —0; A= e—G;s f= oh) 
n-1 
und dann hy= 3) ¢;,hy; bys y= +++ = hy = 0; i= 1,...,.n— 1 mit zuniichst 


1 
willkiirlichen Konstanten a, 6, c in @ ein. So entsteht eine reelle Funktion 


g(z', 2") = g(z, %, . - +, 2%, 2%, a, 6, ¢, C’), welche mit ihren Ableitungen noch 
stetig von den Parametern a, 6, c, ¢’ abhingt. Von nun an werde a, = a,,(¢’) 
eingesetzt. Dann ist g,,(¢’) = 9,,(C’) = 0. Um die noch vorhandene Abhingig- 


keit von 6, c, f° anzudeuten, schreiben wir g,,,(2’, 2’) = B,,,(z’, b,c, [') usw. 
Der Mittelwertsatz liefert jetzt 


g(z',2)=9(0', 0) + Q 


mit 
1 - —~ ‘ ._(* = a —_— - ZL 
QO. 2 2 {B,,,(C*, b,c, ¢ ) hj, hy + B,=(C*,6,¢,¢ )hi hy ; B;; (¢*, 6, ¢, o’) hj, hi} 
und 
= - - , 
ay Cul = |oa- - 2]. 
Fiir die speziellen Werte 6° ,, c?,, £’= C° kiirzen wir ab: B,,,(£°, b®, c®, 6°) = Be, 


usw. Dann ist erstens [vgl. (bl) unter 3.3] B0,— B2;= 0 und zweitens ist 


wegen (3.4) die Hermiresche Form £ B®.;h',h; positiv definit. 

Da B°,= B&;= 0, ist, reduziert sich Q, fiir die speziellen Parameterwerte 
f’= (*= C°; b= 6°; c= c® auf die positiv definite Form 2 B® ;h',h;. Daher 
kann nach dem Hilfssatz ein ¢ > 0 gefunden werden, so daB alle Formen 
Q,(C*; 6; c; f’) positiv definit sind, wenn nur 

C.— Al <e; [e—Bl<e; |b,,—8B,|<e: len.—h] <e 


ist. 
x* 
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3.6. Das Ergebnis der bisherigen Uberlegungen fassen wir zusammen. 
Voraussetzung (v). Im Gebiete G des C" der Variabeln z, = x,,,- ; +i 22, 

sei p(x) = @y(z, 2) = g(z) eine zweimal stetig differentiierbare, reelle Funktion 


und ad + 0. Weiter sei (°c G ein Punkt der Hyperfliche g= 0. Und endlich 
n 


sei g > 1 der Trigheitsindex der Hermireschen Form £ ¢?;- u,%, auf der 
Ebene 2 ¢? u, = 0. 
Die zu (c?,) inverse Matrix sei (d®,); es ist det (d°,) + 0. 


Satz A. Unter der Voraussetzung (v) existiert eineUmgebung U = A (|2z,—?| < d) 
1 
und Konstanten b),,,dj,, 80, dap fiir alle Werte b,,,,d,,,, welche den Ungleich- 


pew “ur 
heiten |b,,,— 08.,| < 4; |d,,— dh.,| < 5 geniigen, gilt: 
Ist C ein beliebiger Punkt aus U -\ (gp = 0) und wird a,(f) aus (a 1): p,(¢) + 
+ Qn(C)*a,(C) = 0 bestimmt, so trifft jede der q-dimensionalen analytischen 
Fléchen 


n—1 


a—1 
hy, (C, 6) = hy Bayo) hy — Xd h, h, = 0 
1 


pe 


: - = n—1 
5 (¢, 6, d) = hy (6.4)= Sdyyhy=0: k= q+ l,...—1 
h, = 2,— Cy 


den Durchschnitt U -\ (gp < 0) héchstens in C. 

3.7. K. Srers”) hat fiir n = 2, g = 1 gezeigt, daB es sogar eine dreidimen- 
sionale Hyperfliche durch £° gibt, welche g <0 nur in C° trifft. Ahnlich 
ist es auch hier. 

In dem folgenden Satz seien b’, d’ Konstanten, welche den Bedingungen 
des Satzes A geniigen, und ft ein reeller Parameter. AuBerdem treten noch 
Zahlen EL, F auf, die passend zu bestimmen sind. Wir betrachten die einpara- 
metrige Schar g-dimensionaler analytischer Flachen 

n—1 n—1 
uy, (C°, b’) = u, — Ya, (2°) u,— D b,, u, u, = F-t - Et*. 
1 1 
n—1 


Ft, HL P)= ) ay (09, 0’) = Yd, u,— 0; k=qe+1,....2—1 
1 


ss | 5 
Ut, = 2 — Cy 


a) 
Satz B. Es gibt Zahlen E + 0,F + 0 und eine Umgebung U = f (\z,— C8| < 4), 
1 


so dab U -\(g <0) von der Schar F(t, E, F) mit |t| < 6 nur in z= (°; r= 0 
getroffen wird (rt reell). 
Zusatz. Auch die Teilschar §*(t, E, 0) trifft U \ (gp <0) nur in C°. 
n—1 n—1 


Beweis. Man setze (vgl. 3.5) u,= )' a,(C°) u,+ » b,,u,u,—F-t— E-t* 
i I 


und dann u,= 2 c,;, Uj; Uj. ;= *** = U,_,= 0 in ¢ ein. Diesmal entsteht eine 
Funktion g(z;, 2, . - -, 2, 2,,T, t). Dabei wird t zunichst als komplexe Ver- 


2) Vgl. [17]. 
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anderliche aufgefaBt. Nachtraglich ist ow T= 7 zu setzen. Wir berechnen 
die Ableitungen von g im Punkte z’= (°; r= t= 0. Die reinen Ableitungen 
nach den z’ andern sich gegen friiher nicht. Fiir die Ableitungen, an denen t 
beteiligt ist, bekommt man: 


= ¢-F; = °F 
Sue= Pan’ % °F; Hhii= $ uF -a,; Re= Ghaa nF: Ki- ge 
Gr 4 Pan’ F? + 2 gh: E; 9: = Pra’ F- F; g?; = $e: 
Die Entwicklung von g an der Stelle (¢°, 0) lautet nun (mit 7 = 7) 
g (2, t) = 9 (2°, 0) + (g? + gf) t + Q: 
Qe = FZ Gyr Me Me + 2Gps Uy, W, + Gas U, * W) 
r 4712(9,, wu, r Jiir Uy, ~ Ont Ui, + 977 U,,) 7 - (9-- 291% r 9zz) - 


Die zweiten Ableitungen sind an einem Zwischenpunkt (¢*, t*) zu nehmen, 
fiir den | f*— €°| s |z’ — £°| und |r*| < |t| ist. 

Q, ist die komplexe Darstellung der entsprechenden reellen quadratischen 
Form in den Verianderlichen (zj, . . ., #3, T). 


Wird in Q, F = 0 gesetzt, so fallt die zweite Summe fort. Der Koeffizient 
von t? wird 2 (¢,E + QE). Man bestimme E so, daB ¢® E + ¢®- E positiv ist. 

Werden in der ersten Summe die g,, durch die an der Stelle (’ = €°; r= 0 
zu bildenden g° , ersetzt, so ist die resultierende Form in den neuen Veriinder- 
lichen (2}, 2, . . ., 2,2) nach ., Vernusntonng positiv definit. Die durch die 
Spezielisierung F- = "0; In.= 9.» usw. bei festem E mit g)- E+ g&- E> 0 aus 
(),, entstehende Form 


1 » 0 ‘i= 0 = : 0 0 rAl 
Qt = $2 (gi,u Uw), | u, 2 ne Un a, t Gi>* UW, * UW) . 21? (q, E i * B) 


ist — positiv en. Nach dem Hilfssatz gibt es ein 6 > 0, so daB fiir 
|\F| < 6; |t| < 6; |2; <6 und daher |£* — £?| < 6; |r*!| <6 auch Q, 
ot Fo definit ist. 

Nachdem £ festgelegt ist: ¢® -£E + ¢&-E > 0, bestimme man nun F so, 
daB erstens g? + g? = ¢® F + g2-F = 0 und zweitens |F| < dist. Dann folgt 
g (z', t) > O in |z — 2°| < 6; |r| < 6 auBer in z’= 2°; r= 0. Das ist die Be- 
hauptung. 


Satz C. Ist die Voraussetzung (v) erfiillt, ferner gp (C°) = 0 und gq = n— p. 
so gilt: Jedes p-dimensionale analytische Flichenstiick g? durch C° schneidet 
yp > 0. 

Beweis. Nach Satz B trifft die Schar g-dimensionaler Flichen 


| t reell, 


T lit<o 


n—1 n—1 
E-k=u,— Ya, (f°) u,— 5 Oo, u, u, = Er; 
(rt, E, 0) - n-1 . 
[ui Sanne 0: k=q+1,...,.n—1 


“ 
1 
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die Punktmenge f (|z;— £?| < 6) \(q < 0) nur in (f°, 0). Der Schnitt von 
1 


g” mit u),,= +++ = u,_,= 0 (fiir g= n—1 fallen diese Gleichungen fort und 
es ist g” selbst zu betrachten) ist eine analytische Menge, deren Komponenten 
mindestens eindimensional sind. ¢° ist innerer Punkt jeder Komponente g,. 
Es ist k(C°) = 0. Daher muB k(g,) entweder identisch Null sein oder auch 
beliebig kleine reelle Werte annehmen (Satz 1.4). Es gibt also einen Punkt 
Ce € Ge; Cy + C° und ein reelles r, (0 < |t,| < 6) so, daB E k(¢,) = E12. Daraus 
folgt, da F%(t,, H, 0) den Bereich w < 0 nur in C° trifft, @ (¢,) > 0. 


Folgerung fiir die Einzigkeit der Fortsetzung. 
Satz C hat wichtige Konsequenzen. Zu ihrer Ableitung ist es notwendig, 
(v) durch die natiirliche Forderung (v*) zu ersetzen, daB wenigstens eine der 
ersten Ableitungen von g, nicht gerade g,, ungleich Null ist. Satz C bleibt 
dann richtig. Es seien nun in G zwei reelle Funktionen gegeben: ¢,, g2, auf 
die (v*) zutrifft. ¢,, ¢, seien die Indizes im Punkte £° mit g,(¢°) = (f°) = 0. 
Satz D. (Einzigkeit der Fortsetzung). Es sei g,(C°)= o,(0°)=0 und 
ht + k22n, weiter U eine Umgebung von 6°. Endlich seien g* und gi 
in U analytische Mengen. Dann gilt: Stimmen gk und gk in U A\(g,>0) 0 
‘\(P2> 0) tiberein, so gibt es eine volle Umgebung U, von £°, in der gk = gi ist. 
Beweis. In einer passenden Umgebung U, von ¢° laBt sich gt (und ebenso 
gt) als Vereinigung irreduzibler Komponenten pf, . . ., bf darstellen, die alle £° 
als inneren Punkt enthalten. Es geniigt zu zeigen, daB jedes b in (g, > 0) 7 
(@_> 0) eindringt. 
Nach Satz A gibt es eine Flache §“ durch €°, welche g,< 0 nur in £° 
trifft. Da g,< n— 1 ist folgt aus g,+ q,+ k => 2n die Ungleichung gq, + k- 
—n 21. Die Dimension des Schnittes D von F" und 6 ist wenigstens gleich 
at+k—n=1. Es ist aber p,=n—q,59,+ k—n. Die Dimension von 9 
ist also mindestens p,. Daher schneidet D nach Satz C auch g,> 0. Anderer- 
seics ist €° der einzige Punkt auf D in gy, < 0; und O ist nicht nulldimensional. 
Infolgedessen dringt D und dann auch b in (g,> 0) -\ (g.> 0) ein. 


Fiir die Anwendungen ist es bequem, diesen Satz auf mehr als zwei Hyper- 
flichen von einer besonderen Art zu erweitern. Wir legen den Raum von 
m= n+ 8 Veranderlichen (w,,.. ., W,, %,-.+-;%,) zugrunde. Dort seien s 
Hyperflaichen der Form 


Po = WeWa— YZ, 24, - - -> Zqs Zn) = O 
gegeben, jede (in allen Punkten) vom Index n. P®=(a?,..., a8, OY,..., £2) 
mit a? + 0;¢=1,..., 8 sei ein Punkt auf (i= °***= Y= 0 und U eine Um- 


gebung von P®. ; 
Satz D’. gt und gi seien in U anaiytische Mengen, die beide die Ebene 
y4—Q=---=2%,—Q=0 nur in P° treffen. Weiter sei k>s. Dann gilt: 


Ist gt = gf in U\ 1\(q,> 9), 80 gibt es eine volle Umgebung Uy von P®, in 
i 
welcher gk = gh ist. 








wer oS 
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Beweis. Es geniigt wieder, die Behauptung fiir irreduzible g*, gi zu be- 
weisen, die durch P® gehen. 

Zu jedem g,=0 gibt es eine (n + s— 1)-dimensionale Fliche F"~* 
(m= n + 8), die my, < 0 nur in der Ebene z,— (f= --- = z,— @ = w,— a, = 0 


e-1 


schneidet. Der Schnitt F = ) F"~? hat die Dimension n + s—s 4+ 1=n+1 
1 


s-—1 
und trifft U (g,< 0) nur auf z,— (f= ---=z,— = 0. Also hat jede Kom- 
1 


ponente von F -\ gt mindestens die Dimension k — s + 1 = 1. AuBerdem trifft 
F -\ gk die Ebene z,— ¢? = --- = z,— (2 = Onur in P®. Jede in P® irreduzible 
Komponente 6 von F -\ gt muB dann ¢, > 0 schneiden [Beweis wie bei Satz C: 
oe” ~ * hat eine Darstellung 

n n 

E-k= (w,—a,)— J’ a, (P*) (2, — Ch) — DY 08, (z,, — Ch) (2, — 09) = 0. 

1 1 
Die Funktion k muB auf 6 entweder identisch verschwinden oder auch be- 
liebig kleine reelle Werte annehmen. In beiden Fillen weist ) Punkte aus 
y, > 0 auf. Denn die Flichen E-k= Et? (r reell, |r| < 4) treffen 9, < 0 
nur in z,;— (?= ---=z,— 02 = w,— a,= 0 und 6 liegt nicht auf dieser Ebene. 
b trifft ja die Ebene z,— Cf = - - - = z,— C2 = 0 nur in P®, da das sogar gi tut. ], 
b dringt also notwendig in g,> 0 ein. 


Jede Komponente von g* oder gf dringt daher in N(Go> 0) ein. Daraus 


folgt die Behauptung. 

Zusatz zu Satz D. Ist nur eine Hyperflache gegeben, so ergibt sich ganz 
ahnlich 

Satz D,. £° sei ein Punkt auf p = 0, U eine Umgebung von £° und g* , gk in 
U analytische Mengen: gk = gt in Ur\(gp > 0). Ist nun q +k =n, so gibt es 
eine Umgebung U, von £°, in der gt = gf ist. 


$4. Lokale Fortsetzung. 

Das Ziel dieser Arbeit ist die Fortsetzung analytischer Mengen des 
z-Raumes. Die Voraussetzung ist immer, daB die Dimension k mindestens 
zwei, die topologische Dimension also wenigstens vier ist. Die Grundlage ist 
die lokale Fortsetzung. 

Satz 1 (lokale Fortsetzung). €° sei gewdhnlicher Punkt der Hyperfliche 
y= 0. Es sin=3;25ksn—1 undq+k2an-+1 (q ist der Index von 
DY G5 uu, auf der Ebene S ¢u,,= 0). Weiter sei U eine Umgebung von f° 
und g* eine in U = Ur\( > 0) analytische Menge der Dimension k. Dann gilt: 

1. Es gibt eine Umgebung U, von C° und eine inU , analytische k-dimensionale 
Menge gt , so dap gk, = g* in OW Uy. 

2. Ist Ugg eine weitere Umgebung von £° und gk, eine in Uys analytische 
Menge der Dimension k, welche in U -\ Uys mit g* iibereinstimmt, so gibt es eine 
Umgebung Uges von £°, in der gk = gh, ist. 

Kurz: Es gibt genau eine lokale Fortsetzung von g* in C°. 
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Vorbemerkung zum Beweis. Der erste Teil des Beweises (1.--4.) ist eine 
Verbindung der Ergebnisse von §2 und §3. Unter 1. wird eine Faser — 
g"-* genannt — konstruiert, welche €° enthilt und die Eigenschaften hat: 
(1) G"-* trifft m < Onur in €°. (2) §"~* trifft g* héchstens in isolierten Punkten. 
Unter 2. und 3. wird §"-* zu einer Faserung Z,4 = U & (t)/t € T'44 und Z, 
= U § (t)/r€ 7, von Gebieten Z,,, Z, erganzt. Z, liegt in g > 0, Z,, umfaBt 
Z, und enthalt den Punkt (°im Inneren. 7',, ist die Regularitatshiille von 7',. 
Die Faserung ist fiir jede Komponente g, von g* > Z, zulissig. Aus Satz 2.5 
folgt dann, daB jedes g, eine in Z,, analytische Erweiterung gf besitzt. 

Im zweiten Teil wird gezeigt, daB g,-\ U, in der Vereinigung der gf ent- 
halten ist. Das ist nicht selbstverstindlich. Denn Z, ist nur ein Ausschnitt 
von g > 0. Es wire denkbar, daB g*\ Z, leer ist. Dann wire gar nichts be- 
wiesen. 

I. Beweis von (1). 5°,, &,. 6 seien die in Satz A, §3 vorkommenden Zahlen 


und U= f (|z;— | < 4), so daB die Ergebnisse von § 3 unmittelbar benutzt 
1 


werden diirfen. Alles soll sich in U abspielen. Wir nehmen an, daB =? 0% + 0 


ist. 

1. Nach Hilfssatz 4 (s. u.) fixiere man b/, ,,d’,, : |b;,,—-09.,| < 6; |di,, 
so, daB die (n — k)-dimensionale Flache 
n—1 n—1 


—_ +0 ’ 5 ae, Ak 
u, = u, — Ja, (f°) u,— Db, u, u, = 0; u, = z, — CF, 
i 1 


<6 


ue d@,,| 





4a B an 
n—-1 

[uj =F aie t= 05 J mbm 1 
1 


die Menge g* nur in isolierten Punkten — falls iberhaupt — trifft. Da g = » — 
—k+ 1 ist, liegt F"-* auf F2(C°, b’, d’) = (u,= +--+ = uj.,— 0) und schneidet 
daher U -\(g < 0) nach Satz A nur in £°. 

a zu 2.—4. Die dj, seien so gewahit, daB die Determinanten 
\djx| (¢,k=1,...,.n—1) und |d,,|(0,o=—n—k+1,...,n—1) ungleich 
Null sind (vgl. Beweis des Hilfssatzes 4, SchluB). Dann schneidet der Poly- 

n—k 
zylinder ( (|w,| < A) aus jeder Flaiche uj—c;= 0 (j= n—k+1,...,m) ein 

1 
einziges Gebiet heraus, die ,,Faser §"~* (c’)"*. Die Flichen und die Fasern sind 
(n — k)-dimensional. — Ist C = 2 4, so liegen N und 4 (vgl. 2. und 3.) in 
n 
n (\u,;| < C). Infolgedessen sind Z, und Z,, ganz in A (\u,| < C) enthalten 
(vg. 4.). aes Faserung geniigt also der Bedingung (3), 2, 21 in bezug auf den 
—k 

Polysylinder n (\u;| < A)A A (\u;| < C). Die Voraussetzungen des Satzes 2.5 
sind erfiillt. 


n—k 
2. 8(A) sei der Polyzylinder fF (\u,;| << A) und R(A) sein Rand. Wir 
1 


, 


setzen r= n—k-+ 1. Man bestimme nun A so, daB auf (uj,= ---= u} = 0: 
R(A)) kein Punkt von g* liegt. 


—_ ee oe 2 


ee) a ee ee ee 


n 


n 


n 
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(U,= *** = Up4,= 0) liegt auf *(C°, b’, d’) und trifft daher U -\(@ <0) 
nur in ¢°. Infolgedessen gibt es ein B>0O so, daB (uj= --- = %,,=0; 
|u| = = B;8(A)) in U = Ur\(g>0) enthalten ist. AuBerdem mige auf (uj, 

*++= Up. y= 0; |w}] = B; R(A)) kein Punkt von g* liegen. Dann laBt sich 


cin 6, fixieren, so daB 
= {lunl? + +++ + |upsil? < 6; B—O,< |u| < B+ 6; (A + 4)} 
in 0 = Ur\( > 0) enthalten ist und auBerdem g* das Gebiet R > {8 (A + 4,) — 
—§ (A — 6,)} nicht trifft. In ® ist g, analytisch. 
3. SchlieBlich bestimme man 1,(0 < 1t,< 6) und Z gemaéB Satz B und 


zudem so, daB |£ 1§| < 6,. Es sei a= Et». Darauf mache man ¢> 0 so 
klein, daB gilt: 


(3.1) |e, — @|*-- |m,_y|*+ - ++ + [upial®<e 
liegt in 
unl? + |tp—al®+ +++ + lupeal*¥< b 
(3.2) D= {ju,—al*+ |w,_i|*+ +++ + lupal*<e; |u| < B+ 4,; 8(A + 4)} 
liegt in 0 = Un (p> 0). 
(3.2) ist erfiillbar, da nach Satz B die Flache (w,= a; uj, y=: +++ = up.,= 0) 


das Gebiet U -\( < 0) nicht trifft. Dann ist also g* auch in D analytisch. 
4. Infolge 2. und 3. ist g* in Z,= (R UD) 4 B(A) analytisch und schneidet 
das Gebiet (8 (A + 6,) —8(A — 4,)) nicht. Es sei weiter 


Lex = {|u,,|*+ ae |tty41|?< 6; |u,| <B+ 6;; 8(A)}. 
Als Fasern §(t) werden die (n — k)-dimensionalen Flaichen 


Up (z)—T] = *** = U, (2) —T, = 0; (z) €B(A) 
eingefiihrt. Es ist dann Z,, = UG(t)/t€ 744 und Z, = UG(t)/t¢ 7, mit 
Tea = (|t|? + +++ + [Tea]? < 4; [te] < B+ 4,) 
und 
Ty = (|e)? + +++ + |teal? < 6; B—O,< |r| < B+ 4) 
U (|r, — al? + |r|? + - ++ + [ty-4/2? << €; |x,| < B+ 4,). 


Offenbar liegt jeder Punkt von Z,, auf einer und nur einer Faser. Die Fase- 
rung ist fiir jede Komponente g, von g* -\ Z, zulissig. 7',, ist die Regularitits- 
hiille von 7',. Fiir jedes g, sind nun die Voraussetzungen des Satzes 2.5 er- 
fiillt. Es gibt daher eine in Z,, analytische k-dimensionale Menge gf, so daB 
gi NZ, = 8 , ist. Die Vereinigung g* der gf ist in Z,, analytisch, k-dimensional 
und es ist gf \Zy = g* OZ. 

5. Zum vollstindigen Beweis der Behauptung (1) ist noch zu zeigen: 
Es gibt eine Umgebung U, von £°, so daB gk = g* in U1 U, ist. 

Zum Beweis ziehen wir die Flachen 


[me c= -Sa, (2) hy — 5%, RR ods hw gue 


S(O) = ann 
[aie =D dhkks f=r+l,....n—1; r=n—k+1 
I 
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heran. Ist nun/ > 0 klein genug, so liegt fiir jedes € aus Uy= 1 (\C,— @| < l) 
die Punktmenge 


A= ---=h,,=0; |= B 
S(o)= eae 
Iai] +o + Uap al < 4 
innerhalb 
o - jay |? + +++ + lwp. y|/?< 6; B—b, <u < B+ 4, 


| jug}? + +++ + fup_ 2? < A + &. 
Denn in jedem Gebiet des z-Raumes gilt gleichmaBig lim hj,(z;¢) = u},, da 


hy = 2 — Cui Up= %— 0 und a, (2) stetig ist. 

Daraus folgt sehr leicht die Behauptung. Denn jede auf §"(¢) gelegene 
nicht nulldimensionale analytische Fliche muB S(¢), also erst recht R schnei- 
den (vgl. Satz 1.3, § 1). Nun liegt F*(C) auf F*(C, 5’, d’), somit — fiir w (¢) > O— 
ganz in p > 0 (Satz A). Sei 0, = Uy -\(— > 0) und £ aus U,. Liegt ¢ auf g*, 
so ist jede Komponente von g* (2) wegen r + k= n + 1 wenigstens ein- 
dimensional, trifft also R. Infolgedessen liegt ¢ auch auf g*. Umgekehrt: 
Liegt ¢ auf gi , so ist jede Komponente von g* ~\"(¢) mindestens eindimen- 
sional, schneidet daher R. Folglich liegt £ auch auf g*. 

II. Die Behauptung (2) folgt sofort aus Satz D,. 

Es steht noch aus der 

Hilfssatz 4. Es gibt Zahlen bj, ,, d',, (\b),,— 0°.,| < 4: |d),,—d®,| < 4), so daB 
die analytische Flaiche 

n—l n—1 
| u,= u,— > a, (f°) u,—S bi, u, u, = 0; uj, = z,— OP 
i I 
n—1 


u;= > dj, u, = 0; j= a—k+1,....” 
1 


rn" & on 





die Menge g* nur in isolierten Punkten schneidet. 
Beweis. 1. Fiir u + v sei b;,,= 6°,, sonst b/,,,= 5°,,,+ b, und dj,,= d).,+ d,,. 
Weiter werde gesetzt 
n—1 n—1 
hy, (z, 6’) = u, — SY a, (f°) u,, — SY bi, u, u, = h2 — Lb, u2 
1 I 


n-1 
h; (z, d’) = > diy Uy = h} + Zz d;, U,. 
1 1 


Die Zahlen 6,,, d;, sind noch zu bestimmen. 
2. Der Schnitt der Flache h?_,.,=-:-=h%=0 mit dem Rand von 


n 
U = (\z,— 0| < 4) sei S. Man lege Zylinder Z,, . . ., Z, so fest, daB V = UZ, 
1 


in y > O liegt, S ganz in V enthalten ist und g* in V die Vereinigung nur endlich 
vieler irreduzibler Komponenten gi, . . ., g* ist. Weiter sei S (b’, d’) der Schnitt 
von & (b’, d’) = {hy—,.+4(z, d’) = +--+ =h,y_,(z, d’)=h, (z, 6’) = 0} mit dem Rand 
von U. Ist «> 0 geniigend klein und |b,| < e; |d;,| < e, so liegt S (b’, d’) 
ganz in V. 





SC 


SC 
x' 


fi 
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3. Jede nicht nulldimensionale Komponente des Schnittes von g* und 
& (b’, d’) muB den Rand von U schneiden, also in V eindringen (Satz 1.3). 
Es geniigt somit dafiir zu sorgen, daB g*-\G (b',d’) in V nur aus iso- 
lierten Punkten besteht. Daher brauchen nur die gé (vgl. 2.) betrachtet zu 
werden. 


4. Die Flache h,(z, b’) = 0 schneidet u,= ---= u,—,= 0 nur in u,=- 
= u,= 0. Also weist jede auf h,,(z, b’) = 0 gelegene analytische nicht null- 
dimensionale Fliche Punkte auf, fiir die |u,|*+ ---+ |u,,—,|/* > 0 ist. Ferner 


benutzen wir, daB eine anslytische Funktion h auf einer irreduziblen analyti- 
schen Flache 4 der Dimension A, wenn sie dort iiberhaupt Null wird, entweder 
identisch verschwindet, oder aber (h = 0)7\f eine analytische Menge der 
Dimension 4 — 1 ist?*). 

Man wihle auf jeder gi einen Punkt P,= (u?,..., ug), fir den jug |@+-°°+ 
+ |u,—a|?> 0. Dann kénnen die 5,,(|b,| < e) offenbar so fixiert werden, daB 
h,(P,, 6’) + 0 ist. Infolgedessen ist der Schnitt von Ug‘ und A, (z, b’) = 0 
(& — 1)-dimensional. 

Darauf werden die d,, so bestimmt, daB (h, (z, b’) = h,-,(z, d')= 0) 
r\ Ug* (k — 2)-dimensional ist. Das geht wie oben. Fahrt man so fort, so er- 
niedrigt sich die Dimensionszahl bei jedem Schritt um 1. 

Die d kénnen in der Umgebung eines beliebigen Punktes gewahlt werden. 


Es ist zweckmaBig, den Satz auf mehrere Hyperflichen zu erweitern. 
Dazu seien im (w, . . ., W,, 2, . « -; Z,)-Raum Hyperflichen der Form 


P (5, Wy, 2, Z) = WoW — Yo (Zqs Zs-- - -» Ms %m) = 0; C= 1,...,8 


gegeben, die sich im Punkte P®= («°,¢°) schneiden. Der Index aller y= 0 
in P® soll n und w? = a + 0 sein. U sei eine Umgebung vom P® und U = U7 


N (go> 9). 
1 


Satz la: Es sei g* eine in U analytische k-dimensionale Menge, welche 
auf der Ebene w,—2z=-++= w,—z,=0 liegt. Ist weiter k>s+ 1, so 
existiert in P® die lokale Fortsetzung von g* und ist eindeutig bestimmt. Es 
gilt also: 

1. Es gibt eine Umgebung U, von P° und eine in ihr analytische Menge gi. 
so daB gk = g* in Un Uy. 

2. Ist Uy, eine andere Umgebung von P® und gi, eine in ihr analytische 
Menge, fiir die gt, = g* in U 7. Ugy, so existiert eine Umgebung U,,, von P®, 
in welcher gi = gk ,. 

3. gk liegt auf w,—z,= +++ + w,—z,=0. 

Beweis. Wird Satz A auf alle g,=0 und Satz B auf o, = 0 angewendet, 
so findet sich: Es gibt eine 6-Umgebung U von P® = («°,f°) — es sei 
x°= (C?,..., €°) — eine Zahl Z + 0 und Zahlen 6°, ,(u,” = 1,...,m) so, daB 
fiir alle b,,,,,, welche der Bedingung |b,,,,,— 6?.,,.| < 6 geniigen, gilt: 


2) Vgl. [12], S. 132, Satz. 
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& 
1) Ist P = (a, £) ein Punkt aus § (y= 0), so trifft jede Fliache 
1 


Nin ig( P, 6) = +++ = gs, (P,6)= 90 mit 
"(P,b) = 2 2. " “ 
Fe Vasa (Ps0)= (80 — tq) —3, po (P) (5 bp) 3, Ouro 2p Cy) (Es) 
1 1 
den Schnitt von w,—z, = +--+ = w,—z,=0und Ur U (gy, <0) héchstens in P. 
1 

2) Ist 0 < t < 4, so trifft h,,,,(P®,b®) = ---= hy, ,-1(P®, 0°) = has, (P®, 6°) — 

— E t?= 0 den Schnitt von w,— z= ---= w,—2z,= 0 und UN U (g,5 9) 
1 

iiberhaupt nicht. 

Da g* auf der Ebene w, — z, = + - + = w, = z, = 0 liegt und deshalb die Ebene 
z,—C?=---=2z,—C2 = 0 nur in P®= («°, °) schneidet, kénnen ahnlich wie 


beim Hilfssatz 4 Zabklen 6’,, ,(|b).»,o—6%,,.| < 6) und di,,(\d),,—6}| < 6: 
6 = 1; 6) = 0, w+ v) bestimmt werden, so daB 


Uni =  — Um = 0; m=n+ 8; Une = hn+a (P®, 6’) 
gG-* on 2 . 
|= 2 dj, (2 — C2) = 0; j= m—k+1,...,0 
i 
die Menge g* nur in diskreten Punkten trifft. AuBerdem mégen die Deter- 
minanten |d;,| (j,k = 1,...,m) und |d,,| (0,0=m—k-+1,...,m) ungleich 
Null sein. 
Im Beweis zu Satz 1 ersetze man nun n durch m = n + 8, so daB r = m 
—k-+1 ist, und erklire uw, durch wu, ;4= hy+o(P%,b’) (c= 1,...,8); 
n 
uj = DY dj,(z,— f°) (j= 1, ..., n). Im iibrigen kann man nun formal genau so 


wie omer 1.—4. verfahren. Dabei ist jedoch folgendes zu beachten: Zwar 
liegen die Gebiete R und 9 jetzt nicht in UV = Un A (g, > 0). Trotzdem ist 
g* in RUD analytisch — und das allein ist wichtig a da die Schnitte von R 
und 9 mit der Ebene w,— z= +--+ = w,—z,=0 in U= Un Age > 0) ent- 


halten sind. Man bekommt so wieder eine in Z,, analytische k-dimensionale 
Menge gi, fiir die Z, -\ g*, = Z4 7 g* ist. 
Unter 5. sind jetzt statt der §"(¢) die Flachen 


ha+1(P, 6’) = _— n+e(P, 5’) = 0 


‘ = n 
o"(P) | AlP a) = 3 diel ox) = 0; §= 3 See, 


fiir P aus M (y, > 0) zu nehmen. Wieder ist zu bedenken, daB zwar F"(P) Uy, 
1 


nicht in } (gy, > 0) liegt, dies jedoch fiir den Schnitt von F"(P)™ Uy, mit der 
1 
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Ebene w,—2z,=***= w,-——z,=0 gilt. Auf dieser Ebene liegt g*. Aber auch 
gi liegt auf ihr. Denn gk ist aus g* durch analytische Fortsetzung ent- 
standen. Dabei bleiben die Identitéiten w,—z,=0 (o= 1,...,8) auf jeder 


Komponente erhalten. Infolgedessen bleiben die Schliisse von 5. giiltig. 
Anmerkung. Auch beim Beweis des Analogons zu Hilfssatz 4 hat man 

yeringfiigige Anderungen anzubringen. Man geht aus von der Fliche ¢"-* 

und verfaihrt zuniachst wie friiher. Dann aber ist S zu erkliren als Schnitt von 


We, p44 =*''=h2=0 mit dem Rand von Un (w,—z,=--+ = w, — z,=0) 
und entsprechend S(b’,d’) als Schnitt von $(b’,d’) mit dem Rand von Un 
\(wy—- 4 = +++ = w,—z,= 0). Sonst geht es wie friiher. 


Dieser Satz wird zur Untersuchung der analytischen Mengen des z-Raumes 
wie folgt benutzt. Es seien s Hyperfliichen gy, = z,*2,— 7(%, % « « -» 2: 2n) = 0 
gegeben, und (° + 0. Fiir sie soll gelten: Der Index der Hyperfliche im (w, z)- 
Raum @F = w, W.— 4(%, %, - - -s Zn»%n) = 0 ist in allen Punkten gleich n. In 
Zukunft haben wir es nur mit solchen y,=0 zu tun. Sie mégen ..normal* 
heiBen. 

Satz 2. Die y= % 2% — XZ» - - +s Zn» Fn) = O seien normal. Ferner sei £° 
mit 2+0;0=1,...,8 ein Punkt auf g,=---= y,= 0, U eine Umgebung 


von £° und U= Ur 1\(q,>0). Endlich sei g* eine in U analytische Menge 
1 


und k=>s-+ 1. Dann existiert in [° die lokale Fortsetzung von g* und ist ein- 
deutig bestimmt. 
Beweis. 1. Man ordne g* die Menge G* des (w, z)-Raumes: 
G* = (w,— z= +++ = w,— 2, = 0; (z) € g*) 
zu. Setzt man oF = w,W,— 7(2,%, - - -»Zn>%n), 80 treffen auf sie und eine 
Umgebung des Punktes P®=(¢?,..., £2; ¢9,..., C8) die Voraussetzungen des 
Satzes la zu. Also gibt es eine Umgebung U, von P® und eine in ihr analyti- 


sche Menge Gi, fiir die GL = G* in Ug = Ug N(¢s > 0) ist. Jede Kompo- 


nente G, von Gt trifft U,. AuBerdem liegt G* auf (w,—z,= --- = w,—z,= 0). 
2. G, trifft die Ebene z,—C?=---=z,—C2=0 nur in P®. In einer 


Polyzylinder-Umgebung U = (U,, U,) von P® besitzt G, nach dem Ein- 
bettungssatz eine Einbettungsmenge Gj mit einer Darstellung 

Gi = (w,—%4= *** = w,—z, = 0; (z) € gy; g, analytisch in U,). 
Die Komponenten von ©, bekommt man offenbar, indem man g, in seine 
Komponenten zerlegt. G, selbst hat dann eine Darstellung 
G, = (wy—4 = +++ = w,—z,= 0; (z) € by; 6, anelytisch und irreduzibel in U,). 
Die Vereinigung der b, ist die gesuchte Fortsetzwng von g*. Denn nach Kon- 


struktion umfaBt sie U,-~\g* und ihr Durchscknitt mit (g,> 0) ist in g* 
1 


enthalten. 

Ahnlich geht aus § 3, Satz D’ hervor 

Satz D’’. Es seien s normale Hyperfliichen pq = %25— 4 (2%; - - ++ Zn» 2n) = 9 
gegeben, £ ein Punkt auf g,=-+:= y,=90 und U eine Umgebung von °°. 
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gi, gi seien in U analytische Mengen, welche in U = Ur\ 1\(g,> 0) iiberein- 
1 


stimmen. Dann gilt: 
Ist k = 8, so gibt es eine Umgebung U, von °°, in der g* = gf ist. 
Anmerkung. Bei einer normalen Hyperfliche z,2,— (2,2), . - ., Z,,2,)= 0 
kann die linke Seite nicht in Wahrheit unabhingig von z, sein. Das ist leicht 
zu sehen. — Es ist méglich und erlaubt, daB M (gy, > 0) etwa der Durchschnitt 
der AuBengebiete zweier Kugeln ist, die sich in £° berithren und sonst punkt- 
fremd sind. U —- U ist dann nicht zusammenhangend. Das spielt keine Rolle. 


§ 5. Fortsetzung im GroBen. 


Im folgenden werden mehrere Hyperflaichen g = 0 betrachtet. Sie sollen 
alle zweimal stetig differenzierbar sein und nur gewoéhnliche Punkte haben. 
Die Bedingung (v*) ist dann erfillt. Jedem [ auf g = 0 ist ein Index q(£) 
zugeordnet, der Index von 2 ,;(¢)u,%, auf 2X y,(f)u, = 0. Als ,,Index 
von ~ = 0° wird das min q(¢) auf m = 0 bezeichnet. Aus den Siitzen D und D’ 
ergeben sich zwei Aussagen, die fiir die Fortsetzung im GroBen niitzlich sind. 

Hilfssatz 5.1. Voraussetzungen. 1. ® sei die Vereinigung von / Hyper- 
flachen g,=0 und q, der Index von g,=0. Es sei g,+ k2n. Die Ver- 
einigung der AuBengebiete g, > 0 heiBe A. 

2. M sei eine abgeschlossene Punktmenge auf @. 

3. Jedem ¢ € M sei eine Kugel U(¢) und eine in U(5) analytische Menge 
g*(¢) zugeordnet, und zwar so, daB in A die Vertriglichkeitsbedingung 
g*(f’)= g®(C") in US’) A U(S")OA erfiillt ist. Dann ist also g*= Ug*(l) 
eine in A -\ U U(¢) analytische Menge. 

Behauptung. Es gibt ein Gebiet B, welches M im Inneren enthilt, und 
eine in B analytische Menge g4, so daB gk = g* in By A ist. 

Anmerkung. Da stets g,< n— 1 ist und natiirlich auch k < n— 1 sein 
soll, so folgt aus g,+ k >n + 1, daB n = 3 und k > 2 ist. — Der Satz ist etwas 
allgemeiner gefaBt, als man ihn hier braucht. Aber der Beweis wird nicht er- 
schwert. 

Beweis. 1. Zu jedem P ¢ M fixiere man eine ganz in U(P) gelegene Kugel 
U'(P). Da M abgeschlossen ist, gibt es Punkte P,, .. ., P,,, so daB M innerhalb 
B= U'(P,j)U-+--UU'(P,,) liegt. Es sei g,,= 9*(P,)\U'(P,). Die Ver- 
einigung der gj, stimmt in B’ > A offenbar mit g* iiberein. 

2. AuBerdem aber geniigen die (g',, U’(P,,)) in einer vollen Umgebung B 
von M den Aquivalenzbedingungen. 

Zum Beweise sei Q « M ein Punkt des abgeschlossenen Durchschnitts von 
Uj,..., U; (jedes U} ein U’(P,)). Dann existiert eine Umgebung V(Q), in 
der die beteiligten g(P,,) miteinander iibereinstimmen. 

Denn Q liegt, da U’(P,)c U(P,), im Inneren aller beteiligten U(P,,): 
alle beteiligten g(P,,) sind also in einer Umgebung V’(Q) noch analytisch. 
Sie stimmen ferner in V’(Q)-\ A paarweis iiberein. Nach Satz D, gibt es eine 
volle Umgebung V(Q), in welcher sie gleich sind. V(Q) sei so klein, dah 
V(Q)-\ U'(P,,) = 0 fiir alle nicht beteiligten U’(P,,) ist. 
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Sei nun B der Durchschnitt von B’ und der Vereinigung der }’(Q) fiir 
alle Q aus M. Es ist zu zeigen, daB g; und g; in 9,,= U'(P)OU'(P,) AB 
iibereinstimmen. Das ist jedoch klar. Denn jeder Punkt R ¢ 9,, liegt in einer 
Umgebung V(Q) um einen Punkt Q aus M. Und in V(Q) stimmen g*(P,) 
und g*(P,,) miteinander und mit g; und gj iiberein. 

3. Aus 1. und 2. folgt, daB die Vereinigung der g/, in B eine analytische 
Menge g* bildet, welche in B7\ A mit g* iibereinstimmt, w. z. b. w. 


In dem nun folgenden Hilfssatz werden /-s Hyperflichen w,,-@,,— 
- p(z,2) = ae = 0 betrachtet. Es sei 9, = M (q,, > 0), also der (bei festem A) 
o=1 


von den g,, = 0 begrenzte Durchschnitt der g,,>0. Weiter sei A nun die 
i 


l ® 
Vereinigung der 9,, also A= U9,=U (q,,> 9). 
A=1 A=1 o=1 


Hilfssatz 5.2. In den Voraussetzungen des Hilfssatzes 5.1 sei jetzt D die 
Vereinigung der /-s normalen Hyperfiachen g,,= 0. Weiter sei g,,=n und 


l 8 
s<k. SchlieBlich sei A=U f(q,,> 0). Im iibrigen braucht weder an 
4=1o=1 
der Voraussetzung von 5.1 noch an der Behauptung etwas geiindert zu 
werden. 
Der Beweis geht genau wie oben. Nur wird statt des Satzes D jetzt Satz D” 
benutzt. 


Satz 3 (sternartige Gebiete). Das Gebiet G sei beschriinkt, sternartig und 
ganz in G’ enthalten. G werde von | Hyperflichen y, = 0 begrenzt,und zwar so, 
l 


dap G = 1\(q,< 0) ist. Die q, sollen der Voraussetzung (v*) geniigen und die 
a=1 


Indexrelation q; +q;+k =2n fiir jedes Paar i,j befriedigen. g* sei eine in 
?’— G analytische Menge (k = 2). Dann gibt es eine und nur eine in G’ ana- 
lytische Menge gt, welche in G’—G mit g* iibereinstimmt. Jede Komponente 
von gk. enthiilt mindestens eine Komponente von g*. 

Anmerkung. Aus g;+9q;+k 22n und g,Sn—1 folgt q,+k2n+ 1. 
Also darf im Beweis auBer Satz D auch der Satz 1 benutzt werden. Ferner 
folgt aus g;= q; =n — 1 und k = 2 wieder q; + 9; +k 2>2n. Ist das Gebiet G 
also nur von Hyperflichen mit dem Héchstindex berandet, so sind die Be- 
dingungen erfiillt. Aber die Hyperflichen brauchen nicht den Héchstindex 
zu haben, auBer fiir n = 3. G braucht also durchaus kein Regularitiatsgebiet 
zu sein, wenn n > 3 ist. 

Beweis. a) Existenz. 

1. Der Ursprung 0 sei Mittelpunkt des Sterngebietes G. Durch die Ab- 

2 
r 


bildung z’ = r-z(0 <r < 1) gehe G in G(r) iiber. Wird g? = | ) gesetzt, 
1 
so ist G(r) = MN (¢¥? < 0). Der Index von gy’ = 0 ist derselbe wie der von 
Ami 


gy, = 0. Fir je zwei der Hyperflichen ist die Indexrelation also erfiillt. 
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2. Es ist zunichst zu zeigen: Zu jedem r(0 < r < 1) gibt es eine in G’ —G(r) 
analytische Menge g(r), so daB g(r) = g* in G’—G(r). Kurz: Die Fortsetzung 
existiert in G’— G(r). 

Gesetzt, diese Behauptung sei falsch. Dann muB es ein kleinstes r’ > 0 
geben, sce daB die Fortsetzung g(r’) in G’ — G(r’) noch existiert. Der Rand von 
G(r’) sei R. 

2.1. Der Randpunkt R ¢® liege auf nur einer Hyperfliche gy = 0. Dann 
gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U(R) und eine in ihr analytische Menge 
Gr, 80 daB gp= g(r’) in U(R) A (gy? > 0). Man mache U(R) so klein, daB in 
U(R) fir die iibrigen o gilt: g®)< 0. Dann ist also gg= g(r’) im Durch- 
schnitt von U(R) und G’— G(r’). 

2.2 REM liege auf den Hyperflichen 7,=0;...: 7, =0 (jedes yz, ein 
gy) und keiner weiteren. Dann gibt es nach Satz 1 eine Umgebung U’(R) 
und m in ihr analytische Mengen g,,, so daB jeweils g,, = g(r’) in U’(R) + ( z,, > 9). 
Die Mengen g,; und g; stimmen daher in U’(R) (4; >) (y; >) iiberein. 
Nach Satz D gibt es aber eine Umgebung U;; von R, in der g; = g, ist. Daher 
existiert auch eine Umgebung U (R) (man sorge nur dafiir, daB U (R) im Durch- 
schnitt aller U,, liegt und daB fir alle nicht beteiligten g in U(R) gilt: 
g< 0), so daB alle §, in U(R)-\(G’— G(r’)) untereinander und mit g*(r’) 
iibereinstimmen. 

2.3. Nach 2.1 und 2.2 gibt es zu jedem R auf R eine Umgebung U(R) und 
eine in ihr analytische Menge g(R), so daB die Vereinigung der g(R) im Durch- 
schnitt von G’— G(r’) und U U(R) mit g*(r’) iibereinstimmt. Nach Hilfssatz 

RER 


5.1 existiert dann ein Gebiet B, welches R im Innern enthalt, und eine in B 
analytische Menge go, so daB g,=g*(r’) in Br (G’— G(r’)). Ist r’—r” > 0 
klein genug, so liegt G’— G(r’) sicher in BU (@’— G(r’)). Die Vereinigung 
von go und g*(r’) ist also eine in G’ —G(r’”’) analytische Menge, die in G’ —G 
gleich g* ist. Das widerspricht der Definition von r’. 

3. Wegen 2. gibt es eine in G’—O analytische Menge g,, die in G’—G 
gleich g* ist. Nach der von REMMERT und Sretn®*) bewiesenen Erweiterung 
eines bekannten Satzes von THULLEN*‘) gibt es jedoch keine isolierten Singu- 
laritaten mindestens eindimensionaler ‘analytischer Mengen. Infolgedessen 
muB g, auch in O noch analytisch bleiben. Die durch den Punkt O ergiinzte 
Menge g, hat die von g* geforderten Eigenschaften. 

Anmerkung. Den tiefliegenden zuletzt benutzten Satz kann man im vor- 
liegenden Fall k > 2 vermeiden. Man betrachte die Kugeln 


i= bes—el? + [eal + +--+ fa_l*—e*= 0 
und 
P2= |z + €|? + |2q|? + ++ > + |eq|?—e? = 0 (e > 0). 
Sie beriihren sich nur in O. Es gibt eine Umgebung U (O) und dort analytische 
Mengen g, und g,, sodaBg, = g. in U(O)-\(q, > 9); G2= 94 in U(O)-\ (p>). 


23) Vyl. [13] und [16]. 
2%) Vgl. [19]. 
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Da §;= G2 in U(O)-\(q, > 9) (g_> 9), so nach Satz D bees G, = Ge in einer 
vollen Umgebung U,(0). In U,(O) — O ist aber nun g, = g, = g. (vgl. auch die 
Anmerkung zu Satz 2, § 4). 

b) Gesetzt, es seien g*, gt, zwei in G’ analytische Mengen und gi = gi, 
in G’—G. Es ist zu zeigen, daB gi = g*, in G’ ist. 

Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann muB es ein kleinstes r, > 0 
geben, so daB gk = gt, in G’—G(r*). Ist r, >0, so muB es dann einen Rand- 
punkt R von G(r*) geben, derart, daB in jeder noch so kleinen Umgebung 
von R gi + gt, ist. Das steht im Widerspruch zu Satz D. 

Ist r, = 0, so kann man den gleichen Schlu8 anwenden. Es ist nur eine 
Hilfskugel zu betrachten, auf deren Rand 0 liegt. 

Daher muB gk = gi, in @’ sein. 

Satz 3a. G, G’ seien schlichte Gebiete des z-Raumes, G ganz in G’ enthalten und G 
sternartig und beschriinkt. G werde von1-snormalen H yperfliichen yp, = 0 berandet, 

l * 
und zwar so, daB G=f U(q,,< 0). Es sei 28 <= k und s=1. Dann gilt: 
A=1o=1 
Ist g* eine in G' —G analytische Menge, so gibt es genau eine in G’ analytische 
Menge gi, die in G’ —G gleich g* ist. Jede Komponente von gt enthiilt wenigstens 
eine Komponente von g*. 

Beweis. aa Beweis zu Satz 3 ersetze man eine Hyperfliache x = 0 durch 

den Rand von y (@io < 0), die Gebiete py < 0 (baw. py > 0) durch vu px « <9) 


o=1 
(bzw. A (px «> 0)). Man stiitzt sich jetzt auf Satz D’’, Hilfssatz 5.2 und Satz 2 


statt Satz D, Hilfssatz 5.1 und Satz 1. Sonst geht alles wie friiher. Auf die 
Durchfihrung im einzelnen wird daher verzichtet 


Anwendung von Satz 3. 
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind offenbar erfillt, wenn 


poe tere? (a, 8 >0O; A=1,2,..., 2) 
i=1 


und G=f(g,<) ist. Der Polyzylinder 8 = f— (|z,| < 1) laBt sich durch 
A=1 A=1 


solche Gebiete G, welche ihn ganz im Inneren enthalten, beliebig genau approxi- 
mieren. Also folgt 


Satz 4. Sei B= Aas <1) und 8'= A (es <1+e), ferner g* eine in 


8’ —8 analytische Me =n der Dimension k > 2. 

Dann gibt es genau eine in 8’ analytische Menge g*, die in 8’—8 mit g* 
iibereinstimmt. Jede Komponente von gk, enthilt wenigstens eine Komponente 
von g*. 

§ 6. Konvexitit in bezug auf q-dimensionale analytische Flichen. 

Untersucht wird die Frage, fiir welche (zunichst beschriinkten) Gebiete G’ 
die folgende Aussage richtig ist: 


Math. Ann. 129. 9 
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G sei ein ganz in G’ gelegenes Gebiet. Die in G’—G analytische irreduzible = 

Menge g* der Dimension k => 2 komme dem Rand von G’ beliebig nahe. Dann 

existiert ein Gebiet G,:@G@¢CG,¢ G’ und eine in G’ analytische irreduzible 

Menge g‘., welche in G’ —G, mit g* iibereinstimmt. 

Eine jedenfalls ausreichende Bedingung fir die Richtigkeit dieser Aus- 


sage ist die ,,g-Konvexitat“, die eine Erweiterung der Regulirkonvexitit**) E 

auf Systeme von Funktionen ist. a 
Definition. G ist q-konvex, wenn es zu jedem ganz in G gelegenen Teilgebiet fr 

G, ein Zwischengebiet Gy: Gc Gy c G gibt, so daB gilt: Zu jedem Randpunkt R 

von Gy existieren s= n—q in @ regulire Funktionen fi) ...,f, so dap er 


ff? (R)| > 1 ist wnd G, ganz in U (\f| < 1) enthalten ist. 
o=1 


Offenbar ist G genau dann regulirkonvex, wenn es (n— 1)-konvex ist. 
Ist G regulirkonvex, so ist es bekanntlich durch ganz in G gelegene (beziig- ai 
lich G) analytische Polyeder J approximierbar. Das sind orem, zu denen | ve 


in @ regulire Funktionen /,, ..., f; existieren, so dab D in n (\f,| < 1) ent- 


halten und in jedem Randpunkt fiir mindestens ein 7’ : tel = 1 ist. Analog 
fiihren wir beziiglich G analytische g-Polyeder ein. 

Definition. Das Gebiet BPC G ist ein (beziiglich G) ya q-Polyeder, 
—~ es l-s(s = n—gq) in G regulire Funktionen g gibt, so dap BD in 


a U (ig?| < 1) enthalten ist und zu jedem Randpunkt von & fiir mindestens ein 


ia =1 o=1 
gilt: |\g| [>1 (o=1,..., 8). 
yt hier gilt der 
Hilfssatz. Jedes g-konvexe Gebiet G kann beliebig genau durch ganz in seinem 
Inneren gelegene (beziiglich G) analytische g-Polyeder approximiert werden. 
Der Beweis geht wie bei regulirkonvexen Gebieten. Zu jedem G,¢ G gibt 


es nach Voraussetzung ein Gj: G,¢ Gc G, fiir dessen Randpunkte R gilt: d 
Es gibt eine Umgebung U(R) und s Funktionen /(,...,/, so daB d 
8 
\fa(U (R))| > 1 ist und G, ganz in U (|f{| <1) liegt. Man fixiere Rand- . 
o=1 
l 

punkte R,,..., R,, so daB der Rand von G@ ganz in v U(R,) enthalten ist. 7 
. 
Setzt man fe, = , 8o gilt: G, liegt ganz in B = a U Ww? < 1). Andererseits 
liegt die G, snttiitaanile Komponente von % oe. in G. a 
Das einfachste analytische Polyeder ist der Polyzylinder. Ein einfaches e 

beschriinktes g-Polyeder, das fiir unseren Zweck geeignet ist, erhilt man so. 
Wir legen den Raum der n + | - s Verinderlichen I 
A=1,..41 ] 


(Wyo, 24); c= 1, eee 8 
s=1,....2” 
%) Vgl. [3], S. 72. 
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zugrunde. Das q-Polyeder sei 


ls 4 
IT,p3= 4 A (mael < Ay} n {¢ n U (|w,.| < B)| \ {A (ed < A)| 


A=loel 


mit 0< B<A. 


Es ist demnach der Durchschnitt eines Polyzylinders im (w,z)-Raum mit 
einem unbeschrinkten g-Polyeder im w-Raum. Man kann es leicht auf die 


friihere Form bringen, indem man z. B. |z,| < A durch U (|z\”| < 1) (z,= 42”) 
1 


ersetzt und mit den anderen Variabeln genau so verfahrt. 
Analog zu Satz 4 erhalt man 


Satz 5. Es sei A> A'’>B> B'>0, also [Typ Cllgg. Ferner sei 285 
<k2=2 und g* in IT, p»— I] y analytisch. Dann gibt es genau eine in IT, p 
analytische Menge gt, welche in IT, »— IT » gleich g* ist. Jede Komponente 
von gk enthiilt wenigstens eine Komponente von g*. 


Beweis. Bei zunichst willkiirlichem « > 0 bilde man die Funktionen 


a= |z,|* - ad \z,|* + ° 5 |wac|? 


Ao= . 
Yio = |w, ol? + aS |z,|* 7 ’ E hone! 
o= 


und mache nun «, § > 0 so klein, daB fiir 


n Le 
B= {ngs — 42+ <0] a N (Wao — A? +B < ol 
1 Aa=1 


A=1 o=1 


I 8 
a A U(Yie— BP + B <0)} 


die Beziehung J7 4-5 CPC 7,» richtig ist. Das ist offenbar méglich. Jede 
der Randhyperflachen ist normal. Weiter ist DB sane. SchlieBlich kann 


man $ auf die in Satz 3a zugrunde gelegte Form = n U ( Ano < 9) bringen, 
=lo=l 

worin jedes y eine der Funktionen ¢, y ist. Dann sind alle Voraussetzungen 
von Satz 3a erfillt. Infolgedessen gibt es genau eine in PD analytische Menge gp, 
welche in J7,,— mit g* iibereinstimmt. 

Die Vereinigung g*  go= gi, ist die gesuchte Menge. Denn sie ist in /7, 
analytisch und stimmt in /7,,—J14-y mit g* iiberein. Sie ist ferner die 
einzige ihrer Art. w.z. b. w. 


Es mégen jetzt drei Gebiete G >G,>G, gegeben sein. @ sei schlicht und 
beschrinkt, sonst beliebig. G, sei ein beziiglich G analytisches g-Polyeder: 
Es gibt 1 in @ regulire Funktionensysteme (f(,..., f{?), so daB G, in 


I 8 
NM U(\f| < 1) enthalten ist, und in jedem Randpunkt von G, fiir wenigstens 
A=1 o=1 


ein 4’ und alle o fo = 1 ist (s = n—q). Es ist denkbar und erlaubt, dab 
9* 
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l 8 
MN U(\f<| <1) in mehrere Gebiete zerfallt, welche zum Teil in G — G, liegen. 
A=1 o=1 


l s 
G, sei eine der in G, gelegenen Komponenten von B,=_ U (|| < 1—e), 
A=1 o= 


also eines der in G, enthaltenen maximalen Teilgebiete von J,. Dann gilt 


Satz 6. Ist g* eine in G, — G, irreduzible analytische Menge (k = 2; k = 28), 
welche dem Rand von G, beliebig nahe kommt, so gibt es genau eine in G, anal yti- 
sche Menge g*, und eine Umgebung U des Randes von G,, 80 dap gk = g* in 
G, r\ U ist. 


Anmerkung. Die Voraussetzungen sind enger als im letzten Satz. Damit 
soll vermieden werden, daB g* in (G,— G,) \B, enthalten ist. Auch die Be- 
hauptung sagt weniger aus. Ob iiberall in G,— G@, auch gi = g* ist, wird 
nicht untersucht. 


Beweis. 1. A > 1 sei so groB, daB G ganz im Polyzylinder f— (|z,;| < A — e) 
1 


enthalten ist und in G, |f{?(z)| < A —e ist. Nach dem Vorbild Oxas*) wird G, 
das n-dimensionale analytische Flichenstiick 


GT = {wyq = FP (2); =< G4} 
im Raume der m= n+ 1-s Verinderlichen (w,,,z;) zugeordnet. G7 ist in 
n ls l 8 
IT 43 = 0 (le! <A)” 1 (lac <A)” A uv {lael < B); B=1 
ee und irreduzibel. Alle seine Randpunkt es auf dem Rand von 


a U (}w,,| < 1) und im Inneren von A (a < ar. n ({2ol < A). 


2. ‘Bei dieser Zuordnung geht G, — G, in einen Teil ae von Gf iiber. Es 
ist denkbar, daB R" das Gebiet ss (A= A—e; B’= B—e) noch schneidet. 
Jedenfalls aber liegen in J7,, —IT4-p Teile des Bildes g* von g*, da g* dem 
Rand von G, beliebig nahe kommt. 

3. Der in J7, ,—I1y » gelegene Teil von §* ist eine analytische k-dimen- 
sionale Menge g*. Auf g* treffen die Voraussetzungen des Satzes 5 zu. Infolge- 
dessen gibt es eine in /7, , analytische Menge gt, welche in [74 , — Ty 
mit G4 iibereinstimmt. 

4. Die Menge g* hat folgende Eigenschaften: a) Sie ist k-dimensional. 
b) Jede ihrer Komponenten §, enthilt wenigstens eine der Komponenten 
von gi. — AuBerdem aber gilt 

c) Die z-Projektion g, von g* liegt in G, und ist eine dort analytische 
k-dimensionale Menge. In der z-Projektion @ von J], ,— I] 4 » ist g, = 9°. 

Beweis. (1) Auf jeder Komponente §, von g* gilt identisch w,, = f'?(z) 
und es ist z < G,. Denn das ist sahil auf dem in J7, ,— 14 » gelegenen Teil 
von §,; da dort 3 o* = gf und auf 9% doch Wig = f(z) ist. Dann bleibt die 
Gleichung nach dem Identitiatssatz auf ganz §, erhalten, soweit die /” noch 


*) Vgl. [10], [11]. 


a 


a ao ten Co. OAS OO —_ So — 
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regularsind. Nunist auf gt aber w€ MU (|w3,| <1). Also ist auchz€ A U (|f,?| <1) 
und infolgedessen z € G, und f(z) regular. 

(2) Wegen (1) trifft jede Ebene z,—2? = --- = z,—2) = 0 die Fliche 9! 
héchstens in isolierten Punkten. Zu jedem Punkt P (w®, z®°) von §* gibt es 
also nach dem Einbettungssatz eine Polyzylinder-Umgebung U(P) = (U,,(P), 
U,(P)) und eine in ihr analytische Menge G4 = (w,, = f(z); z © gp), deren 
z-Projektion gp in U,(P) analytisch ist und dort mit der z-Projektion von 
gt iibereinstimmt. Daher ist in U,(P)- U,(Q) sicher gp = gg. Die Vereinigung 
der gp ist folglich eine in G, analytische Menge g,. In der z-Projektion @ von 
IT, ,—I]y y stimmt g, mit der z-Projektion von g* iiberein; das ist aber 
g* \S. Also ist g, ~\S k-dimensional. Da jede Komponente von g, notwendig S 
schneidet (vgl. Satz 1.3; § 1), ist g, s lbst k-dimensional. 

Damit ist c) bewiesen. 

5. Wird gi = g, g* und G, \ U =@ gesetzt, so erfiillt g’ alle Forderungen. 
Das folgt aus c) und der bereits erwihnten Tatsache, daB jede Komponente 
von ¢g, auch © schneidet. 

Aus Satz 6 ergibt sich 


Satz 7. G sei beschrinkt und q-konvex, G, ganz in G gelegen. Die Menge g* 
sei in G— G, analytisch und irreduzibel und komme dem Rand von G beliebig 
nahe. Ist 28s < k(s = n— q), 80 gilt: Es gibt eine in G analytische, irreduzible 
k-dimensionale Menge gt, welche g* enthilt. AuBerdem gibt es ein ganz in G 
gelegenes Gebiet Gy, so dap g* = g* in G — G, ist. 


Beweis. G ist durch g-Polyeder approximierbar. Es gibt also Gebiete 
G,, G,: @3G, 5G, >G, von der Art, wie sie im letzten Satz vorkommen. Da 
g* dem Rand von G beliebig nahe kommt und eine zusammenhiangende Punkt- 
menge ist, laBt sich erreichen, daB (G, —@,) -\ g* = g* nicht leer ist und sogar 
den Rand von G, schneidet. Es gibt vielleicht mehrere, jedenfalls aber nur 
endlich viele Komponenten g, von gf, die den Rand von G, treffen. Nach dem 
letzten Satz gibt es ein ganz in G, gelegenes Gebiet G, und eine in G analyti- 
sche Menge gi, welche in G,—G, mit der Vereinigung der g, iibereinstimmt. 
Jede Komponente von gi, enthilt wenigstens ein g,. Sei nun gi = gt, Ug,. 
Diese Menge g* stimmt jedenfalls in G—G, mit g* iiberein. Sie ist ferner 
in G analytisch. AuBerdem ist sie nach Konstruktion die kleinste Menge mit 
diesen Eigenschaften. Sie ist daher die gesuchte Menge. 

Eine besondere und wichtige Folge ist, daB der Rand von G zusammen- 
hangt. 

Satz 7a. Sei gi in G (G beschriinkt und q-konvex) analytisch und irre- 
duzibel (k => 2(n—q)). Dann ist G durch Gebiete G, approximierbar, fiir welche 
gilt: In G — G, ist gk irreduzibel. 

Daraus ergibt sich, daB der Rand von G zusammenhiingend ist. 

Der Beweis geht fast unmittelbar aus Satz 7 hervor. Gesetzt, die Be- 
hauptung sei falsch. Dann gibt es nach Satz 7 ein Gebiet G, ¢ G, so daB gilt: 
1. gi hat in G— G, mindestens zwei verschiedene irreduzible Komponenten 
gf, gh. 2. Es ist gt -\ (G — G,) = gk und gi (G — G,) = gf. — Das ist absurd. 
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§ 7. Unbeschrinkte Gebiete. 
Im projektiven Raum C" der (inhomogenen) Veriinderlichen (2, . . ., z,,) 
sind zum Beispiel die Gebiete 


U(t) = (gy, =—T (||? + ++ > + [2p[*) + & (l2p4al? + *-* + [2nl*) + 1 > 0) 
(a >0; tr> 0) 


Umgebungen der abgeschlossenen Ebene E¢ = (z,= +--+ = z,=0; q= n—p). 
Die Hyperflichen g,=0 haben in allen ihren Punkten den Index g. Und 
nur die Fernpunkte der Ebene z,,, = --- = z, = 0 liegen auBerhalb aller U(r). 
Es gilt dann 

Satz 8. Die Menge g* set in U(T) — E* (T > 0) analytisch und irreduzibel. 
Es siq+kean+1undk=2. Dann gibt es eine (und nur eine) in C?— E? 
analytische Menge g*, welche in U(T) — E* mit g* iibereinstimmt. Sie ist irre- 
duzibel. 

Der Beweis ist dem des Satzes 3 ganz ahnlich. 

1. Zu jedem t’>0 gibt es eine in U(r’) — E* analytische Menge g(t’). 
welche in U(7') — E£% mit g* tibereinstimmt. 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann gibt es ein kleinstes positives T,. 
zu dem noch eine in U (t,) — E% analytische Menge g(t,) existiert, welche in 
U(T)— E* mit g* iibereinstimmt. Nach dem Satz von der lokalen Fort- 
setzung und den Siatzen des §5 léBt sich dann aber eine Umgebung des 
Randes B von U(t,) und eine in B analytische Menge g,, finden, so dab 
Gax = G(T) in U(t,) > B ist. Infolgedessen muB es auch ein ty, <T, geben, 
so daB gy UG(t,) in U(ty,) — £4% analytisch ist und in U(7')— E* mit g* 
iibereinstimmt. Das widerspricht der Definition von T,. 

2. M sei die Menge der Fernpunkte der Ebene E?= (z,.,= +--+ = z= 0; 
q=n—p). Aus 1. folgt die Existenz einer Menge ¢* mit der Eigenschaft: 
g* ist in C»— E*— M analytisch und stimmt in U(7) — E*% mit g* iiberein. 
M ist nun eine analytische Ebene der Dimension p— 1 = n— q + 1. Da aber 
k>n—q+1>p—1 ist, bleibt nach der Verallgemeinerung eines Satzes 
von THULLEN?’) gi auf M noch analytisch. Genauer: Die abgeschlossene 
Hiille von gé ist eine in C"— E*% analytische k-dimensionale Menge. Sie ist 
die gesuchte Menge g* . Denn sie ist in U(7') — E*% mit g* identisch. Jede ihrer 
Komponenten trifft nach Konstruktion U(7’)— E£*. Daher ist g* irreduzibel. 

Anmerkung. Einen dem Satz 8 gleichwertigen Satz erhalt man, wenn man 
die Umgebungen U (rt) folgendermaBen erklart: 


n 
(1 + t) |z,|?@—)»  |z,?—1= — q< 0 
: t> 0. 





U(t)= 





n 
(1 + t) |z,|?—) |2;/?—1=—g, < 0 
1 


Jede der Hyperflichen ¢ ist normal. Die U(r) sind fiir alle t > 0 zusammen- 
hangend, jedoch das Komplement fiir kleine t nicht mehr. Nur die p Fern- 
punkte: 


a) Vg. [13], [19]. 
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F,= (1,0,...,0);...; Fy= (0,...,1,0,...,0) (homogene Koordinaten) 
liegen auBerhalb aller U(r). Der Satz von THULLEN ist hier also fiir den Beweis 
nicht mehr nétig. Man vermeidet ihn wie im Beweis zu Satz 3. Im iibrigen 
geht der Beweis wie beim Satz 8. Das Zerfallen des Komplementes von U (rt) 
spielt gar keine Rolle. 

Folgerung. Nach einem Satz von Cuow™*) ist jede im C" analytische Menge 
eine algebraische Menge. Aus der Erweiterung des Satzes von THULLEN folgt, 
daB jede isolierte analytische Singularitatsebene einer g* mindestens k-dimen- 
sional ist. Wenn also q < k ist, so folgt aus den Voraussetzungen von Satz 8: 
g* ist in U(T) analytisch. Aus Satz 8 in Verbindung mit dem zitierten Satz 
von Cuow ergibt sich so 

Satz 9. Istk>2,q+k2n+1 undq<k, ferner g* in U(T)— E* ana- 
lytisch und irreduzibel, so gibt es eine irreduzible algebraische Menge der Dimen- 
sion k, welche g* enthiilt. 

Zusatz. Insbesondere ergibt sich noch aus Satz 8: Jede in C"— E* analy- 
tische und irreduzible Menge g* ist auch in U(T') — E* irreduzibel. 

Beweis. Zerfiele g* in U(7')— E* in mehrere Komponenten, so wiirde sich 
jede von ihnen zu einer in C"— E* analytischen irreduziblen Menge erginzen 
lassen. Sie miissen alle voneinander verschieden sein. Denn in U(7’) sind sie 
verschieden. Das ist offenbar nicht méglich. 

DaB Satz 9 richtig bleibt, wenn Z* durch eine beliebige irreduzible alge- 
braische Fliche der Dimension gq ersetzt wird, soll in einer spiteren Arbeit 
gezeigt werden. 


§ 8. Das Analogon eines Harroasschen Satzes. 

Der folgende Satz ist scharfer als die bisherigen. Er ist — fiir Funktionen 
ausgesprochen — der eigentliche Kern des ,,Kontinuititssatzes‘. Ich werde 
spater zeigen, daB mit seiner Hilfe die Voraussetzungen des Satzes 6 auf das 
unerlaBliche MaB reduziert werden kénnen. Die Verinderlichen seien z,, . . ..z,, 
W,,...,W, und Zi(r), W(r) die Polyzylinder  (\z,| <r); M(\w;| <r). 
(q+ p=). 

Satz 10. Die Menge g* sei analytisch und irreduzibel in der Vereinigung von 
(Z(e), W(1)) und (Z(1), W(1)— W(1/2)). Bs sei k=>2 und q+k2n+ 1. 
g* komme der Hyperfliche (Z(1), Rand von W(1)) beliebig nahe. Dann gilt: 
1. Es gibt eine in (Z(1), W(1)) analytische irreduzible und k-dimensionale Menge 
g*, welche g* enthiilt. 

2. Hs ist gk = g* in (Z(1), W(1) —W(1/2)). 

Beweis. Bei festem t > 0; 1 > « > 0 sei U(t,«) das Gebiet 


lal*— a (lad? + 3 lw) 2 < 0 
1 1 
P q 

leg} (Sle? +E lult)— 2 <0 
1 1 


w aus W(1). 
"*) Vgl. [6] und auch [7}, [4], [13]. 
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Man wihle e, EF > 0(e < ¢: E < 1) beliebig und darauf « so, daB U(e, «)< 
C(Z(e), W(1)) und (Z(2), W(1)) Cc U(B, a) c (Z(1), W(1)) ist. 

Es geniigt nun zu zeigen, daB es eine in U(£, «) analytische k-dimensionale 
Menge gibt, welche in U(E, a) (Z(1), W(1) — W(1/2)) mit g* iibereinstimmt. 

Gesetzt, dies sei nicht der Fall. Dann muB es ein gréftes t, < EF mit fol- 
gender Eigenschaft geben: In U(rt,, «) existiert eine analytische k-dimen- 
sionale Menge g(t,), welche in U (ty, a) (Z(1), W(1) —W(1/2)) mit g* tiber- 
einstimmt. Wir zeigen, daB es ein solches t, nicht geben kann. 


1. Es sei F der in W (2/3) gelegene Teil des Randes von U(t,y,«) mit Ein- 
schluB der (auf dem Rande von W (?/;) gelegenen) Hiufungsstellen. Die Menge 
dieser Randpunkte von F sei R. In jedem Punkte P von F existiert die lokale 
Fortsetzung g(P) von g(t,) (aus U (ty, x) heraus in den Punkt P). Insbesondere 
gilt fiir die Punkte R von &: Es gibt eine Umgebung U(R), so daB U(R) 
\g(R) = U(R)\g* ist. Nach Hilfssatz 5.1, § 5 kénnen die U(P) so gewahlt 
werden, daB die Vereinigung der g(P) in U U(P) (P auf F) eine analytische 
k-dimensionale Menge g ist. Dabei ist die Vereinigung der g(R) (mit R € X) 
identisch mit U (g* ~\ U(R)) (R auf &). 

Infolgedessen laBt sich ein ty, >t, so finden, daB die Vereinigung § von 
g und g*-\(W(1)—W(2/;)) eine in U(tgg,«) analytische k-dimensionale 
Menge ist, die im Durchschnitt von U (t,,a) und (W(1) — W(?/,) mit g* iiber- 
einstimmt. 


2. Es muB noch nachgewiesen werden — und das ist ganz wesentlich —., 
daB auch in (W(1) —W(#/,)) noch g = g* ist. 

Zum Beweise wihle man zuniichst ein 1’: tT, <t’'<tTyy. Die Mengen § 
und g* sind im Durchschnitt von U(t’,«) und (W(1)—W(?/,)) analytisch: 
sie sind es sogar noch in allen Randpunkten, die im Inneren von (W (1) —W (#/;)) 
liegen. Da 1’ beliebig ist, reicht es aus, die Gleichheit von g und g* im Durch- 
schnitt von U(r’,«) und (W(1) — W(#/,)) nachzuweisen. 

Es sei nun V(t, 8) das Gebiet 


luylt + B(S lad? +E ful!) —t= gy <0 
Dp q 

jul? + B(S led? +S lelt) —t = 0 <0. 
1 1 


Man wihle '/,< d<1; D<1 beliebig und darauf f > 0 so, daB W(?/;)c 
c V(D, B)c W(1) and W(}/,) c V(d, 6) Cc W(d) ist. Wir zeigen, daB im Durch- 
schnitt von U(r’',a«) und V(d, £) noch § = g* ist. Das geniigt, da d beliebig 
nahe an '/, gnommen werden kann. 

Wire das namlich nicht richtig, so miBte es ein kleinstes t, >d geben, 
fiir welches gilt: In U(t’,«) -\ V (ty, 8) ist § = g*. — Das aber besagt: Auf dem 
Teil des Randes von U(t’,«)~ V (t,,8), der zum Rande von V (t,,/) gehért, 
gibt es wenigstens einen Punkt R mit beliebig kleinen Umgebungen U(R), 
in denen 3 + g* ist. In U(R) sind § und g* analytisch. Das jedoch wider- 
spricht Satz D’’, § 4: Es sei etwa 7,(R)= 0. Die Mengen sind k-dimensional 
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und stimmen in U (t’,a) (4, > 0) miteinander iiberein. Es ist k > n + 1—g 
= p+ 1, also k mindestens gleich der Anzahl der beteiligten (normalen) 
Hyperflichen. Dann gibt es (Satz D’) eine Umgebung von R, in der g = g* 
ist. 

Damit ist gezeigt, daB in W (1) — W('/,) noch g = g* ist. 1. und 2. zusammen 
ergeben, daB t, nicht das gréBte rt seiner Art ist im Widerspruch zu seiner 
Definition, w.z.b.w. " 

Erweiterungen dieses Satzes ergeben sich sofort. Im Teil 1. des Beweises 
kommt es nur darauf an, daB die lokale Fortsetzung existiert. Im 2. Teil 
muB8 der Eindeutigkeitssatz anwendbar sein. Ersetzt man nun W(1), W (#/,) 
durch zwei g'-Polyeder des w-Raumes /7,, I7, (JT, ¢ IT,), welche nur von Hyper- 
flachen |w,| = const. begrenzt werden, so hat man k = p + n— q’ zu fordern. 
Verfahrt man dann wie friiher, so hat man die Ubereinstimmung der Mengen § 


n—¢ 


und g* in U(t',a)\ N(%e>) (anstatt in U(t',«) \(y%,>0)). Wieder ist k 
1 


mindestens gleich der Anzahl der beteiligten Hyperflichen. Also gibt es eine 
Umgebung U (R), in welcher § = g* ist. Daher gilt 

Satz 10a. Es seien IT,, I1,(IT,¢ IT,) beschriinkte analytische q'-Polyeder des 
w-Raumes, die nur von Hyperflichen |\w,| = const. begrenzt werden. Weiter sei 
k=2 und k=>p+n—q’. Dann bleibt Satz 10 richtig, wenn W(1), W(*/,) 
durch IT,, IT, ersetzt werden. — Ist p= 1, so muB demnach k + q' =n + 1 sein 
(p= n—@). 

Zusatz. Es liegt nahe, W(#/,) in Satz 10 durch ein beliebiges Gebiet 
W ¢ W(1) zu ersetzen und auf die Aussage (2) zu verzichten. Das ist offenbar 
moglicu. Entsprechendes gilt fiir Satz 10a. Im Beweis des Satzes scheint der 
2. Teil jedoch unumginglich zu sein. Man wird also W(1) nicht ohne weiteres 
durch ein beliebiges Gebiet ohne Konvexititseigenschaften ersetzen diirfen. 
Gleichwohl vermute ich, daB Satz 10 (ohne Teil (2)) fiir beliebige Gebiete 
W,, W, anstelle von W(1), W('/,) richtig ist. Nur wird man ein Beweisver- 
fahren wie in meiner Arbeit [15] benutzen miissen. 
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Auflésbare Gruppen mit Maximalbedingung. 
Von 
ReiHoip Baer in Urbana, Illinois (USA). 
Heryricn Scuouz, dem Lehrer und Freund, zum 70. Geburtstag gewidmet. 


Man verdankt Mauzew [1] den schénen Satz, daB jede Untergruppe einer 
auflésbaren Gruppe endlich erzeugbar ist, wenn dies nur von den abelschen 
Untergruppen vorausgesetzt wird. Beim Beweise dieses Satzes wie auch ge- 
wisser damit zusammenhingender Resultate tiber Automorphismengruppen 
benutzen Matzew [1] und Smirnow [1, 2] ganz wesentlich einen Satz iiber 
kontinuierliche Gruppen. Wir wollen hier einen anderen Weg zur Gewinnung 
dieser Resultate einschlagen; und zwar werden wir die topologischen Hilfs- 
mittel durch einfache Resultate aus der Ring*heorie ersetzen, welche im 
wesentlichen im § 1 zusammengestellt sind. 

Der Gedankengang unseres Beweises sei kurz skizziert. Eine Gruppe 
heiBt bekanntlich auflésbar, wenn jedes ihrer von 1 verschiedenen homo- 
morphen Bilder einen von 1 verschiedenen abelschen Normalteiler besitzt. 
Eine Gruppe ist sicher dann auflésbar, wenn eine ihrer Ableitungen gleich 1 ist. 
Doch ist die Umkehrung nicht richtig. Eine Gruppe mit Maximalbedingung 
ist aber, wie man sich leicht iiberzeugt, dann und nur dann auflésbar, wenn 
eine ihrer Ableitungen gleich 1 ist. Dies legt es nahe, den Beweis des MaLzEw- 
schen Satzes in zwei Teile zu zerlegen, nimlich in die Beweise der folgenden 
beiden Resultate. 

Satz A: Ist eine Ableitung der Gruppe @ gleich 1 und jede abelsche 
Untergruppe von G endlich erzeugbar, so ist jede Untergruppe von G endlich 
erzeugbar. 

Satz B: Ist die Gruppe G auflésbar und jede abelsche Untergruppe von 
G endlich erzeugbar, so ist eine Ableitung von G gleich 1. 

Diese Saitze A und B werden wir im § 5 aus Sitzen iiber Automorphismen- 
gruppen herleiten; und zwar wird sich Satz A durch eine naheliegende In- 
duktion aus folgendem Resultat ergeben. 

Satz A’: Abelsche Automorphismengruppen endlich erzeugbarer abelscher 
Gruppen sind endlich erzeugbar. 

Es sei gleich darauf hingewiesen, daB dieser Satz A’ sich ohne groBe Miihe 
aus dem Drricuuetschen Einheitensatz gewinnen laBt. Satz B dagegen — 
und dies ist beweistechnisch nicht ohne Interesse — ergibt sich aus Satz A 
und dem folgenden 

Satz B’: Ist ® eine auflésbare Automorphismengruppe der auflésbaren 
Gruppe G mit Maximalbedingung, so ist eine Ableitung von @ gleich 1 und 
die abelschen Untergruppen von @ sind endlich erzeugbar. 

Die Hauptschwierigkeiten beim Beweise dieser Siatze iiber Automor- 
phismengruppen ergeben sich bei der Untersuchung einer speziellen Klasse 
Math. Ann. 129. 10 
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von Automorphismengruppen torsionsfreier abelscher Gruppen endlichen 
Ranges, die wir als semi-primitiv bezeichnen wollen. Wir werden im § 2 
zeigen, daB Normalteiler semi-primitiver Automorphismengruppen semi- 
primitiv sind, daB semi-primitive Automorphismengruppen in ihren abelschen 
Normalteilern endliche Automorphismengruppen induzieren, und daB ihre 
abelschen Torsionsuntergruppen endlich sind. Den § 3 widmen wir dann der 
Herleitung von auch an sich interessanten Kriterien fiir die Existenz auflés- 
barer und abelscher Untergruppen von endlichem Index, die wir dann im § 4 
dazu benutzen, um zu zeigen, daB auflésbare semi-primitive Automorphismen- 
gruppen abelsche Untergruppen von endlichem Index besitzen (und das ist 
mehr als zum Beweis von Satz B’ ndtig ist). 

Die folgende Darstellung ist unabhingig von den Abhandlungen von 
Mauzew und SmMIRNow zu lesen. 


Bezeichnungen. 


Sind X und Y Teilmengen einer Gruppe G, so ist [X, Y] die von den Kommutatoren 
x y” xy fiir z in X und y in Y erzeugte Untergruppe von G. Die Untergruppen ‘G und 
G der Gruppe G werden induktiv folgendermaBen definiert: 
0G = G= GO, i+1G = [GG], G@+) — [G@,G@); 


insbesondere ist 1G = G’ die Kommutatorgruppe von G. Z(@) = Zentrum von G. Tor- 
sionsgruppen sind frei von Elementen unendlicher Ordnung, wahrend torsionsfreie Gruppen 
keine von | verschiedenen Elemente endlicher Ordnung enthalten. 

Die Komposition der Gruppenelemente werden wir meistens als Multiplikation be- 
zeichnen; jedoch werden wir die additive Schreibweise bei Gruppen, die durchaus nicht 
kommutativ zu sein brauchen, vorziehen, deren Automorphismengruppen geradé den 
Hauptgegenstand der Untersuchung bilden. 


1. Ringe endlichen Ranges. 


Alle in diesem Abschnitt behandelten Ringe sind kommutativ und be- 
sitzen ein Einselement 1. Weiter wird es bequem sein zu sagen, daB R ein 
Ring endlichen Ranges ist, wenn die Additionsgruppe R. von R eine torsionsfreie 
abelsche Gruppe endlichen Ranges ist. Wir erinnern daran, daB die torsions- 
freie abelsche Gruppe A endlichen Rang hat, wenn sie eine endlich erzeugbare 
Untergruppe U derart besitzt, daB A/U eine Torsionsgruppe ist. Entsprechend 
wollen wir sagen, daB das Ideal J in dem Ringe R ein Ideal endlichen Ranges 
ist, wenn der Rang des Ringes-R/J endlich ist. Diesen Begriff werden wir 
fast nur auf Primideale anwenden; dabei sei unter einem Primideal ein Ideal J 
in R derart verstanden, daB R/J nullteilerfrei, d. h. ein Integritaétsbereich ist — 
z. B. ist die Null ein Primideal endlichen Ranges im Ringe der ganzen Zahlen. 
Das Ziel der Betrachtungen dieses Abschnitts ist der Beweis der folgenden 
einfachen Tatsache. 

Satz: Lapt sich die Null des kommutativen Ringes R als Durchschnitt 
endlich vieler Primideale endlichen Ranges darstellen, so sind Automorphismen- 
gruppe und Einheitswurzelgruppe von R beide endlich. 

Dem Beweise dieses Satzes seien die Beweise einiger Hilfssitze voraus- 
geschickt. 


= s&s &® @ 


sp. = ae Ae 2 





n 


d 
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Hilfssatz 1: Ist 0 der Durchschnitt der endlich vielen Primideale J,,..., J» 
des kommutativen Ringes R, so enthiilt jedes Primideal von R eines der Ideale J. 

Der einfache Beweis dieses wohlbekannten Satzes sei der Bequemlichkeit 
des Lesers wegen kurz angedeutet. Enthielte nimlich das Primideal J keines 
der Ideale J;, so giibe es in jedem J; ein nicht in J enthaltenes Element r;. 
Das Produkt r,, . . ., 7, liegt dann im Durchschnitt 0 der Ideale J; und gehért 
also insbesondere zu J. Haben wir nun etwa schon gezeigt, daB r,... 7; 741 
zu J gehdért, so bedenken wir, daB J ein Primideal ist und daB r,,, nicht 
zu J gehért. Es folgt, daB r,...r; zu J gehért. Induktion ergibt, daB r, 
zu J gehért. Dieser Widerspruch beweist den Hilfssatz 1. 

Bemerkung 1: Aus Hilfssatz 1 laBt sich folgern, daB ein Ring der hier 
betrachteten Art nur endlich viele minimale Primideale besitzt, und daB der 
Durchschnitt aller minimalen Primideale gleich 0 ist. 

Hilfssatz 2: Ist R ein Integritétsbereich endlichen Ranges, so ist 0 das einzige 
Primideal endlichen Ranges in R, R ist ein Teilring eines endlichen algebraischen 
Zahlkirpers, und Automorphismengruppe wie Einheitswurzelgruppe von R sind 
beide endlich. 

Beweis: Ist J + 0 ein Ideal in R, so gibt es ein Element 7 +0 in J. Aus 
der Nullteilerfreiheit von R folgt, daB die Abbildung des Elements r in R 
auf das Element rj in J einen Isomorphismus der Additionsgruppe R, in die 
Additionsgruppe J , darstellt. Die torsionsfreien abelschen Gruppen J, und R, 
haben also denselben endlichen Rang; und daraus folgt, daB R,/J, eine 
Torsionsgruppe ist. Dann ist aber J kein Primideal endlichen Ranges; und 
damit haben wir gezeigt, daB 0 das einzige Primideal endlichen Ranges in R ist. 

Aus der Endlichkeit des Ranges der torsionsfreien abelschen Gruppe R, 
folgern wir die Existenz endlich vieler Elemente r,,...,7, in R derart, daB 
R./{r,, . . ., f,} eine Torsionsgruppe ist. Also gibt es zu jedem Element r in R 
eine positive ganze Zahl e und ganze Zahlen c; derart, daB er = ¢,7,+ +++ + CaTn 
ist. Aus der Torsionsfreiheit von R, folgt nun, daB r = d,r,+ --+ + dyr,, ist, 
wo d,=e-'c, rational ist. Damit ist aber gezeigt, daB R in einer endlichen 
algebraischen Erweiterung des K6rpers der rationalen Zahlen enthalten ist, 
also ein Teilring eines endlichen algebraischen Zahlkérpers ist. Aus dieser 
Tatsache folgert man schlieBlich mihelos, daB R nur endlich viele Auto- 
morphismen und Einheitswurzeln besitzt, q.e.d. 

Beweis des Satzes: Nach Voraussetzung gibt es endlich viele Primideale 
endlichen Ranges: J,....,J,, deren Durchschnitt gleich 0 ist. Ist e eine 
Einheitswurzel unseres Ringes R, so ist J;+ e eine Einheitswurzel des Integri- 
tiitsbereichs endlichen Ranges R/J,;. Es folgt aus Hilfssatz 2, daB R/J, nur 
endlich viele Einheitswurzeln enthalt; und folglich gibt es nur endlich viel 
verschiedene Einheitswurzeln der Form J;+e fir i=1,...,k. Da aber 
e = 1 modulo J; fiir i= 1,..., k nach sich zieht, daB e = 1 ist, so sieht man, 
daB R selbst nur endlich viele Einheitswurzeln enthilt. 

Es sei ® die Gruppe aller Automorphismen von R. Ist o ein Automor- 
phismus von R, so ist Jj ein Primideal endlichen Ranges von R. Aus Hilfs- 
satz 1 folgern wir die Existenz eines Index j derart, daB J; < Jj ist. Da R/J 
10* 
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ein Integritatsbereich endlichen Ranges und J;/J; ein Primideal endlichen 
Ranges in R/J, ist, so folgt aus Hilfssatz 2, daB J{/J;=0 oder Jj =J, ist. 
Damit ist gezeigt, daB jeder Automorphismus o in der Menge der J; eine 
Permutation bewirkt. 

Wir bezeichnen nun mit @ die Menge der Automorphismen o von R, die 
Jj =J, fir i=1,..., k erfiillen. Man sieht sofort, daB O ein Normalteiler 
von @ ist, und daB ®/@ im wesentlichen mit einer Gruppe von Permutationen 
der endlich vielen Primideale J,, . . ., J, identisch ist. Folglich ist auch 0/9 
endlich. 

Sei O, die Gesamtheit der Automorphismen in @, die in R/J; die Identitat 
induzieren. Dann ist 9; ein Normalteiler von O und 0/0, ist im wesentlichen 
mit einer Gruppe von Automorphismen von R/J; identisch, da ja Auto- 
morphismen aus @ jedes J; in sich iiberfiihren und also in R/.J, Automorphismen 
induzieren. Da aber R/J, ein Integrititsbereich endlichen Ranges ist, so gibt 
es nach Hilfssatz 2 nur endlich viele Automorphismen von R/J;. Also ist 0/0, 
endlich. 

Aus dem Satz von Porncaré folgt nun auch die Endlichkeit von 
O/(O,----- O,). Gehért aber o dem Durchschnitt der 9; an, so gilt 
rv =r modulo J; fir i=1,..., k. Also liegt r’—r im Durchschnitt 0 der 
Ideale J;, woraus ¢ = 1 folgt. Also ist 9, -\- - +7 O, = 1. Damit haben wir aber 
gezeigt, daB © und ©/@ endlich sind, woraus nun auch die Endlichkeit 
von ® folgt, q.e.d. 

Bemerkung 2: Wenn die Null des kommutativen Ringes R sich als Durch- 
schnitt endlich vieler Primideale endlichen Ranges darstellen laBt, so 
sieht man leicht ein, daB R, eine torsionsfreie abelsche Gruppe end- 
lichen Ranges ist und daB R keine von 0 verschiedenen nilpotenten Elemente 
enthilt. 


2. Semi-primitive Automorphismengruppen torsionsfreier abelscher Gruppen 
endlichen Ranges. 


Wir beginnen mit der Definition der primitiven Automorphismengruppen, 
die auf unsere speziellen Zwecke zugeschnitten ist. 

Definition 1: Die Automorphismengruppe © der abelschen Gruppe A ist 
primitiv, wenn 0 die einzige D-zulissige Untergruppe von A mit torsionsfreier 
Faktorgruppe ist. 

Es ist klar, daB jede Automorphismengruppe abelscher Torsionsgruppen 
primitiv ist; ist aber ® eine primitive Automorphismengruppe der abelschen 
Gruppe A, die keine Torsionsgruppe ist, so sieht man leicht ein, daB A torsions- 
frei ist. Folglich kann unsere Definition nur auf Automorphismengruppen 
torsionsfreier abelscher Gruppen sinnvoll angewandt werden. 

Lemma 1: Ist ®D eine primitive Automorphismengruppe der abelschen 
Gruppe A und S +0 eine ®-zuliissige Untergruppe von A, so ist A/S eine 
Torsionsgruppe. 

Beweis: Die Gesamtheit der Elemente endlicher Ordnung in A/S bildet 
eine Torsionsuntergruppe 7/S von A/S. Da S eine ®-zulissige Untergruppe 
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von A ist, so ist auch 7 eine ®-zuliassige, von 0 verschiedene Untergruppe 
von A. Da @ primitiv ist, so ist A/T nicht torsionsfrei. Aus der Konstruktion 
von T' ergibt sich aber die Torsionsfreiheit von A/7’. Also ist A/T’ = 0, so daB 
A/S = T/S8 eine Torsionsgruppe ist. 

Lemma 2: Ist ® eine primitive Automorphismengruppe der torsionsfreien 
abelschen Gruppe A, so ist 0 der einzige Endomorphismus von A, der eine von 0 
verschiedene, D-zulissige Untergruppe von A auf 0 abbildet. 

Bemerkung: Diese Eigenschaft primitiver Automorphismengruppen tor- 
sionsfreier abelscher Gruppen ist fiir viele unserer Zwecke ausreichend. Man 
kann aber leicht Beispiele konstruieren, die zeigen, daB die Umkehrung von 
Lemma 2 falsch ist. 

Beweis: Ist S + 0 eine ®-zulissige Untergruppe von A, so ist A/S eine 
Torsionsgruppe (Lemma l). Ein S auf 0 abbildender Endomorphismus 
von A bildet also A auf eine Torsionsuntergruppe von A ab, die wegen der 
Torsionsfreiheit von A notwendig gleich 0 ist, q.e.d. 

Lemma 3: Ist ® eine Automorphismengruppe der torsionsfreien abelschen 
Gruppe A endlichen Ranges und haben alle von 0 verschiedenen, D-zuliissigen 
Untergruppen von A denselben Rang wie A, so ist D primitiv. 

Dies folgt sofort daraus, daB A/S eine Torsionsgruppe isi, falls A und S 
denselben endlighen Rang haben. 


Lemma 4: Ist ® eine abelsche und primitive Automorphismengruppe der 
torsionsfreien abelschen Gruppe A, so ist der von ® erzeugte Endomorphismen- 
ring E von A ein Integrititsbereich, dessen Additionsgruppe E, einer Unter- 
gruppe von A isomorph ist. 

Beweis: Aus der Kommutativitét von ® folgt sofort die von E. Ist K 
der Kern des Endomorphismus o + 0 in E, so folgt aus der Kommutativitat 
von E,daB K®o = Ko@ = Oist. Alsoist K® < K und mithin auch K® = K. 
Folglich ist K eine ®-zulissige Untergruppe von A, die von dem Endomor- 
phismus o + 0 auf 0 abgebildet wird. Wir folgern K = 0 aus der Primitivitat 
von ® und Lemma 2. Also gilt: 


(+) Ist o in E, a in A und ag=0, so ist a=0 oder o=0. 


Hieraus ergibt sich sofort die Nullteilerfreiheit von E, so daB also E ein 
Integritatsbereich ist. — Ist weiter t + 0 ein Element in A, so bilden wir das 
Element o in E auf das Element to in A ab. Es ist klar, daB dies ein Homo- 
morphismus der Additionsgruppe E, von E auf die Untergruppe ¢E von A ist; 
und es folgt aus (+), daB dieser Homomorphismus ein Isomorphismus ist. 
Also ist E, der Untergruppe tE von A isomorph, q.e.d. 

Folgerung 1: isi ® eine abelsche und primitive Automorphismengruppe der 
torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges, so ist der von ® erzeugte 
Endomorphismenring von A ein Integritétsbereich endlichen Ranges. 

Dies folgt sofort aus dem Lemma 4, wenn man nur bedenkt, daB Unter- 
gruppen torsionsfreier abelscher Gruppen endlichen Ranges ebenfalls torsions- 
freie abelsche Gruppen endlichen Ranges sind. 
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Definition 2: Die Automorphismengruppe © der abelschen Gruppe A ist 
semi-primitiv, wenn es ein endliches System von 0 verschiedener, D-zulissiger 
Untergruppen S,,..., S, von A derart gibt, dap 
(a) D in jedem S; eine primitive Automorphismengruppe induziert und 
k 


(b) A/ > S; eine Torsionsgruppe ist. 
i=l 


Wir werden ein solches Untergruppensystem S,,..., S, stets als ®-Zer- 
legung von A bezeichnen. 

Ist ® eine primitive Automorphismengruppe von A, so ist A eine ®-Zer- 
legung von A und @ also semi-primitiv. Wie bei der Definition der Primi- 
tivitét bemerkt man, da8 unsere Definition nur fiir torsionsfreie Gruppen A 
bedeutungsvoll ist. 

Lemma 5: Ist ® eine semi-primitive Automorphismengruppe der torsions- 
freien abelschen Gruppe A und S,,..., S, eine ®-Zerlegung von A, so ist 

(b’) 0 der einzige, So = 0 fiir i=1,...,k erfiillende Endomorphismus o 
von A und 

(b’’) 1 der einzige jedes Element in jedem S; invariant lassende Endomor- 
phismus von A. 


k 
Beweis: Bildet der Endomorphismus o jedes S; auf 0 ab, so auch 3’ S,. 


i=1 


k 
Da aber A/ >’ S; eine Torsionsgruppe ist [Definition 2, (b)], so ist Ao eine 


i=1 
Torsionsuntergruppe der torsionsfreien Gruppe A. Also ist Ao=0 oder 
o = 0, womit (b’) erwiesen ist. — Die Aquivalenz von (b’) und (b’’) sieht man 


ein, wenn man nur bedenkt, daB o dann und nur dann jedes S; auf 0 abbildet, 
wenn 1 — a jedes Element in jedem S; invariant laBt. 

Bemerkung: Wieder sei auf die Wichtigkeit der Eigenschaften (b’) und 
(b’’) hingewiesen. Es scheint aber, daB es nicht ausreicht, (b) durch (b’) zu 
ersetzen; siehe besonders den Beweis von Lemma 6. 

Lemma 6: Ist © ein Normalteiler der semi-primitiven Automorphismen- 
gruppe ® der torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges, so ist O 
semi-primitiv. 

Beweis: Es existiert eine endliche ®-Zerlegung S,,..., S, von A. Dann 
ist jedes S; (als Untergruppe von A) eine torsionsfreie abelsche Gruppe end- 
lichen Ranges; und jedes S; ist ®-zulissig und also auch @-zulissig. Weiter 


k 
induziert ® in jedem S; eine primitive Automorphismengruppe und A/ >’ S, 
i=1 
ist eine Torsionsgruppe. 

Wir betrachten eine der Komponenten S; unserer ®-Zerlegung von A. 
Es gibt von 0 verschiedene, 9-zulissige Untergruppen von S,, z. B. S; selbst; 
und jede von diesen hat einen wohlbestimmten positiven Rang. Unter all 
diesen positiven Rangen gibt es einen kleinsten m (der natiirlich von i ab- 
hangt). Dann gibt es also @-zulissige Untergruppen von S;,, deren Rang m 
ist; und diese wollen wir der Kiirze halber als m-@-Untergruppen von 8S, 
bezeichnen. 
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Ist X eine m-@-Untergruppe von S; und o ein Automorphismus in @, 
so ist der Rang von Xo natiirlich auch m. Da @ ein Normalteiler von @ ist, 
so gilt weiter 

XaO@ = XcOo-a = XO0= Xo So = 8;, 
so daB Automorphismen in ® also m-@-Untergruppen von S;, auf m-@-Unter- 
gruppen von S, abbilden. 

Ist X eine m-9-Untergruppe von S,, so folgt aus der Minimalitaét von m, 
daB von 0 verschiedene, @-zulissige Untergruppen von X denselben Rang 
wie X haben. Es folgt aus Lemma 3, daB © in X eine primitive Automor- 
phismengruppe induziert. 

Sei nun S¥ die Summe aller m-@-Untergruppen von S;. Wir folgern 
S*+ 0 aus der Existenz von m-9-Untergruppen von S;. Da Automorphismen 
aus ® die m-@-Untergruppen von S; untereinander permutieren, so ist 
S*@ = S¥. Da aber @ in jedem S; eine primitive Automorphismengruppe indu- 
ziert, so ergibt sich jetzt aus Lemma 1, daB S,/S* eine Torsionsgruppe ist. 

Wir betrachten nun alle Summen endlich vieler m-@-Untergruppen von S;,. 
Da der Rang einer jeden dieser Summen den endlichen Rang von S, nicht 
iiberschreiten kann, so gibt es unter diesen eine 7'; maximalen Ranges. Wir 
bemerken, daB 

n(i) 
T= p Si; 
j=1 
ist, wo jedes S,; eine m-@-Untergruppe von S;, ist und also jedes S;, eine von 0 
verschiedene @-zulissige Untergruppe von A ist, in der @ eine primitive 
Automorphismengruppe induziert. 

Ist wieder X irgendeine m-9-Untergruppe von S;, so folgt aus der Maxi- 
malitét des Ranges von 7';, daB 7’; und 7, + X denselben endlichen Rang 
haben. Dann ist aber (7';+ X)/7, eine Torsionsgruppe. Da S¥ die Summe 
aller dieser m-@-Untergruppen X von S, ist, so folgt, daB S¥/7', eine Torsions- 
gruppe ist. Nun haben wir friiher gezeigt, daB S,/S* eine Torsionsgruppe ist. 
Also ist auch S,/7', eine Torsionsgruppe; und hieraus folgt weiter, daB 


k k 
LslE 7, 


i=1 i=1 
k 
eine Torsionsgruppe ist. Wir haben aber im Anfang gezeigt, daB A/ >’ S, eine 
i=1 


Torsionsgruppe ist. Folglich ist auch 


k 
A/ i T, = Ald S,; 
i=1 47 
eine Torsionsgruppe ; und damit haben wir gezeigt, daB die endlich vielen Unter- 
gruppen S,; eine @-Zerlegung von A bilden, und daB also O semiprimitiv ist. 
Satz 1: Hs sei D eine abelsche wnd semi-primitive Automorphismengruppe 
der torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges. Dann gilt: 
(a) Die Torsionsuntergruppe von ® ist endlich. 
(b) Ist ® Normalteiler der Automorphismengruppe I von A, so hat der 
Zentralisator von ® in I’ endlichen Index in I’. 
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Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine endliche ®-Zerlegung S,,. . ., S;, i 
von A. Weiter bilden wir den von ® erzeugten Endomorphismenring E von A. i 
Aus der Kommutativitat von ® folgt die von E. 1 

Wir bezeichnen mit E; die Gesamtheit der Endomorphismen in E, die 
S, auf 0 abbilden. Es ist klar, daB jedes E; ein Ideal in E ist; und es folgt aus t 


Lemma 5, (b’), daB 
O=Ern--:-nk, 


ist. Weiter ist klar, daB jeder Endomorphismus in E die ®-zulissige Unter- 
gruppe S; in sich abbildet, und daB also E/E; im wesentlichen mit dem Endo- 
morphismenring von S;, identisch ist, der von E;®/E; erzeugt wird. Weiter 
sieht man ein, daB E;®/E; im wesentlichen mit der von @ in S, induzierten 
Automorphismengruppe identisch ist. Die letztere ist aber eine primitive 
Automorphismengruppe, da ja die S; eine ®-Zerlegung bilden. Da ® abelsch 
ist und da S; (als Untergruppe von A) eine torsionsfreie abelsche Gruppe end- : 
lichen Ranges ist, so ergibt sich aus Folgerung 1, daB 

E/E; ein Integritatsbereich endlichen Ranges ist. 

Wir kénnen nun den Satz aus § 1 anwenden und finden, daB die Einheits- 
wurzelgruppe wie auch die Automorphismengruppe von E beide endlich sind. 

Die Torsionsuntergruppe von @ ist natiirlich in der Einheitswurzelgruppe 
von E enthalten; und aus der Endlichkeit der letzteren folgt auch die Endlich- 
keit der Torsionsuntergruppe von ®. 

Da @ ein Normalteiler der Gruppe /’ von Automorphismen von A ist, 
so induziert jedes Element aus J’ in E einen Automorphismus; und das Element 
y aus /” induziert dann und nur dann die Identitét in E, wenn es mit allen 
Elementen aus ® vertauschbar ist, d.h. wenn y zum Zentralisator 9 von ® 
in I’ gehért. Es folgt, daB O ein (® enthaltender) Normalteiler von J” ist, 
und daB /’/O@ im wesentlichen mit einer Gruppe von Automorphismen von E 
identisch ist. Da Automorphismengruppen von E endlich sind, so ist also 
auch J"/@ endlich, q.e.d. 

Folgerung 2: Ist © ein abelscher Normalteiler der semi-primitiven Auto- 
morphismengruppe ® der torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges, 
so ist der Index des Zentralisators von O in ® endlich. 

Dies folgt sofort aus Lemma 6 und Satz 1. 

Hilfssatz 1: Ist o ein Automorphismus endlicher Ordnung der torsionsfreien 
abelschen Gruppe A und ist (o — 1)" = 0 fiir positives n, so ist o = 1. 

Beweis: Es existiert eine kleinste positive Zah] m derart, daB (¢ — 1)" =0 
ist. Ware m + 1, so bilden wir die Untergruppe 

S = A(o—1)"-? ! 
von A. Es ist klar, daB o in S einen Automorphismus endlicher Ordnung i + 1 : 
induziert und daB S(o— 1)? =0+ S(o—1) ist. Ist nun s ein beliebiges 
Element in S, so ist s(¢— 1)?=0; und es wird also s(o— 1) o = s(o— 1). 

Man sieht dann, da8 
so = 8+ 8(¢—1), so'=s8+js(o—l), 
8 = so'=8s + is(o— 1) oder. is(a—1)=0 
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ist; und daraus folgt s(a — 1) = 0 wegen der Torsionsfreiheit von A. Folglich 
ist A(o— 1)"-'= S(o— 1) = 0; und aus diesem Widerspruch mit unserer 
Wahl von m folgt m = 1 oder o = 1, q.e.d. 

Folgerung 3: Ist ® eine abelsche Torsionsgruppe von Automorphismen der 
torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges, so ist ® endlich. 

Beweis: Sind S und 7 Untergruppen von A derart, daB S <7 und 7/S 
torsionsfrei ist, so folgt aus der Endlichkeit des Ranges von A, daB auch die 
Range von S und 7 endlich sind und daB der Rang von S kleiner ist als der 
von 7. Folglich gibt es eine lingste, endliche Kette von Untergruppen A, 
von A mit folgenden Eigenschaften: 


0=A,<:--<A,=A, 
A/A;, ist torsionsfrei und A, ist ®-zulassig. 


Wir bezeichnen mit ®,; die Gesamtheit der Automorphismen aus @, die in 
A;,,/A, die Identitaét induzieren. Dann ist ®/®, im wesentlichen mit der von 
® in A,,,/A,; induzierten Automorphismengruppe identisch, die natiirlich 
ebenfalls eine abelsche Torsionsgruppe ist. Wir bemerken weiter, daB A,,,/A, 
eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges ist. Ist S eine ®-zulissige 
Untergruppe von A derart, daB A,;< S < A,,, ist, so folgt aus der maximalen 
Lange unserer Kette A,, daB A/S nicht torsionsfrei ist. Da aber A/A,,, 
torsionsfrei ist, so kann A,,,/S nicht torsionsfrei sein. Es folgt aus Defi- 
nition 1, daB ® in A,,,/A,; eine primitive Automorphismengruppe induziert. 
Da diese primitive Automorphismengruppe einer torsionsfreien abelschen 
Gruppe endlichen Ranges im wesentlichen mit der abelschen Torsionsgruppe 
/®, identisch ist, so ergibt sich die Endlichkeit aller ®/®, aus Satz 1. Hieraus 
folgt aber auch die Endlichkeit von ®/[®,-\---7\ ®,_,). Gehdrt schlieBlich ¢ 
zu ®,-\---\ ®,_,, so iiberzeugt man sich sofort, daB (c— 1)"= 0 ist. Da die 
Ordnung des Automorphismus o endlich ist, so folgt o = 1 aus Hilfssatz 1. 
Also ist ®y\---7\®,_,= 1; und damit ist die Endlichkeit von ® erwiesen. 


3. Gruppen mit abelschen Untergruppen von endlichem Index. 


Im Zentrum der Betrachtungen dieses Abschnitts stehen Kriterien fir 
die Existenz abelscher Untergruppen von endlichem Index. Um diese Kri- 
terien anwenden zu kénnen, bedarf es einer Diskussion der auflésbaren 
Gruppen und allgemeiner der Gruppen, die eine auflésbare Untergruppe von 
endlichem Index besitzen. 

Definition 1: Die Gruppe G ist auflésbar, wenn jedes von 1 verschiedene 
homomorphe Bild von G einen von 1 verschiedenen abelschen Normalteiler 
besitzt. 

Man sieht ohne Miihe ein, daB aus G(") = 1 die Auflésbarkeit von G folgt, 
wahrend man leicht auflésbare Gruppen konstruieren kann, deren saémtliche 
Ableitungen von 1 verschieden sind. Ist andererseits G eine auflésbare Gruppe, 
von deren Normalteilern die Maximalbedingung erfiillt wird, so existiert 
unter den Normalteilern X, die X‘ = 1 fiir geeignetes i erfiillen, ein maxi- 
maler M. Dann ist also M ein Normalteiler von G und M(™=1 fir 
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geeignetes m. Wire nun M + G, so besiBe das von 1 verschiedene homomorphe 
Bild G/M der auflésbaren Gruppe G einen von 1 verschiedenen abelschen 
Normalteiler N/M; und N wire ein Normalteiler von G, der M < N und 
N(™» = 1 im Widerspruch zur Maximalitaét von M erfiillte. Also ist G = M 
und G™ = 1. 

Es ist klar, daB jedes homomorphe Bild einer auflésbaren Gruppe eben- 
falls auflésbar ist. Dagegen bed: rf die Tatsache, daB Untergruppen auflés- 
barer Gruppen selbst auflésbar sind, eines Beweises, den wir kurz angeben 
wollen: Ist U eine Untergruppe der auflésbaren Gruppe @ und N ein von 
U verschiedener Normalteiler von U, so existiert ein maximaler, M~> U < N 
erfiillender Normalteiler M von G. Dann ist G/M ein von 1 verschiedenes 
homomorphes Bild der auflésbaren Gruppe G; und wir folgern aus Defi- 
nition 1 die Existenz eines W’< M < W erfiillenden Normalteilers W von G. 
Aus der Maximalitaét von M folgt W7~\U < N. Also wird 


N<N(WoOU). 
Weiter ist 
(WAU)/sWnUsMnUscn. 


Also ist N(W 7-\ U)/N ein von 1 verschiedener abelscher Normalteiler von U/N; 
und damit ist die Auflésbarkeit von U dargetan. 

Die Situation auflésbarer Untergruppen in beliebigen Gruppen scheint 
recht kompliziert zu sein, wie aus folgender Bemerkung hervorgeht. Ist 
N + 1 ein auflésbarer Normalteiler der Gruppe G, so besitzt N einen von 1 
verschiedenen abelschen Normalteiler, der aber im allgemeinen kein Normal- 
teiler von G sein wird. Ob sich immer ein von 1 verschiedener, in N enthaltener 
abelscher Normalteiler von G angeben JaBt, scheint eine offene Frage zu sein. 
Fiir unsere Zwecke ist folgendes Kriterium ausreichend. 

Lemma 1: Ist N +1 ein auflésbarer Normalteiler der Gruppe G und G/N 
endlich, so existiert ein von 1 verschiedener, in N enthaltener abelscher Normal- 
teiler von G. 

Beweis: Es existiert stets ein maximaler abelscher Normalteiler M von N. 
Aus N + 1 und der Auflésbarkeit von N folgt M + 1. Da M ein Normalteiler 
von N und G/N endlich ist, so hat der Normalisator von M in G, der ja N 
enthalt, endlichen Index in G; und folglich ist auch die Klasse K der zu M 
in G konjugierten Untergruppen endlich. Da M ein maximaler abelscher 
Normalteiler des Normalteilers N von G ist, so ist auch jede zu M konjugierte 
Untergruppe ein maximaler abelscher Normalteiler von NV. 

Ware nun der Durchschnitt der in K enthaltenen Untergruppen gleich 1, 
so folgte aus der Endlichkeit von K die Existenz einer kleinsten Teilmenge 
M,, ..., M, von K, deren Durchschnitt gleich 1 ist. Da mit M auch keines 
der M, gleich 1 ist, so ist 1 < k. Da jedes der M; ein abelscher Normalteiler 
von N ist, so ist auch A = M,7\---7\ M,_, ein abelscher Normalteiler von N; 
und A +1 folgt aus der Minimalitét der ausgewahlten Teilmenge von K, 
wahrend A/\ M, =1 ist. Da A und M, abelsche Normalteiler von N sind, 
deren Durchschnitt gleich 1 ist, so ist AM, ein abelscher Normalteiler 
von N. Aus der Maximalitét von M und M, folgt dann AM, =M, oder 
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1=A/M, = A +1, ein Widerspruch. Folglich ist der Durchschnitt D aller 
Untergruppen in K von | verschieden. Es ist aber klar, da8B D ein in M und N 
enthaltener, abelscher Normalteiler von G ist, q.e.d. 

Satz 1: Die folgenden LEigenschaften der Gruppe G sind untereinander 
dquivalent. 

(a) G besitzt eine auflésbare charakteristische Untergruppe von endlichem 
Index. 

(b) G@ besitzt eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index. 

(c) @ besitzt einen auflésbaren Normalteiler von endlichem Index. 

(d) Jedes unendliche homomorphe Bild von G besitzt einen unendlichen 
Normalteiler mit endlicher Kommutatorgruppe. 

Beweis: Es ist klar, daB (b) aus (a) folgt. — Ist U eine auflisbare Unter- 
gruppe von endlichem Index in G, so besitzt U nur endlich viele konjugierte 
in G, deren Durchschnitt nach dem Satz von Porncaré ein in U enthaltener 
Normalteiler von endlichem Index in @ ist. Da aber Untergruppen auflés- 
barer Gruppen, wie friiher gezeigt, selbst auflésbar sind, so sehen wir, daB 
auch (c) aus (b) folgt. 

Als nichstes nehmen wir die Giiltigkeit von (c) an. Ist dann H ein un- 
endliches homomorphes Bild von G, so existiert ein auflésbarer Normalteiler K 
von H, dessen Index [H : K] endlich ist, da ja homomorphe Bilder auflésbarer 
Gruppen auflésbar sind. Weiter existiert ein maximaler, abelscher, in K 
enthaltener Normalteiler N von H. Wire N unendlich, so wire wegen N’= 1 
bereits N der gesuchte unendliche Normalteiler von H, dessen Kommutator- 
gruppe endlich ist. Wir nehmen also im folgenden an, daB N endlich ist. 

Der Zentralisator N* von N in H ist ein N enthaltender Normalteiler von H; 
und H/N* ist endlich, da ja H/N* im wesentlichen mit einer Gruppe von 
Automorphismen von N identisch ist. Da H/K endlich ist, so ist K > N* 
ein N enthaltender Normalteiler von H mit endlicher Faktorgruppe H/(K 7\ N*). 
Aus der Endlichkeit von N und H/(K > N*) und der Unendlichkeit von H 
folgt die Unendlichkeit von (K > N*)/N. 

Unter den in (K 7 N*)/N enthaltenen abelschen Normalteilern von H/N 
existiert ein maximaler M/N. Die Kommutatorgruppe M’ von M ist in N 
enthalten; und aus der Endlichkeit von N folgt die von M’. Wir wollen 
zeigen, daB M unendlich ist — dies geniigt zur Verifizierung von (d) — und 
nehmen also an, daB M endlich ist. Dann ist der Zentralisator M* von M 
in H ein Normalteiler von H mit endlicher Faktorgruppe H/M*. Da M im 
Zentralisator N* von N enthalten ist, so ist N < M*. Folglich ist 


NSMOM*=Z(M) SMSEKOAN*EE. 


Da Z(M) als charakteristische Untergruppe des Normalteilers M von H 
ein abelscher Normalteiler von H ist und da N ein maximaler abelscher, 
in K enthaltener Normalteiler von H ist, so wird 

N=Z(M) = Mn M*. 


Unter den M<= X< K und N = M*7\X erfiillenden Normalteilern X 
von H existiert ein maximaler, den wir mit W bezeichnen wollen. Aus N < M 
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folgt M* < N* und aus der Endlichkeit von H/M* folgt also die Endlichkeit 
von (K -\ N*)/(K -\ M*). Aus der Unendlichkeit von (K > N*)/N ergibt sich 
also die Unendlichkeit von 


(K 7\ M*)/N = (KO M*)/(W 0 M*) = W(KOM*)/W s B/W. 


Als homomorphes Bild der auflésbaren Gruppe K ist K/W eine unendliche 
auflésbare Gruppe. Da K/W ein Normalteiler von endlichem Index in H/W 
ist, so ergibt sich aus Lemma | die Existenz eines von | verschiedenen, in K/W 
enthaltenen, abelschen Normalteilers V/W von H/W. Der Normalteiler V 
von H erfiillt also 

"a7 <red. 


Aus der Maximilitét von W folgt dann 
N = Z(M) = M7 M*= Wr M*< Von M*. 
Wire nun M = M(V 7 M*), so wire V >, M* < M und also 
N<VaAM*=V0M*nM =VOM*N W= M*n W=QN, 


ein Widerspruch, der 
M < M(VnM*) 


nach sich zieht. Weiter haben wir 
M(V nA M*) Ss Ko\N*; 
und schlieBlich wird 
[M(V 7 M*))' = M’[(M,V 1 M*\(V 0 M*)'= M' (V0 M*)' 
< N(V'’AM*)s N(WOM*)=N, 


da ja M* der Zentralisator von M, M/N abelsch und W 7) M* = N ist. Damit 
haben wir aber gezeigt, daB M(V 7 M*)/N ein in (K ~\ N*)/N enthaltener 
abelscher Normalteiler von H/N ist, der gréBer als M/N ist; und dies wider- 
spricht der Maximalitat von M/N. Aus diesem Widerspruch ergibt sich die 
gewiinschte Unendlichkeit von M; und damit haben wir gezeigt, da3 (d) 
aus (c) folgt. 

Dem Beweis, daB (a) aus (d) folgt, schicken wir einige Betrachtungen 
voraus, die von der Annahme (d) unabhingig sind. Wir betrachten alle 
Normalteiler N von G mit der Eigenschaft: 

(e) Ist X ein Normalteiler von G und X < N, so existiertein Y’'< X << YSN 
erfiillender Normalteiler Y von G. [Man kénnte diese Eigenschaft (e) als auf- 
léshbare Einbettbarkeit des Normalteilers N in G bezeichnen. } 

Das Produkt aller Normalteiler N mit der Eigenschaft (e) ist eine charakte- 
ristische 'ntergruppe P von G. Wir werden zwei fiir uns wichtige Eigenschaften 
von P herleiten. 

(f) Ist U ein Normalteiler von G und U'< P< U, so hat U die Eigen- 
schaft (e) und P = U. 

Um zu zeigen, daB U die Eigenschaft (e) hat, betrachten wir einen N < U 
erfiillenden Normalteiler N von G und unterscheiden zwei Fille. 
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Fallil: P# N. 

Da P das Produkt aller (e) erfiillenden Normalteiler von G ist, und da P 
nicht in N enthalten ist, so gibt es einen (e) erfiillenden Normalteiler X von G, 
der nicht in N enthalten ist. Dann ist N~X < X. Da N7\X ein Normal- 
teiler von G ist, so folgt aus (e) die Existenz eines Normalteilers Y von G 
derart,daB Y’< NX < YS Xist. ZuniachstistdannN Y<x NX <= NPSsU. 
Wire N = N Y,so wire Y < N oder N-\ X < YS NOX, eine Unméglichkeit, 
aus der N < NY folgt. SchlieBlich ist (N Y)'< N Y’= N; und wir sehen, 
daB NY ein die Ungleichungen (N Y)'s N < NY s U erfiillender Normal- 
teiler von G ist. 

Fall 2: PN. 

In diesem Falle wird nach Voraussetzung U'<= P <= N < U; und U selbst 
leistet das ad (e) verlangte. 

Damit haben wir aber gezeigt, daB U die Eigenschaft (e) hat. Aus der 
Defiaition von P folgt nun U <= P < U oder U = P, womit (f) voll bewiesen ist. 

(g) P hat die Eigenschaft (e) und ist auflésbar. 

DaB P die Eigenschaft (e) hat, folgt aus (f), wenn wir dort P = U setzen. 
Um die Auflésbarkeit von P einzusehen, betrachten wir einen von P ver- 
schiedenen Normalteiler N von P und bilden das Produkt M aller in N ent- 
haltenen Normalteiler von G. Dann ist M selbst ein in N enthaltener Normal- 
teiler von G und also M < N < P. Da P die Eigenschaft (e) hat, so existiert 
ein Normalteiler R von G derart, daB R’'< M < R< P ist. Aus der Kon- 
struktion von M folgt, daB der Normalteiler R nicht in N enthalten ist und 
daB also 


Rs=MsN<NRSP 


ist. Also ist N R/N ein von 1 verschiedener abelscher Normalteiler von P/N, 
woraus die Auflésbarkeit von P (im Sinne der Definition 1) folgt. 

Wir nehmen jetzt an, daB G der Bedingung (d) geniigt. Aus (g) folgt, 
daB P eine auflésbare charakteristische Untergruppe von G ist. Angenommen, 
G/P wire unendlich. Dann folgt aus (d) die Existenz eines unendlichen 
Normalteilers W/P von G/P, dessen Kommutatorgruppe P W’'/P endlich ist. 
Der Zentralisator V/P von PW’'/P ist ein Normalteiler von G/P, dessen 
Index [@:V] endlich ist. Da Z(PW’'/P)=(VAPW’)/P ein abelscher 
Normalteiler von G/P ist, so ist V7 PW’ ein Normalteiler von G, der 
(VAPW') <= PsSVo\PW  erfillt. Aus (f) folgt nun 


P=VnPW’. 
Weiter ist W > V ein Normalteiler von G, der den Ungleichungen 
(WAV) sWAVSVAPW'=PsWonv 


geniigt; und wir folgern 
P=WnV 


aus (f). Aus der Endlichkeit von G/V folgt die von W/(W 7 V) = W/P; und 
dies widerspricht unserer Wahl von W. Damit sind wir zu einem Wider- 








152 REINHOLD Bakr: 


spruch gefiihrt worden, aus dem sich die Endlichkeit von G/P ergibt. Also 
ist (a) eine Folge von (d), q.e.d. 

Definition 2: H(@) ist die Gesamtheit der Elemente in der Gruppe G, die 
in G@ nur endlich viele konjugierte besitzen. 

DaB die Teilmenge Z(G) von G sogar eine charakteristische Untergruppe 
von G ist, haben wir an anderer Stelle gezeigt; siehe Barr [1; p. 1023, § 2, 
Proposition 1]. Die Wichtigkeit dieses Begriffs fiir unsere Zwecke erbellt 
aus folgender Tatsache. 

Lemma 2: Besitzt die Gruppe G abelsche Untergruppen von endlichem 
Index, so ist G/Z [E(G))| endlich. 

Beweis: Ist U eine abelsche Untergruppe von endlichem Index [G@: U}, 
so liegt U im Zentralisator eines jeden Elements aus U. Da also die Zentrali- 
satoren von Elementen aus U in G endlichen Index haben, so besitzen Ele- 
mente aus @ nur endlich viele konjugierte in G, gehéren mithin zu E(G@). 
Folglich ist U < E(@) und aus der Endlichkeit von [G: U] folgt die von 
[G: E(@)). 

Da mit [@: U] auch [#(@):U] endlich ist, so existiert ein endliches 
Reprisentantensystem r,,...,7, von H(G@) modulo U; und folglich ist 
E(G) = {U,1,,...,%}. Dar; zu E(@) gehért; so hat r; nur endlich viele konju- 
gierte in G; und der Zentralisator r¥ von r; hat endlichen Index in G. Der 
Zentralisator U* von U in @ enthalt U; und aus der Endlichkeit von [@: U} 
folgt die von [G: U*]. Ist #(G)* der Zentralisator von E(@) in G, so folgt 

E(G)* = U* ari n-: at 
aus E(@) = {U,r,,...,7,}. Aus dem Porncaréschen Satz und der Endlichkeit 
der endlich vielen Indices [G@: U*], [@:r¥] folgt nun die Endlichkeit von 
(G: E(G)*). Da aber Z[Z£(G)] = B(G)- E£(G)* ist, so ist auch E(G)/Z(E£(G)} 
endlich; und das ergibt wegen der Endlichkeit von G/E(G) auch die von 
G/Z [E(G)], q.e.d. 

Folgerung 1: Gruppen mit abelschen Untergruppen von endlichem Index 
besitzen auch abelsche charakteristische Untergruppen von endlichem Index. 

Diese fiir uns besonders wichtige Tatsache ergibt sich ohne weiteres aus 
Lemma 2, wenn man nur bedenkt, daB das Zentrum einer charakteristischen 
Untergruppe ebenfalls eine charakteristische Untergruppe ist. 

Folgerung 2: Ist M ein maximaler abelscher Normalteiler von G uad in- 
duziert G in M eine endliche Automorphismengruppe, soist Z(E(G)] < M < E(@). 

Beweis: Da G in M eine endliche Automorphismengruppe induziert, 
so hat jedes Element aus M in G nur endlich viele konjugierte, so daB M < E(G@) 
ist. Dann ist aber MZ [EH (G)] ein abelscher Normalteiler von G; M= MZ[E(G)] 
oder Z[E(G)] < M folgt aus der Maximalitét von M. 

Folgerung 3: Es gibt nur endlich viele maximale abelsche Normalteiler von 
endlichem Index. 

Beweis: Besitzt die Gruppe G keine maximalen abelschen Normalteiler 
von endlichem Index, so ist unsere Aussage trivialerweise erfiillt. Besitzt aber G 
maximale abelsche Normalteiler von endlichem Index, so liegen diese simtlich 
=wischen Z[H(@)] und #(@) (Folgerung 2) und G/Z[E#(G@)] ist endlich nach 
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Lemma 2, so daB zwischen Z[H#(G)] und £(@) nur endlich viele Untergruppen 
liegen kénnen, q.e.d. 

Folgerung 4: Dann und nur dann ist G/Z(G@) endlich, wenn G’ endlich ist 
und G eine abelsche Untergruppe von endlichem Index besitzt. 

Beweis: Die Notwendigkeit unserer Bedingung folgt sofort aus einem be- 
kannten Satz; siehe Barr [2; p. 163, Zusatz]. Sind umgekehrt unsere Be- 
dingungen erfillt, so folgt aus der Endlichkeit von G’, daB jedes Element 
in G nur endlich viele konjugierte besitzt, daB also G = E(G@) ist; und aus der 
Existenz einer abelschen Untergruppe von endlichem Index folgt wegen 
Lemma 2 die Endlichkeit von £(G)/Z[EZ(@)] = G/Z(@), q.e.d. 

Satz 2: Dann und nur dann besitzt die Gruppe G eine abelsche Untergruppe 
von endlichem Index, wenn 

(a) jedes unendliche homomorphe Bild von G einen unendlichen abelschen 
Normalteiler besitzt und 

(b) jeder Normalteiler von G einen maximalen abelschen Normalteiler besitzt, 
in dem er eine endliche Automorphismengruppe induziert. 

Fiir unsere Anwendungen dieses Satzes ist es wichtig, daB man die Be- 
dingung (a) durch die folgende, offenbar schwichere, Bedingung (a’) ersetzen 
kann. 

(a’) Ist M ein maximaler abelscher Normalteiler von G, ist G/M unendlich, 
wihrend G in M nur eine endliche Automorphismengruppe induziert, dann 
existiert ein unendlicher abelscher Normalteiler von G/M. 

Beweis: Existiert zunichst eine abelsche Untergruppe von endlichem 
Index in G, so existiert nach Folgerung | auch ein abelscher Normalteiler von 
endlichem Index in G; und die Notwendigkeit der Bedingungen (a) und (b) 
kann nun miihelos hergeleitet werden. DaB (a’) ein Spezialfall von (a) ist, 
ist offenbar. 

Wir nehmen umgekehrt die Giiltigkeit der Bedingungen (a’) und (b) an. 
Aus (b) folgt zunichst die Existenz eines maximalen abelschen Normal- 
teilers M von G, in dem G eine endliche Automorphismengruppe induziert. 
Wir wollen die Endlichkeit von G/M zeigen und nehmen also an, dab 
G/M unendlich ist. Dann kénnen wir aus (a’) die Existenz eines M ent- 
haltenden Normalteilers N von G erschlieBen derart, daB N/M abelsch und 
unendlich ist. 

Wir bezeichnen mit M* den Zentralisator von M in G. Dies ist ein M 
enthaltender Normalteiler von G; und G/M* ist endlich, da ja G in M nur eine 
endliche Automorphismengruppe induziert. Aus der Endlichkeit von G/M* 
folgt natiirlich auch die von N/(N -\ M*). Da M in dem Normalteiler N ~\ M* 
von G enthalten ist, so folgt aus der Unendlichkeit von. N/M auch die Un- 
endlichkeit von (N ~\ M*)/M; und aus der Kommutativitét von N/M folgt 
die Kommutativitét von (N > M*)/M. 

Aus (b) folgt, daB der Normalteiler N ~\M* von G einen maximalen 
abelschen Normalteiler A besitzt, in dem N 7 M* eine endliche Automor- 
phismengruppe induziert. Da A und M beide im Zentralisator M* von M 
enthaltene abelsche Gruppen sind, so ist AM ein abelscher Normalteiler 
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von N,/\ M*; und aus der Maximalitit von A folgt A= AM. Bedenken 
wir noch, daB (N 7\ M*)/M abelsch ist, so ergibt sich schlieBlich 


(Nn M*)'’s MS As Nn M*. 


Der Zentralisator der abelschen Gruppe A enthalt A. Ist z ein Element 
aus N -\ M*, das dem Zentralisator von A angehdért, so ist {A, z} eine abelsche 
Untergruppe von N -\ M*, die die Kommutatorgruppe (N 7 M*)’ enthalt und 
also ein Normalteiler von N -\ M* ist. Aus der Maximalitét des abelschen 
Normalteilers A von N -\ M* erschlieBen wir nun A = {A, z}, so daB z zu A 
gehért; und damit ist gezeigt, daB A mit seinem Zentralisator in N ~\ M* 
identisch ist. Da aber N7\ M* in A eine endliche Automorphismengruppe 
induziert, so haben wir damit die Endlichkeit von (N ~ M*)/A erwiesen. 

Da also N -\ M* eine abelsche Untergruppe A von endlichem Index be- 
sitzt, so kénnen wir aus Folgerung | die Existenz einer abelschen charakte- 
ristischen Untergruppe C von N -\ M* erschlieBen, deren Index [N -\ M*: C] 
endlich ist. Als charakteristische Untergruppe eines Normalteilers von @ 
ist C selbst ein Normalteiler von G. Da die beiden abelschen Normalteiler M 
und C von G im Zentralisator M* von M in G enthalten sind, so ist M C ein abel- 
scher Normalteiler von G; und aus der Maximalitat des abelschen Normalteilers 
M von G@ folgt dann M= MC oder C< M. Aus der Endlichkeit von 
(N 7 M*)/C foigt jetzt auch die von (N ~\ M*)/M, wihrend wir weiter oben die 
Unendlichkeit von (N ~ M*)/M erwiesen hatten. Unsere Annahme der Un- 
endlichkeit von G/M hat uns also zu einem Widerspruch gefiihrt, aus dem die 
gewiinschte Endlichkeit von G/M folgt. M ist also die gesuchte abelsche Unter- 
gruppe von endlichem Index in G, q.e.d. 

Satz 3: Dann und nur dann ist N/M endlich fiir jeden Normalteiler N der 
Gruppe G und jeden maximalen abelschen Normalteiler M von N, wenn 

(a) G eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index besitzt und 

(b) jeder Normalteiler von G in jedem seiner abelschen Normalteiler eine 
endliche Automorphismengruppe induziert. 

Beweis: Wir nehmen zunichst an, daB N/M stets endlich ist, wenn N 
ein Normalteiler von G und M ein maximaler abelscher Normalteiler von N 
ist. Es existiert, wie immer, ein maximaler abelscher Normalteiler A von G; 
und aus unserer Voraussetzung folgt die Endlichkeit von G/A. Damit ist 
bereits die Notwendigkeit der Bedingung (a) bewiesen. Ist weiter U ein 
abelscher Normalteiler des Normalteilers N von G, so ist U in einem maxi- 
malen abelschen Normalteiler V von N enthalten. Aus unserer Voraussetzung 
folgt die Endlichkeit von N/V. Da aber V offenbar im Zentralisator W von U 
in N enthalten ist, so ist auch [N : W] endlich. Da U ein Normalteiler von N 
ist, so ist W ebenfalls ein Normalteiler von N und N/W ist im wesentlichen 
mit der von N in U induzierten Automorphismengruppe identisch, womit 
auch die Notwendigkeit der Bedingung (b) dargetan ist. 

Wir nehmen jetzt umgekehrt die Giiltigkeit der Bedingungen (a) und (b) 
an. Da jede Gruppe einen maximalen abelschen Normalteiler besitzt, folgt 
aus unserer Bedingung (b) sofort die Giltigkeit der Bedingung (b) des Satzes 2. 
Um auch die Giiltigkeit der Bedingung (a’) von Satz 2 darzutun, betrachten 
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wir einen maximalen abelschen Normalteiler M von G mit unendlicher Faktor- 
gruppe G/M derart, daB G in M eine endliche Automorphismengruppe indu- 
ziert. Aus der letzten Eigenschaft von M folgt, daB der Zentralisator M* 
von M ein M enthaltender Normalteiler von G mit endlicher Faktorgruppe 
G/M* ist. Aus der Unendlichkeit des homomorphen Bildes G/M von G@ folgt 
wegen (a) und Satz 1 die Existenz eines M enthaltenden Normalteilers N 
von G@ derart, daB N/M unendlich, die Kommutatorgruppe MN’/M aber 
endlich ist. 

Der Zentralisator Q/M des endlichen Normalteilers M N’/M in G/M ist 
ein Normalteiler von endlichem Index in G/M, so daB also Q ein M enthaltender 
Normalteiler von G mit endlicher Faktorgruppe G/Q ist. Es folgt, daB M* ~\ Q 
ein M enthaltender Normalteiler von G mit endlicher Faktorgruppe 
G|(M* > Q) ist. 

D= MN'r\ M* 7 Q ist ein M enthaltender Normalteiler von G; und aus 
der Endlichkeit von M N'/M folgt die von D/M. Weiter ist 


D|M s (MN’™\ Q)/M s Z(Q/M), 


da ja Q/M der Zentralisator von MN’/M ist. Ist d ein Element in D, 
so ist {M,d} abelsch, da ja d im Zentralisator M* von M liegt. Da 
{M,d}/M als Untergruppe des Zentrums von Q/M ein Normalteiler von 
Q/M ist, so ist {M,d} ein abelscher Normalteiler des Normalteilers Q von G; 
und aus (b) folgt, daB der Zentralisator von {M,d} in Q endlichen Index 
in Q hat. Aus der Endlichkeit von G/Q folgern wir weiter, daB der Zentralisator 
d* von {M,d} in G endlichen Index [G : d*] hat. — Aus der Endlichkeit von 
D/M folgt die Existenz eines endlichen Reprisentantensystems d,, . . ., d, von 
D|M. Der Zentralisator D* von D in G ist mit D ein Normalteiler von G; 
und aus D = {M,d,,...,d,} folgt sofort D* =d# -\----df. Aus der End- 
lichkeit der endlich vielen Indices [@: d¥] ergibt sich schlieBlich nach dem 
Porncaréschen Satze die Endlichkeit von G/D*. 

Aus M=<=D< M* ergibt sich M< D*<M* und folglich wird 
M <= Do D* =Z(D). Da Z(D) als charakteristische Untergruppe des Nor- 
malteilers D von @ ein abelscher Normalteiler von @ ist, so folgern wir 
M = Z(D) = Dn D* aus der Maximalitat des abelschen Normalteilers M von G. 

P = No D* 4 Q ist ein zwischen M und N liegender Normalteiler von G. 
Aus der Endlichkeit von G/Q und G/D* folgt die Endlichkeit von N/P, und 
aus der Unendlichkeit von N/M ergibt sich also die Unendlichkeit von P/M. 
Da M = Dp D* und D* < M* ist, so wird 


PsN ADPAQSUMN ADAQ= MN AMAQND =DAD =H, 


so daB also P/M der gesuchte unendliche, abelsche Normalteiler von G/M ist. 

Damit ist nun auch die Giiltigkeit der Bedingung (a’) von Satz 2 dar- 
getan. Es ergibt sich also aus Satz 2 die Existenz abelscher Untergruppen 
von endlichem Index in G. Ist schlieBlich N ein Normalteiler von G und M 
ein maximaler abelscher Normalteiler von N, so folgt aus unserer Bedingung (b), 
daB N in M eine endliche Automorphismengruppe induziert. Insbesondere 
hat also jedes Element aus M in N nur endlich viele konjugierte, so daB 


Math. Ann. 129. ll 











156 REINHOLD Barr: 
M <= E(N) ist. Da G eine abelsche Untergruppe von endlichem Index besitzt, 
gilt dasselbe von N; und wir folgern aus Lemma 2 die Endlichkeit von 
N/Z(E(N)). Aus M < E(N) folgt aber, daB MZ([E(N)] ein abelscher Normal- 
teiler von N ist; und aus der Maximalitat des abelschen Normalteilers M von N 
ergibt sich M = MZ[E(N)] oder Z[E(N)] < M, womit dann auch die End- 
lichkeit von N/M dargetan ist, q.e.d. 

Bemerkung 1: Die fiir unsere Anwendungen wichtigste Folgerung aus 
Satz 3 ist die Existenz abelscher Untergruppen von endlichem Index in 
Gruppen mit den Eigenschaften (a) und (b). Der Vorteil von Satz 3 gegen- 
iiber Satz 2 besteht darin, daB wegen Satz 1 die Bedingung (a) von Satz 3 
schwicher ist als die Bedingung (a) von Satz 2. 

Wir wollen an drei Beispielen zeigen, daB die Bedingungen des Satzes 3 
keiner wesentlichen Abschwachung fahig sind. 

Beispiel 1: Die Gruppe G werde von vier Elementen a, b, c, d erzeugt, die 
den folgenden Bedingungen geniigen: 


ac=ca, bec=cb, a-'b-!ab=c, 
d?=1, dad=b, dbd=a, ded=c™. 


Man bemerkt, daB die Untergruppen von C = {c} genau die abelschen Normal- 
teiler von @ sind, daB C = Z({a, b}) ist, daB G@ auflésbar ist, (es ist sogar 
G’”’= 1), und daB {a,b} der Zentralisator der von 1 verschiedenen Unter- 
gruppen von C ist, so daB G in den von 1 verschiedenen abelschen Normal- 
teilern endliche Automorphismengruppen induziert. SchlieBlich sind abelsche 
Torsionsuntergruppen von G endlich; aber es gibt sicher keine abelschen 
Untergruppen von endlichem Index. 

Beispiel 2: Es sei A eine abzihlbar unendliche abelsche Gruppe und 
A?=1. Dann besitzt A eine Basis der Form a,,a,,...,@;,...; und es 
existiert ein Automorphismus von A, der je die Elemente a,;-, und a,; ver- 
tauscht. Wir kénnen also zu A ein Element } adjungieren, das den Bedingungen 

B=1, bay; ,= a.,5 
geniigt. Dann bildet A einen abelschen Normalteiler vom Index 2 in der so 
entstehenden Gruppe @={A,}b}. Weiter erzeugen die Elemente } und 
@, ;— , 4, fiir 0 < ¢ zusammen einen maximalen abelschen Normalteiler von G, 
dessen Index in G unendlich ist. 

Beispiel 3: A sei eine unendliche torsionsfreie abelsche Gruppe; und G 
entstehe aus A durch Adjunktion eines Elements g, das den Bedingungen 

g?=1, gag =a! fiir a in A 
geniigt. A ist dann der einzige maximale abelsche Normalteiler von G, 
(G: A] = 2,Z(G@) = 1 und die unendlich vielen, nicht in A gelegenen Elemente 
aus G sind alle in G konjugiert. 

Um eine interessante Folgerung aus unseren Resultaten bequem aus- 
sprechen zu kénnen, sei an den von WIELANDT eingefiihrten Begriff der nach- 
invarianten Untergruppe erinnert. Die Untergruppe U von @ ist eine nach- 
invariante Untergruppe von G, wenn es endlich viele Untergruppen U; von G 
derart gibt, daB U, = U, U; ein Normalteiler von U;. , und U, = G ist. 
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Folgerung 5: Dann und nur dann ist N/M endlich fiir jede nachinvariante 
Untergruppe N der Gruppe G und jeden mazximalen abelschen Normalteiler 
M von N, wenn es 

(a) eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index in G gibt und 

(b) jede nachinvariante Untergruppe von G in jedem ihrer abelschen Normal- 
teiler eine endliche Automorphismengruppe induziert. 

Die sehr einfache Herleitung dieser Folgerung 5 aus dem Satz 3 sei dem 
Leser iiberlassen. Etwas tiefer liegt folgende Tatsache. 

Zusatz 1: Wenn N/M endlich ist fiir jeden Normalteiler N von G und jeden 
maximalen abelschen Normalteiler M von N, dann ist auch fiir jeden abelschen 
Normalteiler A eines Normalteilers von G der Index [G : A*] des Zentralisators A* 
von A in G endlich. 

Beweis: Es sei A ein abelscher Normalteiler des Normalteilers N von G. 
Dann ist A in einem maximalen abelschen Normalteiler M von N enthalten. 
Ist A* der Zentralisator von A in G und M* der Zentralisator von M in G, 
so ist A< M < M*< A*; und es geniigt also offenbar die Endlichkeit des 
Index [G : M*] zu erweisen. 

Da jeder maximale abelsche Normalteiler von N endlichen Index in N hat, 
so gibt es nur endlich viele maximale abelsche Normalteiler von N [Folge- 
rung 3}. Da jede zu M in G@ konjugierte Untergruppe von G in dem Normal- 
teiler N von G enthalten ist, so ist jede zu M in G konjugierte Untergruppe 
von G@ ein maximaler abelscher Normalteiler von N ; und es gibt also nur endlich 
viele zu M in G konjugierte Untergruppen von G. Bezeichnen wir mit R den Nor- 
malisator von M in G, so ist auch [@: R] endlich; und wir bemerken, daB 
M=<N<&R ist. Aus der Endlichkeit von [G: R] folgt, daB auch der Nor- 
malisator von R in G endlichen Index in G@ hat, und da8 also R nur endlich 
viele konjugierte in G besitzt. Da jede zu R konjugierte Untergruppe ebenfalls 
endlichen Index, nimlich [G: R], in G hat, so ist der Durchschnitt J der zu R 
in G konjugierten Untergruppen ein Normalteiler von G, dessen Index [G@: J] 
nach dem PorncaRgschen Satz endlich ist. Da der Normalteiler N von @ 
in jeder der zu R konjugierten Untergruppen enthalten ist, so wird 
M<N<J<R. Insbesondere ist also M ein abelscher Normalteiler des Normal- 
teilers J von G. Aus unserer Voraussetzung folgt, daB J in M eine endliche 
Automorphismengruppe induziert. Also hat der Zentralisator J“ M* von M 
in J endlichen Index in J; und aus der Endlichkeit von G/J folgt jetzt 
die von [G: J/7\ M*], so daB insbesondere auch [G : M*] endlich ist, 
woraus schlieBlich, wie schon bemerkt, die Endlichkeit von [G: A*] folgt, 
q.e.d. 

Zur Herleitung eines interessanten Endlichkeitskriteriums benétigen wir 
folgenden Hilfssatz. 

Lemma 3: Ist ein mazximaler abelscher Normalteiler von G endlich, so ist 
jeder abelsche Normalteiler von G endlich. 

Beweis: Ist der maximale abelsche Normalteiler M von G endlich, so ist 
der Zentralisator M* von M in G ein M enthaltender Normalteiler von G. 
11* 
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dessen Index [@: M*] endlich ist. Sei nun A irgendein abelscher Normal- 
teiler von G. Dann ist 
A/(A 7. M*) = AM*/M*< G/M*, 

woraus die Endlichkeit von A/(A - M*) folgt. Da A7\ M* im Zentralisator 
von M enthalten ist, so ist das Produkt der beiden abelschen Normalteiler M 
und A+r\ M* von G selbst ein abelscher Normalteiler von G; und aus der 
Maximalitat des abelschen Normalteilers M von G folgt also M = M(A -\ M*) 
oder A -\ M*< M. Da M endlich ist, ist auch A ~ M* endlich; und aus der 
Endlichkeit der Gruppen A/(A ~ M*) und A -\ M* folgt die von A, q.e.d. 

Folgerung 6: Die Gruppe G ist endlich, wenn 

(a) G eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index besitzt und 

(b) jeder Normalteiler von G einen mazximalen abelschen Normalteiler be- 
sitzt, der endlich ist. 

Beweis: Ist A ein abelscher Normalteiler eines Normalteilers von G, so 
ist A wegen (b) und Lemma 3 endlich. Also induziert jeder Normalteiler von G 
in seinen abelschen Normalteilern endliche Automorphismengruppen; und es 
folgt aus Satz 3, daB jeder maximale abelsche Normalteiler von G endlichen 
Index in G hat. Da einer dieser maximalen abelschen Normalteiler endlich ist, 
so ist auch G endlich, q.e.d. 

Fiir unsere Anwendungen im § 4 reicht Satz 3 véllig aus. Doch haben die 
semi-primitiven Automorphismengruppen torsionsfreier abelscher Gruppen end- 
lichen Ranges die weitere Eigenschaft, da8 ihre abelschen Torsionsuntergruppen 
endlich sind; und unter Benutzung entsprechender, meist schwicherer, Bedin- 
gungen wird sich eine wesentliche Abrundung der Resultate dieses § 3 erreichen 
lassen. Fundamental fiir diese Betrachtungen ist das folgende Resultat. 

Lemma 4: Besitzt die Gruppe G einen maximalen abelschen Normalteiler, 
in dem sie eine Automorphismengruppe der endlichen Ordnung n induziert, 
und der nur endlich viele Lésungen der Gleichung x" = 1 enthdlt, so induziert G 
in jedem seiner abelschen Normalteiler eine endliche Automorphismengruppe. 

Beweis: Es sei M der nach Voraussetzung existierende maximale abelsche 
Normalteiler von G, in dem G@ eine Automorphismengruppe der endlichen 
Ordnung n induziert und der nur endlich viele Lésungen der Gleichung x" = 1 
enthilt. Die Gesamtheit 7 der in M enthaltenen Lésungen von 2" = 1 ist 
dann eine endliche charakteristische Untergruppe des abelschen Normal- 
teilers M, so daB also 7’ ein endlicher Normalteiler von G ist. Weiter ist der 
Zentralisator M* von M in G ein M enthaltender Normalteiler von G, dessen 
Index [(G@: M*] =n ist, da ja G/M* im wesentlichen mit der von G in M 
induzierten Automorphismengruppe identisch ist. 

Ist N ein abelscher Normalteiler von G, so ist N ~\ M* ein abelscher Normal- 
teiler von G, dessen Elemente mit denen von M vertauschbar sind. Folglich 
ist M(N -\ M*) ein abelscher Normalteiler von G; und aus der Maximalitat 
des abelschen Normalteilers M von G folgt wegen M < M* 

M = M(Nr\M*) oder N7. M* <M oder Nr M*=NOM, 
NI(N AM) = NI(N A M*) = M*N/M* <G/M*, 
so daB [N: Nr\ M] ein Teiler von [G: M*] = n ist. 
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Der Zentralisator Q/(N ~ M) des endlichen Normalteilers N/(N ~ M) von 
G/(N © M) ist ein Normalteiler von G/(N ~\ M), dessen Index [G: Q] endlich 
ist. Dann ist auch M* -\ Q ein N > M enthaltender Normalteiler von G, dessen 
Index [G: M* 7 Q] endlich ist. 

Sei nun o ein Automorphismus der abelschen Gruppe N,, der jedes Element 
in N7\M und jedes Element in N/(N 7 M) invariant laBt. Dann ist o — 1 
ein Endomorphismus von N, der N7\M auf 1 und WN in Nr M abbildet. 
o — | induziert also einen Homomorphismus von N/(N > M) in NM; und 
da die endliche Ordnung von N/(N 7 M) ein Teiler von N ist, so wird jedes 
Element aus N durch o — 1 auf eine in N -\ M enthaltene Lésung der Gleichung 
x" =1 abgebildet. Also ist N°-'= NA MAT=Nvre\T. Aus der Endlichkeit 
von N/(N 7 M) und T folgt nun aber, daB es nur endlich viele Homomorphismen 
von N/(N 7 M) in Nn T gibt; und daraus folgt, daB es nur endlich viele Endo- 
morphismen von N gibt, die N in N7-\\M und N/M auf | abbilden. Also 
gibt es auch nur endlich viele Automorphismen von N, die jedes Element in 
N 7M und jedes Element in N/(N 7 M) invariant lassen. 

Ist weiter s ein Element in M* - Q, so induziert s in dem Normalteiler N 
von G@ einen Automorphismus, der jedes Element in N ~\ M und jedes Element 
in N/(N 7\ M) invariant laBt. Da es nur endlich viele derartige Automorphismen 
von N gibt, so induziert M* -\ Q in N eine endliche Automorphismengruppe. 
Aus der Endlichkeit von G/(M* 7 Q) folgt dann schlieBlich, daB G in N eine 
endliche Automorphismengruppe induziert, q.e.d. 

Satz 4: Wenn jede abelsche Torsionsuntergruppe von G nur endlich viele 
Elemente einer jeden vorgegebenen Ordnung enthilt, so sind die folgenden Eigen- 
schaften von G untereinander dquivelent: 

(a) G@ besitzt eine abelsche Untergruppe von endlichem Index. 

(b) @ besitzt eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index; und die 
Normalisatoren abelscher Untergruppen von G induzieren in diesen endliche 
Automorphismengruppen. 

(c) Ist A ein maximaler abelscher Normalteiler der Untergruppe B von G, 
so ist B/A endlich. 

(d) @ besitzt eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index; und jeder 
Normalteiler von G besitzt einen maximalen abelschen Normalteiler, in dem er 
eine endliche Automorphismengruppe induziert. 

Beweis: Ist die Bedingung (a) erfiillt, so existieren a fortiori auflésbare 
Untergruppen von endlichem Index in G. Ist weiter U eine abelsche Unter- 
gruppe von G und V der Normalisator von U in G, so ist U ein abelscher 
Normalteiler von V. Weiter folgern wir aus (a) die Existenz einer abelschen 
Untergruppe von endlichem Index in V; und aus Folgerung | ergibt sich die 
Existenz eines maximalen abelschen Normalteilers M von V mit endlicher 
Faktorgruppe V/M. Es ist klar, daB V in M eine endliche Automorphismen- 
gruppe induziert. Ist n die Ordnung dieser Automorphismengruppe, so enthalt 
M nach Voraussetzung nur endlich viele Lésungen der Gleichung x" = 1 (nur 
endlich viele Elemente, deren Ordnung Teiler von n sind), da ja die Elemente 
endlicher Ordnung in der abelschen Gruppe M eine abelsche Torsionsunter- 
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gruppe von G bilden. Direkte Anwendung von Lemma 4 zeigt nun, daB V 
in seinem abelschen Normalteiler U eine endliche Automorphismengruppe 
induziert. Mithin ist (b) eine Folge von (a). 

Wenn man bedenkt, daB Untergruppen auflésbarer Gruppen stets auflés- 
bar sind, so erschlieBt man aus Satz 3, daB (c) eine Folge von (b) ist; und 
daB (d) eine Folge von (c) ist, ergibt sich aus der Existenz maximaler abelscher 
Normalteiler. Wird schlieBlich (d) von G erfiillt, so ergibt sich aus unserer Vor- 
aussetzung und Lemma 4, da jeder Normalteiler in jedem seiner abelschen 
Normalteiler eine endliche Automorphismengruppe induziert; und nun folgt 
aus Satz 3, daB jeder maximale abelsche Normalteiler von G endlichen Index 
in G hat. Also ist (a) eine Folge von (d), q.e.d. 

Bemerkung 2: Die weiter oben angegebenen Beispiele zeigen, daB es un- 
mdglich ist, Bedingung (d) von Satz 4 wesentlich abzuschwiichen. 

Bemerkung 3: Man iiberzeugt sich leicht, daB jede abelsche Torsions- 
untergruppe von G@ nur endlich viele Elemente einer jeden vorgegebenen 
Ordnung besitzt, wenn es eine abelsche Untergruppe U von endlichem Index 
[G@ : U] gibt, die nur endlich viele Elemente einer jeden vorgegebenen positiven 
Ordnung enthilt. 

Bemerkung 4: Es ist wohlbekannt, daB eine abelsche Torsionsgruppe 
dann und nur dann nur endlich viele Elemente einer jeden vorgegebenen 
Ordnung besitzt, wenn in jeder ihrer Primairkomponenten die Minimalbedin- 
gung gilt. 

Lemma 5: Die Gruppe G induziert in ihrem Normalteiler N eine endliche 
Automorphismengruppe, wenn 

(1) G in Z(N) eine endliche Automorphismengruppe induziert, 

(2) die Ordnung n von N/Z(N) endlich ist und 

(3) Z(N) nur endlich viele Lésungen der Gleichung x" = 1 enthiilt. 

Beweis: Als charakteristische Untergruppe eines Normalteilers ist Z(N) 
ein Normalteiler von G, so daB der Zentralisator C von Z(N) in G ein Z(N) 
enthaltender Normalteiler von @ ist, dessen Faktorgruppe G/C wegen (1) 
endlich ist. Da N und Z(N) Normalteiler von G sind, so induziert jedes 
Element aus G in N/Z(N) einen Automorphismus. Aus (2) folgt, daB die 
von G in N/Z(N) induzierte Automorphismengruppe endlich ist. Der Zentrali- 
sator Q/Z(N) von N/Z(N) in G/Z(N) ist also ein Normalteiler mit endlicher 
Faktorgruppe, so daB Q ein Normalteiler von G mit endlicher Faktorgruppe 
G/Q ist. Folglich ist C7-\Q ein Normalteiler von G, dessen Faktorgruppe 
G/(C -\ Q) endlich ist. 

Ist o ein Automorphismus von N, der jedes Element in Z(N) und in N/Z(N) 
invariant laiBt, so bildet o— 1 jedes Element aus N auf ein Element in Z(N) 
ab. Sind also z und y Elemente aus N, so wird 


(xy )P9= (xy (xy t= ey ytd = ay tat aoe; 
und ¢— | ist also ein Homomorphismus von N in Z(N), der jedes Element 
aus Z(N) auf 1 abbildet. Folglich bewirkt o — 1 einen Homomorphismus von 
N/Z(N) in Z(N). Da [N : Z(N)] = x ist, so bildet o — 1 jedes Element aus NV 
und N/Z(N) auf eine der nach (3) endlich vielen Lésungen der Gleichung 
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2"=1 in Z(N) ab. Folglich gibt es nur endlich viele Automorphismen von JN, 
die jedes Element in Z(N) und jedes Element in N/Z(N) invariant lassen. 

Ist s ein Element aus C > Q, so induziert s in N einen Automorphismus oa, 
der jedes Element in Z(N) und jedes Element in N/Z(N) invariant laBt. Nach 
dem Resultat des vorigen Absatzes induzieren also Elemente aus C /\ Q nur 
endlich viele Automorphismen in N. Aus der Endlichkeit von G/(C 7 Q) folgt 
schlieBlich, daB G in N eine endliche Automorphismengruppe induziert, q.e.d. 

Bemerkung 5: Die Notwendigkeit der Bedingungen (1) und (2) von 
Lemma 5 ist offenbar; doch kann man dies nicht von Bedingung (3) behaupten. 

Folgerung 7: Wenn jede abelsche Torsionsuntergruppe von G nur endlich 
viele Elemente einer jeden vorgegebenen Ordnung enthilt, und wenn G eine abelsche 
Untergruppe von endlichem Index besitzt, dann induziert G in E(G) eine end- 
liche Automorphismengruppe; und E(N) < E(G) fiir jede nachinvariante Unter- 
gruppe N von G. 

Beweis: Aus unserer zweiten Voraussetzung und Lemma 2 folgt die End- 
lichkeit von G/Z[E(G)], und dies ergibt die Endlichkeit der von G in seiner 
charakteristischen Untergruppe £(G) induzierten Automorphismengruppe. 

Sei nun eine endliche Kette von Untergruppen U,; von G@ derart gegeben, 
daB U,=G und U, ein Normalteiler von U;_, ist. Als charakteristische 
Untergruppe eines Normalteilers ist Z(U,) ein Normalteiler von U,_,. Da 
mit G auch U; eine abelsche Untergruppe von endlichem Index besitzt, so 
folgt aus Lemma 2 die Endlichkeit von E(U,)/Z[E(U,)]; und unter Benutzung 
unserer ersten Voraussetzung ergibt sich aus Lemma 5, daB U,_, in E(U,) 
eine endliche Automorphisniengruppe induziert. Dann ist aber sicher ins- 
besondere £(U,) < E(U;_,), so daB 


E(U,) < +++ < E(U,) < E\U,-,) < +++ < E(U,) = B@) 

ist, q.e.d. 

Lemma 6: Ist jede abelsche Torsionsuntergruppe der Gruppe G endlich, so 
ist das Produkt aller endlichen Normalteiler von G endlich. 

Beweis: Ist P das Produkt aller endlichen Normalteiler von G, so enthalt P 
— wie jede Gruppe — eine maximale abelsche Untergruppe A. Mit P ist 
auch A eine Torsionsgruppe, so daB aus unserer Voraussetzung die Endlichkeit 
von A folgt. Aus der Definition von P und der Endlichkeit von A erschlieBt 
man miihelos die Existenz eines endlichen, A enthaltenden Normalteilers NV 
von G. Der Zentralisator N* von N in P ist ein Normalteiler von G und aus 
der Endlichkeit von N folgt die Endlichkeit von P/N* (da ja P/N* im wesent- 
lichen mit einer Automorphismengruppe von N identisch ist). Ist z ein 
Element aus N*, so ist {A,2z} eine abelsche Untergruppe von P, da A in N 
und z im Zentralisator von N liegt. Aus der Maximalitat der abelschen Unter- 
gruppe A von P folgt A = {A,z}, so daB x zu A gehért und also N*< ASN 
ist. Aus der Endlichkeit von P/N* folgt mithin die von P/N; und aus der 
Endlichkeit von N folgt schlieBlich die von P, q.e.d. 

Folgerung 8: Ist jede abelsche Torsionsuntergruppe von G endlich, so ist die 
von den endlichen nachinvarianten Untergruppen von G erzeugte charakteristische 
Untergruppe von G endlich. 
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Beweis: Das Produkt P aller endlichen Normalteiler von G@ ist nach 
Lemma 6 endlich. Weiter ist klar, daB P in der von den endlichen nach- 
invarianten Untergruppen von G@ erzeugten Untergruppe enthalten ist. Um 
unsere Behauptung zu beweisen, miissen wir also zeigen, daB jede endliche 
nachinvariante Untergruppe von G in P enthalten ist. Um dies einzusehen, 
betrachten wir endlich viele Untergruppen U, von G derart, daB U,, ein Normal- 
teiler von U,;_, und U, =G ist. Weiter bezeichnen wir mit P(U,) das Produkt 
aller endlichen Normalteiler von U;. Da jede abelsche Torsionsuntergruppe 
von U, nach Voraussetzung endlich ist, so ist P(U,) nach Lemma 6 eine end- 
liche charakteristische Untergruppe von U,. Charakteristische Untergruppen 
von Normalteilern sind Normalteiler; und mithin ist P(U,) ein endlicher 
Normalteiler von U;_,. Folglich wird 

P(U,) s P(U;-,) und P(U,) = P. 

Man sieht sofort, daB jeder endliche Normalteiler von U,, in P enthalten ist; 
und daraus folgt, daB jede endliche nachinvariante Untergruppe von G@ in P 
liegt, q.e.d. 

Folgerung 9: Evxistiert eine abelsche Untergruppe von endlichem Index und 
ist jede charakteristische abelsche Torsionsuntergruppe endlich, so ist jede Tor- 
sionsuntergruppe endlich. 

Beweis: Wegen Folgerung | besitzt die betrachtete Gruppe G eine abelsche 
charakteristische Untergruppe C von endlichem Index [G:C]. Die Torsions- 
untergruppe 7' von C ist dann eine abelsche charakteristische Torsionsunter- 
gruppe von G@ und also endlich. — Ist U irgendeine Torsionsuntergruppe 
von G, so ist C-\U < T und also endlich, wihrend U/(U ~ C) = CU/C wegen 
der Endlichkeit von G/C endlich ist ; und damit ist auch die Endlichkeit von U 
dargetan, q.e.d. 

Satz 5: Wenn (a) jeder auflésbare Normalteiler der Gruppe G eine abelsche 
Untergruppe von endlichem Index besitzt, (b) G in jedem seiner abelschen Normal- 
teiler eine endliche Automorphismengruppe induziert und (c) das Produkt aller 
endlichen Normalteiler von G ebenfalls endlich ist, dann besitzt das Produkt aller 
eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index besitzenden Normalteiler von G 
eine abelsche Untergruppe von endlichem Index. 

Beweis: Es existiert ein maximaler abelscher Normalteiler M von G und 
der Zentralisator M* von M in G ist ein M enthaltender Normalteiler mit 
{nach (b)] endlicher Faktorgruppe G/M*. Das Produkt P aller endlichen 
Normalteiler von G ist eine endliche charakteristische Untergruppe von @G 
{nach (c)], und der Durchschnitt Q = M* - P ist ein endlicher Normalteiler 
von G. Der Zentralisator Q* von Q in G ist ein Normalteiler mit endlicher 
Faktorgruppe G/Q*, da ja G/Q* im wesentlichen mit der in dem endlichen 
Normalteiler Q induzierten Automorphismengruppe identisch ist. Da Q im 
Zentralisator M* von M liegt, so liegt M im Zentralisator Q* von Q; und 
M* -\ Q* ist also ein M enthaltender Normalteiler mit endlicher Faktor- 
gruppe G/(M* -\ Q*). 

Enthalt der Normalteiler N von G eine auflésbare Untergruppe von end- 
lichem Index, so folgt aus Satz 1 die Existenz einer auflésbaren charakteristi- 
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schen Untergruppe C von N mit endlichem Index [N : C]. Aus (a) folgt dann 
die Existenz einer abelschen Untergruppe von C mit endlichem Index in C; 
und es ergibt sich aus Folgerung 1 die Existenz einer abelschen charakteristi- 
schen Untergruppe A von C mit endlichem Index [C: A]. Als charakteristische 
Untergruppe einer charakteristischen Untergruppe ist A eine charakteristische 
Untergruppe des Normalteilers N von G und also ein Normalteiler von G; 
und der Index [N :A] = [N:: C] [C:: A] ist ebenfalls endlich. Aus der Endlich- 
keit von G/M* ergibt sich die von A M*/M* = A/(A 7 M*); und folglich ist 
auch [V: Ar M*]=[N:A][A:ANM*] endlich. Da A ein abelscher 
Normalteiler von G ist, so ist A ~\ M* ein im Zentralisator M* von M ent- 
haltener abelscher Normalteiler von G; und M(A 7 M*) ist also ebenfalls ein 
abelscher Normalteiler von G. Aus der Maximalitit des abelschen Normal- 
teilers M von G ergibt sich nun M=M(Ar\M*) oder A. M* <M oder 
Arn M*=ArM, da ja M < M* ist; und damit ist die Endlichkeit von 
N|(A -\ M) dargetan, aus der a fortiori die Endlichkeit von 
NI(NAM)=MN/|M 

folgt. — Ist umgekehrt N ein Normalteiler von G@ derart, daB MN/M 
endlich ist, dann ist N7\M eine abelsche Untergruppe von endlichem 
Index in N. Wir haben also gezeigt, daB der Normalteiler N von G dann 
und nur dann eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index besitzt, 
wenn M N/M endlich ist. 

Wir bezeichnen mit 7 das Produkt aller Normalteiler X von G mit fol- 
genden Eigenschaften: 

(t) Ms X < M*7\Q* und X/M ist endlich. 
Ist X ein (t) erfiillender Normalteiler von G, so ist M < Z(X), da ja X im 
Zentralisator M* von M enthalten ist; und es ist also X/Z(X) endlich. Daraus 
folgt aber die Endlichkeit der Kommutatorgruppe X’ von X (siehe Bakr [2], 
p. 163, Zusatz). Als charakteristische Untergruppe des Normalteilers X von G 
ist X’ ebenfalls ein Normalteiler von G, der wegen seiner Endlichkeit in P 
enthalten ist. Also ist 

XS XAPSMASCAP= Qe =2(Q) x M*. 
Da X’ folglich ein abelscher, im Zentralisator M* von M enthaltener Normal- 
teiler von G ist, so ist MX’ ein abelscher Normalteiler von G; und aus der 
Maximalitét von M folgt M = MX’ oder X'S M. — Da aber das Produkt 
endlich vieler (t) erfiillender Normalteiler von G offenbar ebenfalls ein (t) 
erfiiliender Normalteiler von G ist, so folgt sogar T’< M; und T” = 1 ergibt 
sich aus der Kommutativitét von M. Mithin ist 7 ein auflésbarer Normal- 
teiler von G; und aus dem Resultat des vorhergehenden Abschnitts unseres 
Beweises folgt die Endlichkeit von M7/M =T/M. 

Sei schlieBlich S das Produkt aller Normalteiler Y von G, die eine auflés- 
bare Untergruppe von endlichem Index besitzen. Nach dem oben gezeigten 
gehért der Normalteiler Y dann und nur dann in diese Klasse 9, wenn M Y/M 
endlich ist. Daraus folgt, daB das Produkt endlich vieler Normalteiler in 0 
ebenfalls zu O gehért. 
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Es ist klar, daB S eine M enthaltende charakteristische Untergruppe 
von G ist. Da jeder Normalteiler mit der Eigenschaft (t) auch zur Klasse 9 
gehort, so gilt sicher 

T<= SrnM*n@. 

Ist weiter s ein Element aus S > M* -\ Q*, so gibt es nach einer friiheren Be- 
merkung einen s enthaltenden Normalteiler Y in @. Dann ist M Y/M endlich 
und daraus folgt a fortiori die Endlichkeit von (M Y > M* -\ Q*)/M. Also ist 
MY -\ M* -\ @ ein s enthaltender Normalteiler mit der Eigenschaft (t), so 
daB s zu T gehért; und damit haben wir S~ M* > Q*<T gezeigt. Folglich 
ist sogar 7’ = S -\ M* -\ Q*, womit die Endlichkeit von T/M = (S ~ M* -\ Q*)/M 
erwiesen ist. Aus der Endlichkeit von G/(M*7\ Q*) folgt aber die von 
S/(S co M* -\ Q*); und damit ist der gewiinschte Beweis der Endlichkeit von 
S/M erbracht. 

Bemerkung 6; Die Voraussetzungen (a), (b), (c) des Satzes sind sicher erfiillt, 
wenn jeder Normalteiler eines Normalteilers von G in jedem seiner abelschen 
Normalteiler eine endliche Automorphismengruppe induziert und jede abelsche 
Torsionsuntergruppe von G endlich ist, wie sich aus Satz 3 und Lemma 6 er- 
gibt. — Fiigt man noch die Bedingung hinzu, daB die Gruppe G Produkt ihrer 
eine auflésbare Untergruppe von endlichem Index besitzenden Normalteiler 
ist, so erhalt man offenbar ein weiteres Kriterium fiir die Existenz einer abelschen 
Untergruppe von endlichem Index. 


4, Auflésbare Automorphismengruppen torsionsfreier abelscher Gruppen 
endlichen Ranges. 

Wir beginnen damit, daB wir die Resultate der Abschnitte 2 und 3 kom- 
binieren. 

Hauptsatz 1: Ist ® eine auflisbare semi-primitive Automorphismengruppe 
der torsionsfreien abelschen Gruppe A endlichen Ranges, so ist 

(a) jede Torsionsuntergruppe von ® endlich ; 

(b) ist A ein maximaler abelscher Normalteiler der Untergruppe A von ®, 
so ist A/A endlich; 

(c) es existiert eine ganze Zahl n derart, dap OD” = 1 ist. 

Beweis: Da A eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges ist, 
so folgt aus § 2, Folgerung 3: 

(a’) jede abelsche Torsionsuntergruppe von @ ist endlich. 

Weiter ist jeder Normalteiler von ® semi-primitiv [§ 2, Lemma 6]; und 
es ergibt sich also aus § 2, Folgerung 2: 

(b’) ist A ein abelscher Normalteiler des Normalteilers A von ®, so hat 
der Zentralisator von A in A endlichen Index. 

Damit ist gezeigt, daB ® die Eigenschaft (b) von § 3, Satz 3 hat. Aus der 
Auflésbarkeit von ® folgern wir nun folgendes: 

(b’’) jeder maximale abelsche Normalteiler von ® hat endlichen Index in ®. 

Damit ist insbesondere die Existenz abelscher Untergruppen von endlichem 
Index in ® dargetan. Aus (a’) und § 3, Satz 4 ergibt sich nun die Giiltigkeit 
von (b); und aus (a’) und § 3, Folgerung 9 ergibt sich die Giiltigkeit von (a). 
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Es existiert ein maximaler abelscher Normalteiler 2 von ®; und aus (b’’) 
folgt die Endlichkeit von ®/E. Da ©® auflésbar ist, so ist ®/F eine endliche 
auflésbare Gruppe. Folglich existiert eine positive ganze Zahl n derart, daB 
O"-) <= ist. Aus der Kommutativitét von 5 folgt dann O™ = 1, q.e.d. 

Es scheint, daB die Aussagen (a)—(c) des Hauptsatzes 1 die Endlichkeits- 
eigenschaften auflésbarer semi-primitiver Automorphismengruppen weit- 
gehend erschépfen, wie aus folgendem einfachen Beispiel hervorgeht. 

Es sei A die Additionsgruppe der rationalen Zahlen und ® die Gruppe aller 
Automorphismen von A. Dann ist A eine torsionsfreie abelsche Gruppe vom 
Range 1; und @ ist also eine primitive Automorphismengruppe von A. Natiir- 
lich ist ® der multiplikativen Gruppe der von 0 verschiedenen rationalen 
Zahlen isomorph. Also ist ® abelsch und das direkte Produkt einer Gruppe 
der Ordnung 2 und unendlich vieler unendlicher zyklischer Gruppen. 

Den weiteren Untersuchungen auflésbarer Automorphismengruppen seien 
einige Hilfsbetrachtungen vorangestellt. 

Hilfssatz 1: Wenn die Normalteiler N, der Gruppe G den Bedingungen 


1=N,, (Nin, GIS NSN, No=G@ 


geniigen, wenn die Automorphismen o in der Automorphismengruppe O von G 
den Bedingungen 


ga=g modulo NX, fiir jedes g in N,_, und jedes i 


geniigen, dann ist *O = 1. 

Beweis: Es ist bequem, N,,,; = 1 fiir positives 7 zu setzen. Wir bemerken 
zunichst, daB © jeden der Normalteiler N, auf sich abbildet und in jeder der 
Faktorgruppen N,_,/N, die Identitét induziert. Wir wollen durch voll- 
standige Induktion beweisen, daB "@ in jeder Faktorgruppe N;,_,/N;, die 
Identitaét induziert. Diese Aussage ist fiir » = 0 mit unserer Voraussetzung 
identisch. Wir nehmen also an, daB 0 < n und daB unsere Behauptung bereits 
fiir n — 1 erwiesen ist. Sei nun z ein Element in N;_,, o ein Automorphismus 
in "-19 und t ein Automorphismus in @. Dann folgt aus der Induktions- 
annahme, daB x(o — 1) zu N;_,;,-, gehért; und es folgt aus unserer Voraus- 
setzung iiber 0, daB x(a — 1) (r— 1) zu N,_,,,, gehért. Entsprechend sehen 
wir ein, daB x(t— 1) in N, liegt und daB also x(r-- 1) (o— 1) zu Ny-y4n 
gehért. Folglich wird 


xot = x(o— 1) (t— 1) + e(09— 14+ 71) = x(o — 1 + T) modulo N,-_,,,,, 
rto = x(t— 1) (o— 1) + a(t — 1 + o) = z(t — 1 + oc) modulo N,_,,,. 
Da x(o — 1) zu N,_1,-, gehort und da nach Voraussetzung 


[G, Ni-1+0-1] s Ni-1+n 
ist, so wird 


x(o—1)+g=9 + x(o— 1) modulo N,_,,,, fiir jedes g in G. 
Folglich wird 
rot =2(0o—1+7) =2(t+o0—1)= 2(tr—1) + ++ x(o— 1) 
= 2(t—1)+ e(0o— 1) + a= a(t—1+ 0) = 270 modulo N,-_,;,,; 
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und hieraus ergibt sich miihelos, daB st 

yt-'o-'tao= y modulo N,_,,,, fiir jedes y in N;_, t 

gilt. Also induziert "O in jeder Faktorgruppe N,_,/N;-,,, die Identitat, 7 

womit unser Induktionsbeweis voll erbracht ist. r 

Es ergibt sich insbesondere, daB *O in N,/N, = G die Identitaét induziert , 

und daB also *@ = 1 ist, q.e.d. h 

Gibt es eine ganze Zahl n derart, daB jede endlich erzeugbare Untergruppe d 

der Gruppe G sich von n (oder weniger) Elementen erzeugen laBt, so nennt Vv 

man G bekanntlich eine Gruppe endlichen Ranges. Es sei an die leicht beweis- a 

bare Tatsache erinnert, daB eine Erweiterung einer Gruppe endlichen Ranges Vv 
durch eine Gruppe endlichen Ranges stets eine Gruppe endlichen Ranges ist. 

Hilfssatz 2: Wenn die Normalteiler N, der Gruppe G den Bedingungen e 

1 = N,, (N,-1, 4] SN, SN,-1, Ny=G is 

geniigen, wenn jede Faktorgruppe N,_,/N, eine torsionsfreie [abelsche| Gruppe is 

endlichen Ranges ist, und wenn jeder Automorphismus o aus der Automor- , 

phismengruppe O von G den Bedingungen F 

a 

go =g modulo VN, fiir jedes g in N,;_, und jedes i s 

geniigt, dann ist © eine torsionsfreie Gruppe endlichen Ranges. n 

Beweis: © bildet jeden der Normalteiler N,; auf sich ab und induziert a 


also in jeder der Faktorgruppen G/N, eine Automorphismengruppe. Diese 8 
ist im wesentlichen mit 0/0, identisch, wenn wir mit 0, die Gesamtheit der 
Automorphismen in @ bezeichnen, die in G/N, die Identitaét induzieren. Da O 


nach Voraussetzung in G/N, die Identitaét induziert, so ist O = O, oder is 
0/0, = 1; und aus N, = 1 folgt O, = 1 oder 0/0, = O. d 
Wir werden nun durch vollstandige Induktion beziiglich i beweisen, daB e 
jede der Automorphismengruppen 09/0, eine torsionsfreie Gruppe endlichen te 
Ranges ist. Da dies sicher fiir i= 1 wahr ist, so kénnen wir annehmen, daB 
1 <i und 0/0,_, eine torsionsfreie Gruppe endlichen Ranges ist. Wir setzen st 
H = G/N, und N = N,_,/N,. Dann ist H [wie auch G] eine Gruppe endlichen L 
Ranges, N ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges und u 
N<Z(H). Weiter bezeichnen wir mit A die von O in H induzierte Auto- is 
morphismengruppe, die ja im wesentlichen mit 0/0, identisch ist. Es folgt ti 
aus unserer Voraussetzung, daB die Automorphismen in A alle Elemente in NV 
invariant lassen. SchlieBlich bezeichnen wir mit A die Gesamtheit der Auto- e 
morphismen in A, die in H/N die Identitaét induzieren. Es ist klar, daB A ein te 
Normalteiler von A ist. Da H/N im wesentlichen mit G/N, , identisch ist, 
so ist A/A im wesentlichen mit 0/0;_, identisch; und es folgt aus der In- p 
duktionsannahme, daB A/A eine torsionsfreie Gruppe endlichen Ranges ist. 
Die Faktorgruppe der abelschen Gruppe H/H’ nach ihrer Torsionsunter- I 


gruppe bezeichnen wir mit H*, so daB also H* eine torsionsfreie abelsche 

Gruppe endlichen Ranges ist. Ist nun o ein Automorphismus in 4, h *in 

Element in H, so ist h(a—1) ein Element in N. Bedenken wir nun, da v 
N <= Z(H) ist, so wird 

(2+ y) (o—1)= 20+ yo— y— x= 20+ y(o—1)— x= x(o—1)+ y(o — I), 


ol 
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so daB also o—1 ein Homomorphismus von H in N ist. Da aber N eine 
torsionsfreie abelsche Gruppe ist, so induziert ¢— 1 auch einen Homomor- 
phismus von H* in N; und damit haben wir ein-ein-deutige Abbildung von A 
auf eine Menge von Homomorphismen von H* in N erhalten. Sind o und t 
Automorphismen in A und ist h ein Element in H, so wird 

h(ot—1) = hot—ht+hr—h=h(o—1)t+h(t—1) = h(o—1) + A(t —1), 
da h(a — 1) zu N gehért und Elemente in N von Automorphismen in A in- 
variant gelassen werden. Damit haben wir gezeigt, daB die Abbildung von o 
auf ¢ — | einen Isomorphismus von A auf eine Gruppe von Homomorphismen 
von H* in N bewirkt. 

Ist nun = irgendeine Gruppe von Homomorphismen von H* in N, so 
erhalten wir fiir jedes x in H* einen Homomorphismus von J in N, indem 
wir o in 5 auf xo in N abbilden. Den Kern dieses Homomorphismus wollen 
wir mit 5(x) bezeichnen. Da 5/5(x) mit der Untergruppe x 5 der torsions- 
freien abelschen Gruppe N endlichen Ranges isomorph ist, so ist auch 5/5 (2x) 
eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges. Da H* eine torsionsfreie 
abelsche Gruppe endlichen Ranges ist, so existiert eine endliche Teilmenge Z 
von H* derart, daB H*/{£} eine Torsionsgruppe ist. Gehért nun der Endo- 
morphismus o in 5 jedem der 5(e) mit e in Z an, so ist Zo = 0; und o bildet 
also H* auf eine Torsionsgruppe ab. Da aber N torsionsfrei ist, so wird o = 0, 
so daB 

0= 9 Fe) 
eink 
ist. Daraus folgt schlieBlich, daB 5 einer Untergruppe der direkten Summe 
der endlich vielen 5/Z(e) isomorph ist. Da aber jede dieser Faktorgruppen 
eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges ist, so ist auch = eine 
torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges. 

Da A einer Gruppe von Homomorphismen von H* in N isomorph ist, 
so ist also auch A eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges. Da 
A/A ebenfalls eine torsionsfreie Gruppe endlichen Ranges ist, so ist auch A 
und die isomorphe Gruppe 0/0, torsionsfrei und von endlichem Rang. Damit 
ist unser Induktionsbeweis beendet; und es folgt insbesondere, daB O selbst 
torsionsfrei und von endlichem Range ist, q.e.d. 

Hauptsatz 2: Ist ® eine auflésbare Automorphismengruppe der "G = 1 
erfiillenden, torsionsfreien Gruppe G endlichen Ranges, so existiert ein Normal- 
teiler O von D mit folgenden Eigenschaften: 

(a) O ist torsionsfrei; der Rang von © ist endlich und ™O = | fiir geeignetes 
positives m. 

(b) D/O besitzt eine abelsche charakteristische Untergruppe von endlichem 
Index und die Torsionsuntergruppen von ®/@ sind endlich. 

Weiter ist D = | fiir geeignetes positives k. 

Beweis: Aus "G = 1 folgt bekanntlich, daB die aufsteigende Zentrenkette 
von G nach n Schritten in G endet: G = Z,(@). Aus der Torsionsfreiheit 
von G@ folgt die aller Faktorgruppen G/Z,(G); siehe etwa Bakr [3, p. 200, 
Corollary 1]. Aus der Endlichkeit des Ranges von @ folgt, daB jede Faktor- 
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gruppe Z,,,(@)/Z,;(@) eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen Ranges ist. 
Da jedes Z,;(@) als charakteristische Untergruppe ®-zulissig ist, so folgt aus Ke 
diesen Bemerkungen die Existenz einer lingsten endlichen Kette von Normal]- 
teilern N, von G mit folgenden Eigenschaften : 

l= WN,,, (N,-,@4]3N,5N,-,, Ne =G, Da 
jede Faktorgruppe N,_,/N, ist eine torsionsfreie abelsche Gruppe endlichen 


Ranges, = 

jedes N, ist O-zulissig. = 
Wir bezeichnen dann mit @ die Gesamtheit der Automorphismen in @, die Za! 
in jedem N,_,/N, die Identitaét induzieren. Es ist klar, daB O ein Normal- cai 
teiler von @ ist; und es folgt aus Hilfssatzen 1 und 2, daB @ alle Eigenschaften i 
(a) hat. 

Wir bezeichnen mit ®, die Gesamtheit der Automorphismen in ®, die in a 
N,-,/N, die Identitét induzieren. Dann ist ®, ein Normalteiler von ®; und | 
®/®, ist im wesentlichen mit der von ® in N,_,/N, induzierten Automor- ys 
phismengruppe identisch. Aus der Definition von O und der der ®, folgt Za 

80=9,0::-n®,,, 
so daB also ®/O einer Untergruppe des direkten Produkts der ®/®,; isomorph ist. ent 

Ist U eine zwischen N, und N,_, liegende, ®-zulissige Untergruppe von G, in 
so ist U ein Normalteiler von G (da ja N,_,/N, im Zentrum von G/N, enthalten abe 
ist); und es folgt aus der Maximalitét der Lange m der Kette N,, daB ent- 
weder U = N, oder N,_, ist oder aber N,_,/U nicht torsionsfrei ist. Folglich g (c 
induziert ® in N,_,/N, eine primitive Automorphismengruppe ®/®,. Aus 
Hauptsatz | und § 2, Folgerung 3 folgt nun leicht, daB ®/®, eine abelsche 
charakteristische Untergruppe von endlichem Index besitzt und da8 Torsions- so 
untergruppen von ®/®, endlich sind, wenn wir nur bedenken, daB aus der in 
vorausgesetzten Auflésbarkeit von ® die von ®/®, folgt. Da aber ©/O einer da 
Untergruppe des direkten Produkts der ®/®, isomorph ist, so hat ®/O die be: 
Eigenschaften (b) [§ 3, Folgerung 1}. ist 

Aus (a) und (b) und der Auflésbarkeit von ® erschlieBt man miihelos die g( 
Existenz einer positiven ganzen Zahl k derart, daB D\*) = 1 ist. 

5. Noethersche aufléshare Gruppen. 

Wir wollen eine Gruppe noethersch nennen, wenn alle ihre Untergruppen ist 
endlich erzeugbar sind; und diese Eigenschaft ist aquivalent mit der Maximal- en 
bedingung fiir Untergruppen. Ist eine Gruppe noethersch, so sind insbe- de 
sondere ihre abelschen Untergruppen endlich erzeugbar, waihrend die Um- gil 
kehrung im allgemeinen nicht richtig ist, wie man aus dem Beispiel der nicht- re) 
abelschen freien Gruppen ersieht. Zu beweisen, daB auflésbare Gruppen er: 
noethersch sind, wenn ihre abelschen Untergruppen endlich erzeugbar sind, ab 
ist das Thema dieses Paragraphen. 

Lemma 1: /st die Additionsgruppe des Integritdtsbereichs R eine freie Gr 


abelsche Gruppe endlichen Ranges, so ist die Einheitengruppe von R endlich 
erzeugbar. 
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Beweis: Ist r ein Element in R, so betrachten wir die folgende aufsteigende 
Kette von Untergruppen der Additionsgruppe R, : 


{}s{l,rs---s{lr,...r}s--: 


Da R, eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist, die so gilt die Maximal- 
bedingung in R, und aufsteigende Untergruppenketten brechen nach endlich 
vielen Schritten ab. Also gibt es eine positive ganze Zahl n derart, daB 1” 
in der Untergruppe {1l,r,...,7"-"} von R, liegt; und folglich gibt es ganze 
n—1 
Zahlen c,; derart, daB r"=3>c,r‘ ist. Jedes Element in dem Integritits- 
i=0 
bereich R ist also eine ganze algebraische Zahl. Da R, endlich erzeugbar ist, 
so ist R also ein Integritaétsbereich ganzer algebraischer Zahlen aus einer 
endlichen Erweiterung des Kérpers der rationalen Zahlen. Wir kénnen also 
den Dirichletschen Einheitensatz anwenden, um zu sehen, daB die Einheiten- 
gruppe von R als Untergruppe einer endlich erzeugbaren Gruppe (namlich 
der Einheitengruppe des Ringes aller algebraischen Zahlen in einem endlichen 
Zahlkorper) selbst endlich erzeugbar ist. 

Hilfssatz 1: Wenn N ein endlich erzeugbarer abelscher Normalteiler der 
endlich erzeugbaren Gruppe G ist, und wenn die Automorphismengruppe O von G 
in N und in G/N die Identitét induziert, dann ist © eine endlich erzeugbare 
abelsche Gruppe. 

Beweis: Ist g in G und sind o, t in 9, so ist gia—1) in N und 
g(a — 1) (tc — 1) = 0. Aus der Kommutativitaét von N folgt dann 


g(ot — 1) = g(o— 1) + g(t — 1) = g(t — 1) + g(o — 1) = g(t — 1), 


so daB insbesondere O abelsch ist. Weiter erhalten wir fiir jedes Element g 
in G einen Homomorphismus von @ in N, wenn wir das Element o in @ auf 
das Element g(¢ — 1) in N abbilden. Der Kern @(g) dieses Homomorphismus 
besteht aus allen g invariant lassenden Automorphismen in @; und 0/0(g) 
ist eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe, da ja @/@(g) der Untergruppe 
g(@ — 1) der endlich erzeugbaren abelschen Gruppe N isomorph ist. 

Sei Z ein endliches Erzeugendensystem von G. Dann ist klar, daB 

1=fN Ole) 
einE 

ist; und daraus folgt, daB © einer Untergruppe des direkten Produkts der 
endlich vielen Faktorgruppen ©@/@(e) fiir e in Z isomorph ist. Da aber jede 
der Faktorgruppen @/@(e) eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist, so 
gilt dasselbe von dem direkten Produkt der endlich vielen Faktorgruppen 
@2/@(e); und die Untergruppen dieses direkten Produkts sind also auch endlich 
erzeugbare abelsche Gruppen. Also ist © selbst eine endlich erzeugbare 
abelsche Gruppe, q.e.d. 

Satz 1: Abelsche Automorphismengruppen endlich erzeugbarer abelscher 
Gruppen sind endlich erzeugbar. 

Beweis: Ist ® eine abelsche Automorphismengruppe der endlich erzeug- 
baren abelschen Gruppe A, so gibt es ®-zulissige Untergruppen X von A, 
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in denen ® eine endlich erzeugbare abelsche Automorphismengruppe indu- 
ziert, zB. X = 1. Da die Maximalbedingung von den Untergruppen der 
endlich erzeugbaren abelschen Gruppe A erfiillt wird, so existiert eine maxi- 
male, ®-zuliassige Untergruppe M von A, in der ® eine endlich erzeugbare 
Automorphismengruppe induziert. Wir wollen zeigen, daB M = A ist; und 
nehmen also an, daB M < A ist. 

Ist A/M nicht torsionsfrei, so bildet die Gesamtheit der Elemente endlicher 

ung in A/M eine endliche, charakteristische Untergruppe B/M von A/M. 
Es ist klar, daB B ebenfalls ®-zulassig ist und daB ® in B/M + 1 eine endliche 
Automorphismengruppe induziert. — Ist aber A/M torsionsfrei, so ist A/M 
eine freie abelsche Gruppe endlichen positiven Ranges. Unter den ®-zu- 
lissigen Untergruppen von A/M gibt es eine B/M von kleinstem positivem 
Range. @® induziert in B/M eine primitive Automorphismengruppe (nach § 2, 
Lemma 3). Der von dieser Automorphismengruppe von B/M erzeugte Endo- 
morphismenring E ist ein Integritatsbereich, dessen Additionsgruppe E, einer 
Untergruppe von B/M isomorph ist (nach § 2, Lemma 4). Da B/M eine freie 
abelsche Gruppe endlichen positiven Ranges ist, so ist auch E, eine freie 
abelsche Gruppe endlichen Ranges. Es folgt aus Lemma | (Dirichletscher 
Einheitensatz), daB die Einheitengruppe von E endlich erzeugbar ist. Da die 
von @ in B/M induzierte Automorphismengruppe eine Gruppe von Einheiten 
in E ist, so ist auch diese Gruppe endlich erzeugbar. In beiden Fallen haben 
wir also folgendes gezeigt: 

Es gibt eine ®-zulassige Untergruppe B von A derart, daB M < B ist 
und derart, daB ® in B/M eine endlich erzeugbare Automorphismengruppe 
induziert. 

Wir bezeichnen mit @ die von ® in B induzierte Automorphismengruppe. 
Weiter sei O* die Gesamtheit der Automorphismen, die in B/M die Identitat 
induzieren ; und @** bezeichne die Gesamtheit der Automorphismen, die jedes 
Element in M invariant lassen. Dann ist 9/O* im wesentlichen mit der von ® 
in B/M induzierten Automorphismengruppe identisch ; und es folgt aus unserer 
W-hl von B, daB O/O* endlich erzeugbar ist. Weiter ist 0/O** im wesent- 
lichen mit der von ® in M induzierten Automorphismengruppe identisch ; 
und es folgt aus unserer Wahl von M, daB 0/0** endlich erzeugbar ist. 
Dann ist aber auch 0/(O* -\ O**) eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe. 
Da B und M als Untergruppen der endlich erzeugbaren abelschen Gruppe A 
selbst endlich erzeugbar sind und da die Automorphismen in 0* -\ O** in M 
und B/M die Identitat induzieren, so folgt aus Hilfssatz 1, daB O* -\ O** eine 
endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist. Mithin ist auch © endlich erzeugbar. 
Damit ist gezeigt, daB ® in B die endlich erzeugbare Automorphismen- 
gruppe @ induziert. Da aber M < B ist, so widerspricht dies unserer maxi- 
malen Wahl von M. Aus diesem Widerspruch folgt M = A und die endliche 
Erzeugbarkeit von ®. 

Der Kiirze halber wollen wir eine Gruppe fast-noethersch nennen, wenn 
alle ihre abelschen Untergruppen endlich erzeugbar sind. Es ist eine Folge 
von Satz 1, da8 Automorphismengruppen endlich erzeugbarer abelscher 
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Gruppen fast-noethersch sind. Bemerken wir weiter, daB die Vereinigungs- 
mengen aufsteigender Folgen abelscher Untergruppen ebenfalls abelsche 
Untergruppen sind, so sehen wir, daB eine Gruppe G dann und nur dann 
fast-noethersch ist, wenn die Maximalbedingung von ihren abelschen Unter- 
gruppen erfiillt wird. 

Lemma 2: Ist N ein abelscher Normalteiler der fast-noetherschen Gruppe G, 
so ist auch G/N fast-noethersch. 

Beweis: Jede abelsche Untergruppe von G/N hat die Form U/N; und es 
ist klar, da8 mit G auch U fast-noethersch ist. Da N abelsch ist, so existiert 
eine maximale, N enthaltende, abelsche Untergruppe V von U; und da U/N 
abelsch ist, so ist V ein Normalteiler von U. Da U fast-noethersch ist, so ist 
die abelsche Untergruppe V von U endlich erzeugbar. Da V eine maximale 
abelsche Untergruppe von U ist, so ist V seinem Zentralisator in U gleich. 
Da V ein Normalteiler von U ist, so ist also U/V im wesentlichen mit der 
von U in V induzierten Automorphismengruppe identisch. Da U/V als homo- 
morphes Bild von U/N abelsch ist, so kénnen wir Satz 1 anwenden. Die 
abelsche Automorphismengruppe U/V der endlich erzeugbaren abelschen 
Gruppe V ist also selbst endlich erzeugbar. Da U/V und V endlich erzeugbar 
sind, so ist auch U endlich erzeugbar ; und daraus folgt die endliche Erzeugbar- 
keit von U/N, q.e.d. 

Folgerung 1: Ist G fast-noethersch und G") = 1, so ist G noethersch. 

Dies folgt durch ein naheliegendes induktives Argument aus Lemma 2, 
wenn man nur bedenkt, daB endlich erzeugbare abelsche Gruppen noethersch 
sind. 

Satz 2: Auflisbare Automorphismengruppen endlich erzeugbarer abelscher 
Gruppen sind noethersch. 

Beweis: Es sei ® eine auflésbare Automorphismengruppe der endlich 
erzeugbaren abelschen Gruppe A. Ist 7’ die Gesamtheit der Elemente end- 
licher Ordnung in A, so ist 7' eine endliche charakteristische Untergruppe von A, 
die natiirlich auch ®-zulissig ist. Bezeichnen wir mit O die Gesamtheit der 
Automorphismen aus ®, die jedes Element in 7' invariant lassen, so ist O 
ein Normalteiler von ® und ©/@ ist im wesentlichen mit der von ® in T 
induzierten Automorphismengruppe identisch, die natiirlich endlich ist. 

Bezeichnen wir mit A die Gesamtheit der Automorphismen aus @®, die 
in A/T’ die Identitat induzieren, so ist A ein Normalteiler von ® und ®/A ist 
im wesentlichen mit der von ® in A/T induzierten Automorphismengruppe 
identisch. Da 7 die Torsionsuntergruppe der endlich erzeugbaren abelschen 
Gruppe A ist, so ist A/T’ eine freie abelsche Gruppe endlichen Ranges; und 
®/A ist eine auflésbare Automorphismengruppe dieser freien abelschen Gruppe 
endlichen Ranges. ®/A ist fast-noethersch (Satz 1); und aus § 4, Haupt- 
satz 2 folgt die Existenz einer positiven ganzen Zahl n derart, daB (®/A}) = 1 
ist. Wir kénnen also Folgerung 1 anwenden, um zu sehen, daB ®/A noethersch ist. 

Da @ und A Normalteiler von @ sind, so ist auch 0 7 A ein Normalteiler 
von ®. Da ®/@ endlich und ®/A noethersch ist, so ist auch ®/[O7 A} 
noethersch. 


Math. Ann. 129. 12 














172 REINHOLD Bakr: 

Automorphismen aus @ /\ A induzieren die Identitaét in T und A/7. Da A 
endlich erzeugbar und 7' eine endliche abelsche Gruppe ist, so kénnen wir 
Hilfssatz 1 anwenden, um zu zeigen, daB @7\A eine endlich erzeugbare 
abelsche Gruppe ist — man kénnte sogar die Endlichkeit von 9 -\ A herleiten. Also 
sind 9 -\ A und ®/[ @ -\ A) beide noethersch, so daB selbst noethersch ist,q.e.d. 

Bemerkung: Beim Beweise der Saitze 1 und 2 kénnte man auch Srecets 
tiefliegende Verallgemeinerung des Dirichletschen Einheitensatzes heran- 
ziehen. 

Hauptsatz 3: Auflésbare Automorphismengruppen auflésbarer noetherscher 
Gruppen sind noethersch. 

Dieses Resultat enthalt offenbar die Satze 1 und 2 als Spezialfille. 

Beweis: Wire Hauptsatz 3 falsch, so giibe es eine nicht-noethersche auf- 
lésbare Automorphismengruppe @ einer noetherschen auflésbaren Gruppe G. 
Diese Gruppe G enthilt ®-zulassige Normalteiler X derart, daB ® in G/X 
eine nicht-noethersche Automorphismengruppe induziert, z.B. X = 1; und 
unter diesen Normalteilern X gibt es einen maximalen M, da ja G noethersch 
ist. 

In H = G/M induziert ® eine Automorphismengruppe 9, die als homo- 
morphes Bild von ® auflésbar ist. Aus der Wahl von M folgt, daB @ nicht- 
noethersch ist und daB @ in H/Y eine noethersche Automorphismengruppe 
induziert, wenn nur Y ein von 0 verschiedener, 9-zulissiger Normalteiler 
von H ist. Natiirlich ist H + 0. 

Mit G ist auch H auflésbar und noethersch. Also existiert eine positive 
ganze Zahl n derart, daB H‘")=0 < H-» ist. Dann haben wir in H(*-» 
eine von 0 verschiedene, abelsche, charakteristische Untergruppe W von H 
gefunden, die natiirlich auch 9-zulassig ist. 

Wir bezeichnen mit 9* die Gesamtheit der Automorphismen aus @, die 
in H/W die Identitaét induzieren. Dann ist 6* ein Normalteiler von 0 und 
@/0* ist im wesentlichen mit der von 9 in H/W induzierten Automorphismen- 
gruppe identisch. DaB® diese noethersch ist [als Folge der maximalen Wahl 
von M], haben wir schon friiher bemerkt. 

Wir bezeichnen mit 9** die Gesamtheit der Automorphismen aus 86, 
die jedes Element in W invariant lassen. Dann ist 6** ein Normalteiler von 0 
und @/0** ist im wesentlichen mit der von @ in W induzierten Automor- 
phismengruppe identisch. W ist endlich erzeugbar als Untergruppe der 
noetherschen Gruppe H; und W ist seiner Wahl nach abelsch. 0/0** ist 
mit @ [und ®] auflésbar. Anwendung von Satz 2 zeigt, daB 0/O** noethersch 
ist. 

0* -\ O** ist ein Normalteiler von O und 0/[O* -\ O**] ist noethersch, 
da 6/0* und 0/0** ja beide noethersch sind. Jeder Automorphismus in 
@* -\ O** induziert die Identitét in W und H/W. Da H noethersch und W 
abelsch ist, so kénnen wir Hilfssatz 1 anwenden. Es folgt, daB O* -\ O** eine 
endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist. Da also 9* ~\ O** und 0/[O* -\ O**} 
beide noethersch sind, so ist auch O noethersch; und damit sind wir zu dem 
gesuchten Widerspruch gelangt, q.e.d. 
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Hauptsatz 4: Aujlésbare fast-noethersche Gruppen sind noethersch. 
Beweis: Wire die auflésbare fast-noethersche Gruppe G nicht noethersch, 
so kénnten wir eine unendliche aufsteigende Folge von Normalteilern NV, von G 
derart konstruieren, daB 


l= Ny< ooo a Ni-1< N,< aes und N,/N,-1 abelsch 


ist. Die Vereinigungsmenge N der N, ist ein Normalteiler von G. Es existiert 
eine maximale abelsche Untergruppe W von N. Da G fast-noethersch ist, so ist W 
endlich erzeugbar; und da W in der Vereinigung N der N, enthalten ist, so 
existiert ein Index k derart, daB W< N, ist. Bezeichnen wir mit K den Zen- 
tralisator von N, in N, so folgt K <W aus der Maximalitét der abelschen 
Untergruppe W von N. Da N= 1 und G, und also auch N,, fast-noethersch 
ist, so schlieBen wir aus Folgerung 1, daB N, eine noethersche auflésbare 
Gruppe ist. Weiter ist K ein Normalteiler von N und N/K ist im wesentlichen 
mit der von N in N, induzierten Automorphismengruppe identisch. Da N 
auflésbar ist, so ist N/K eine auflésbare Gruppe von Automorphismen der 
noetherschen und auflésbaren Gruppe N,. Es folgt aus Hauptsatz 3, daB N/K 
noethersch ist. Da K < W < N, ist, so ist auch N/N, noethersch und die 
aufsteigende Kette der N, muB nach endlich vielen Schritten abbrechen. 
Damit sind wir zu einem Widerspruch gelangt und Hauptsatz 4 ist bewiesen. 

Folgerung 2: Das Produkt aller aufléisbaren Normalteiler einer fast-noether- 
schen Gruppe ist auflésbar und noethersch. 

Beweis: Ist N ein auflésbarer Normalteiler der fast-noetherschen Gruppe G, 
so ist N noethersch [nach Hauptsatz 4] und es existiert also eine positive 
Zahl n derart, daB N‘”) =1 ist. Nun iiberzeugt man sich ohne Miihe davon, 
daB das Produkt aller auflésbaren Normalteiler von G auflésbar ist, und aus 
Hauptsatz 4 folgt wieder, daB dieses Produkt noethersch ist. 
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The Iteration of Entire Transcendental Functions 
and 


the Solution of the Functional Equation # {#(z)} = F(z). 
By 
I. N. Baker in Adelaide. 
1. Introduction. 

Let F(z) be an entire analytic function. Define the n-th iterate of F(z): 
(1) F,(z) = z, Fs, (z) = F {F, (2z)} = F,{F(z)}, nm=0,1,2,.... 
These iterates of positive integral order are entire functions satisfying the 
functional equations 
(2) Fa{F,(2)} = Fa {Fm (2)} = Pmin (2) 
where m and n are positive integers. One may also introduce the iterates of 
negative integral order by writing F_,,(z) for the inverse function of F,,,(z). 
Thereby many-valued functions are introduced but the equations (2) remain 
valid for a suitable choice of branches. 

Scur6per [1], [2] originally studied the “natural” iterates (i.e. those of 
integral order) with a view to finding for F,,(z) a closed analytic expression 
containing as a parameter. The iterates of non-integral order then appeared 
simply by assigning non-integral values to this parameter. A modern work 
which treats iterates of ‘‘complex order”’ is that of Térrer [3]. Juiz [4] and 
Farov [5], [6] have made a thorough investigation of the natural iteration of 
rational and entire functions, relying on MonTEL’s theory of normal sequences 
of analytic functions. 

In the following we shall be interested in (analytic) solutions f(z) of the 
functional equation 
(3) f{f(2)} = F(z), F(e) entire. 

The problem which forms the basis of this paper is: 

What restrictions must be placed on F(z) if there are to be entire solu- 
tions f(z) ? 

The main theorem 1 bears directly upon this point, and in section 3 we 
discuss some cases not covered by the theorem. In the final section some applica- 
tions of theorem | are made, in particular to discussing further KNESER’s [7] 
treatment of the case F(z) = e*. 


2. The Case Where F(z) is of Finite Order and Bounded 
on a Curve Leading to Infinity. 
Theorem 1. If F(z) is an entire function of finite order bounded on some 
continuous curve J” which extends to infinity, then the functional equation 
(3) f {f(2)} = F (2) 


has no entire solution. 
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Proof: If f(z) is an entire solution of (3) it must be of zero order, as follows 
from the following result of Fatrovu [6, p. 343]: 

Let E(z), F(z) be two entire transcendental functions. On |z| =r the 
maximum modulus of Z(z) is M(r), that of HZ {F(z)} is M,(r). Then however 
large we choose the positive constant g, we have for certain arbitrarily large 
values of r: 

M,(r) > M(r*). 


It follows that if a > 0 be the order of f(z), the order of F(z) is greater than 
q(a — e) however large g and however small ¢; i. e. F(z) is of infinite order, 
against assumption. 

Now consider the behaviour of f(z) on J. Either f(z) is bounded on J’ or 
it maps J" on to a continuous curve x which extends to infinity. But F(z) 
= f {f(z)} is bounded on J’ so that in the latter case f(z) is bounded on y, and 
in either event f(z) is bounded on a continuous curve extending to infinity, 
which is impossible for an entire function whose order is less than + — one 
recalls the result [8, p. 274] that for a function g(z) with this property there 
is a sequence of values of r tending to infinity through which 


min |g(z)| > oo. 
jzj=r 
Corollary. If F(z) is of finite order and there is an exceptional value A which 
F(z) takes at most a finite number of times, then (3) has no entire solution. 
For such an exceptional value is an asymptotic value [9, p. 34] and on the 
curve extending to infinity along which F(z) tends to A, F(z) will be bounded. 


3. Cases not Treated in the Last Section. 


It is obvious that there are functions F(z) such that f(z) may be entire: 
exp (exp z) is such a function, but its order is infinite. The question arises 
as to whether this is possible when F(z) is of finite order, and this is answered 
by the provision of examples which demonstrate the possibility. In fact we 
can prove the 

Theorem 2. There exist entire functions /,(z), /,(z) and f,(z) of zero order 
such that 


(i) fi {f(z} is of zero order 
(ii) fe{fe(z)} is of infinite order 
(iii) f3{f,(z)} is of finite non-zero order. 


Remarks: Where it is necessary to check the order of the functions intro- 
x 
duced below one uses the result that if 9 is the order of the function ¥' a,2", 
n=0 
one has [10, p. 40] 





oe lim — log |a,.| 
@ nae Mlogn * 


Use is made of the notations with respect to {(z) = 2 a,2": 
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u(r): the maximum term of the sequence |a,,| r". 
»(r): the central index, the index of the maximum term. 
M(r): the maximum for |z| = r of |}(z)}. 
M'(r): the maximum for |z| = r of |f {f(z)}|. 
It is to be noted that these four functions are monotone increasing. 
We reserve square brackets to have the meaning: [A] is the greatest in- 


teger not exceeding A. 
The discussion depends on the lemma: 


(4) p(t) < M(r) < p(r) {1 +2 ofr + al: 


proved in [9, p. 32] and the fact that we deal with functions for which the 
coefficients a, are real and positive, so that 
M (r) = f(r), M'(r) = f {f()} = M {M(r)}. 
Proof of Theorem 2. 


(i) Take f,(2) = ¥ eer 
Forr>1: v»(r) = A+ eer 





dal 1+ logr 
r 2 
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A simple consideration of (4) shows that for all large enough r 
M (r) < exp {¥ (logr)*} 





and M'(r) < exp {F (logr)'}, 

so that the order of /,{f,(r)} is 0. 

- a ad 

(ii Take fa(2) = 2) exp {n (log n)} * 


Now for continuous n, exp {n log r—n/(logn)*} has its maxinoum where 


n = n(r) = exp (—1 + V1 + log r) > exp (4 V log r r) for r>e's 
Certainly 





#(r) = exp {[n(r)] log r — [n(r)] (log [n(r)])?} 
=} exp {(n(r) — 1) (log r — log n(r) - log n(r))} 
> exp {exp (} V log 7) for sufficiently large r. 


M’(r) > w{u(r)} > exp {exp} V exp 4 log r} 
which is not bounded by any expression of the form exp(r4) and shows that 
fe{f(z)} is of infinite order. 
(iii) We deal now with the comparatively intricate problem of constructing 
such an /,(z) that /,{/,(z)} has finite non-zero order. The first step here is to 
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produce a suitable real (nonanalytic) function ®(r) satisfying © {®(r)} = e’. 
By taking a series with positive coefficients, for which u(r) is fairly close 
to P(r), a satisfactory /,(z) is obtained as is suggested by (4). Firstly then we 
prove the 

Lemma: There is a continuously differentiable function ®(r) such that 


@®(@(r)) =e" and the four functions ®(r), D’(r), £0 oy all tend 
monotonely (for r > 1) to infinity with r. We eevee the notation: J, is the 
interval 0 <r <1. In general J, is defined inductively: J,,,, is the image of 


I,, under the mapping x e*. 3’ J,, covers the positive real line. We assert 


that the conditions of the leenma on satisfied by the function defined in I, by 
P(r) =r+4t 7 
= exp(r — $) $srsl 
and defined in J, generally by repeated application of the relation 
(5) P(e") = exp {P(r)}. 
Thus, for example, in J,: 
P(r) =e r, 1 srseh| 


=exp(e"*r),e*@<rsel. 


Obviously in J,: ® {®(r)} = e’, and it then follows from (5) that this is so 
in every: J,,. 

Now the four functions mentioned in the lemma are all continuous and 
monotone increasing in J,. Using the method of induction, suppose this is 
true in any J,. Differentiating (5) gives 

ef O(c") J 

ey = OW), 
so that ss a is continuous and monotone increasing in J,,,. A similar 
result follows for the other functions from the identities 

hand = exp {P(r) —r} 

and ®’(e") = ®’(r) exp aes ee Since the functions increase monotonely 
with r, they either tend to infinity or are bounded and tend to a finite limit. 
In each case the latter supposition conflicts with the fact that ®{®(r)} = e’. 





Thus for example if So tends to I as r tends to infinity: 
r= e 
dr , Pir} ®’ (r) 
region oon, 2 Gn >” 


as r—> co, since ®(r) + co monotonely with r; but this is obviously false. 
If D(r), OB’ (r) or —— oe ) are bounded then certainly there is a K such that 


@(r) << Kr and e’= ©{6(n)} < K*r which is impossible. This completes the 
proof of the lemma. 
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The function f,(z). The functions u(r), v(r) defined above are connected 
by the relation 


(6) log u(r) = log |ay| + f 7? 
0 


where a,+0 is the constant term in the expansion of the relevant entire 
function. »(r) is a (monotonely increasing) step function with a denumerably 
infinite set of isolated discontinuities r, > 0, = 1, 2, . . ., at each of which y(r) 
increases by an integer. As VaLiron [10, p. 28—30] shows, to any such »(r) 
given in advance one can construct a number of entire functions which have 
v(r) as their central index function. For a given choice of |a,| + 0, it is possible 
to find one of these whose coefficients are real and positive and which is 
in fact a majorant of all similar functions. Having chosen y(r) and a, it is 
this function which, for definiteness, we shall use for /,(z). 
We choose for y(r): 





oy =1+| Fe], r>1 | 
= 0, Osr<0-l1l;. 
= 2, 0O-lsr<l | 
Then 
* »(2) * @(z) 
v(x "(x 
[7Paz> Dix) 2” 
0 0 
and 








»(2) 3 ®’ (zx) 
[+ <> D(z) dz, r>e. 
When one makes a, = $, (6) becomes 


log (r) = log $ +f @) az > log 4+ $2) a2 > tog O10, r>e. 


Then M’(r) > u{u(r)} > © san =e’. But on the other hand 


@ 
oer) <n +f ") dz + {+3 \ da, 
so that for some positive K 
B(r) < Kr @(r). 
For all r > 0-1, »(r) > 1, so that from (4) and the line above: 


M(r) < Kr O(r) (14242041) SEF") cg xp Set oy 


®(r+1) @(r+1) 
for large enough r. 
Now ® {®(r)} = e* = —— 4 ¢e) = O'{D(r)} - D’(r) 
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from which one sees that ®’(r) < ®(r) for all r > 1; so that: 
(7) M(r) <3K rO(r). 
However small 6 > 0 may be, 
d P(ri + 4) O'(1+% rir) 
‘ ir oe om f= + 0)? Soisay — oe) 


tends to infinity with r, and so remains greater than arbitrarily large N for 
r>r(N). A simple integration shows that there exists a positive real C 
such that 








O(F'+*)>COr%O(r), r>r(N). 
With this result (7) becomes 
(8) M (r) < O(r'**) 


, 


Since r s ah ~ co with r it follows that for large r, 
r < {D(r)}* 
however small « > 0 is chosen, and replacing r by ®(r): 
P(r) < et". 
From this result, (7) and (8) it follows that 
M' (r) = M {M (r)} < 3K {O(r°**)}? @ {O(r'**)} 
< 3K exp {ri +? + 2a r+}. 


But « and 6 may be chosen arbitrarily small, so that the order of /,{f,(z)} is 
exactly 1. The order of /,(z) can only be zero. 


4, Consequences of Theorem 1. 

We now apply the main theorem to derive a property of analytic solutions 
of (3). 

In the iteration of an entire function F(z) there arises a set §(F’) which is 
of great importance: §(F') is the set of points z where the iterates F,,(z) of 
positive integral order do not form a normal family in the sense of MonTEL 

The term “Fatou exceptional point” is used to denote a point « such 
that the equation F(z) = « has no solution in z, except possibly z = a. There 
can be at most one such point. 

Fatov [6] has investigated the set §(F') thoroughly and has proved the 
following result: 

Let c be a small circle surrounding z,¢F(F), and c, its image under the 
transformation z-> F,,(z). If 4 is any bounded region of the plane excluding 
a small circle d about the Fatou exceptional point if this exists, then for 
sufficiently large n, c, will cover A. 

From this follows 

Theorem 3. If f(z) is an analytic solution of (3), where F(z) is bounded on 
some curve extending to infinity and /(z) is analytic at any one point of F(F) 
and also at the Fatou exceptional point if this exists, then f(z) cannot be 
single-valued. 
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Proof: Suppose f(z) single-valued and analytic at z,¢G(F). Take for c 
a circle surrounding z, in which the expansion of f(z) about z, converges. 
Then f(z) may be continued into any c, by repeated application of the relation 


f{F (2)} = (FF @}) = F {f)}- 
If a Fatou exceptional point « exists, take a circle d about « in which f(z) is 
analytic. Then if D is any bounded region, of the plane our procedure of 
continuation shows that f(z) is analytic in D— «a, and hence in D; that is 
}(z) is entire, against theorem 1. q.e.d. 

The instance of F(z) = e* is of particular interest and has been treated by 
KNESER [7], who has constructed a solution f(z) of (3) which on the whole 
real axis is analytic and real. e* has the exceptional value 0, and Téprer [11] 
has shown that every point of the real axis belongs to F(e*). It follows that 
KNESER’s solution is not single-valued. 
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Uberdeckungen der Kugel mit héchstens acht Kreisen. 
Von 
Kurt Scutrre in Marburg-Lahn. 


Das Problem der diinnsten Kreisiiberdeckung der Kugel besteht darin, 
zu gegebener Zahl N den kleinsten Radius r zu bestimmen, so daB die Ein- 
heitskugel durch N Kreisscheiben vom Radius r iiberdeckt wird’). Fiir N = 1 


bzw. 2 ist offenbar r = 2 bzw. 2 Fiir N => 3 erhalt man nach Frses TérH?) 


in folgender Weise eine Ungleichung. Zu jeder gegebenen Uberdeckung laBt 
sich ein auf die Kreismittelpunkte aufgespanntes Dreiecksnetz finden, so daB 
die Dreiecksumkreise keine Ecken des Netzes im Innern enthalten. Jedes 
Dreieck hat einen Umkreisradius < r, denn sonst wiirde der Umkreismittel- 
punkt von der Uberdeckung nicht erfaBt werden. Folglich ist der Inhalt 
eines jeden dieser 2(N — 2) Dreiecke héchstens gleich dem Inhalt A des regu- 
laren Dreiecks mit Umkreisradius r. Aus 


A= 6 are cotg (V3 cosr) — 2 und 2(N — 2)A>42 
folgt die Ungleichung 


1 i 

(1) r= are cos (7, cote gv 3) - 
Gleichheit besteht nur dann, wenn sich die Kugeloberfliche in 2(N — 2) regu- 
lire Dreiecke zerlegen l4Bt, also bei N = 3, 4,6 und 12. Bei N = 3 ist (ebenso 
wie bei N = 2)r= 5. Bei N = 4, 6 und 12 ergibt sich die diinnste Uber- 
deckung, wenn die Kreismittelpunkte die Ecken eines Tetraeders, Oktaeders 
bzw. Ikosaeders bilden. 

Im folgenden werden die Lésungen fiir N = 5 und N = 7 gegeben. Fiir 
N = 8, wo die diinnste Uberdeckung nur bei einer ziemlich unregelmaBigen 
Lagerung der Kreisscheiben zustande kommt, wird eine Abschiitzung gebracht. 

Zu einer vorausgesetzten diinnsten Uberdeckung mit N Kreisscheiben vom 
Radius r bilden wir ein Dreiecksnetz nach Fesgs T6éTH. Die Eckpunkte dieses 
Netzes sind die Mittelpunkte der iiberdeckenden Kreise. Jedes Dreieck hat 
einen Umkreisradius <r, also Seiten <2r. Als Grad eines Eckpunktes 


1) Fiir dieses Problem gibt FrszsT6ru in seinem Buch ,,Lagerungen in der Ebene- 
auf der Kugel und im Raum“ (Berlin-Géttingen-Heidelberg 1953) S. 170 einen Lésungs, 
ansatz mit Hilfe eines Graphen, wie er in dhnlicher Weise von HaBICHT, VAN DER WAERDEN 
und dem Verfasser fiir das duale Problem der kleinsten Kugel mit N Punkten vom Mindest- 
abstand Eins benutzt wurde. Math. Ann. 123, 96—124, 223—234 (1951); 125, 325—334 
(1953). 

*) Kreisiiberdeckungen der hyperbolischen Ebene. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 4, 
111—114 (1953). 
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bezeichnen wir die Anzahl] der in ihm zusammenstoBenden Dreiecke. Es kommen 
nur die Grade 3 bis N — 1 in Betracht. 

Ein Punkt vom Grad N—1 kann nur bei N < 6 auftreten. Von einem 
solchen Punkt P haben nimlich alle Mittelpunkte der tiberdeckenden Kreis- 
scheiben Abstiinde < 2r. Der Gegenpunkt von P, der ja auch auf einer iiber- 
deckenden Kreisscheibe liegt, hat einen Abstand < 3r von P. Daraus folgt 


r= > was nur bei N < 6 zutrifft. 

Um fiir N = 7 und 8 auch die Punkte 3. Grades auszuschlieBen, benétigen 
wir die Abschitzungen 
(2) r< 52° fir N = 7, 
(3) r< 48,5° fir N = 8, 
die wir spiter bestatigen werden. Tritt ein Punkt 3. Grades auf, so setzen 
sich 3 Dreiecke des Netzes zu einem Dreieck mit Seiten < 2r zusammen. 
Thr Gesamtinhalt ist héchstens gleich dem Inhalt D des reguliren Dreiecks 
mit Seiten 2r. Jedes der iibrigen Dreiecke hat einen Inhalt < A. Man hat 
also in diesem Falle 
(4) (2N—7)A+D242. 
Fir N = 7 erhalt man mit (2) die Abschitzung 


A= 6 arc cotg (//3 cosr) — 2 < 80°, 


D = 6 arc sin (ser) —2a< 150°, 
also 
7TA+D < 710°. 
Die Ungleichung (3) fiir N = 8 liefert 
A< 67°, D< 115°, 
9A+D< 718°. 


Bei N = 7 und 8 ist also (4) nicht erfiillt, folglich kein Punkt 3. Grades méglich. 
Man sieht zugleich, daB in diesen Fallen auch kein geschlossener Streckenzug 
aus 3 Seiten des Dreiecksnetzes Eckpunkte des Netzes im Innern (d. h. auf 
der Seite des kleinsten Inhalts) enthalt. Sonst wiirden naimlich mindestens 
3 Netzdreiecke in einem Dreieck mit Inhalt < D liegen, und (4) miiBte gelten. 

Wir fassen zusammen: Bei N = 5 treten nur Punkte 3. und 4. Grades auf, 
bei N = 7 nur Punkte 4. und 5. Grades. Ist n, die Anzahl der Punkte k-ten 
Grades, so hat man in beiden Fillen n,+ ny-,= N. Aus der EvLerschen 
Polyederformel folgt leicht, daB die Anzahl der Dreiecke 2(N — 2) und die 
Anzahl der Kanten 3 (N — 2) ist. Andererseits ist die doppelte Kantenzahl 
4n,+ (N — 2) ny-,. Also ist 

4n,+ (N — 2) ny-,.= 6(N — 2). 

Aus beiden Gleichungen folgt 


(5) ny-2= 2, u= N nee , 4 
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Man erkennt leicht, daB dann nur die in Fig. 1 und 2 dargestellten Netze 
méglich sind. P’ ist in den Figuren, die als stereographische Projektionen 
aufzufassen sind, als unendlich ferner Punkt zu denken. Dann sind P,P’ 
die Punkte vom Grad N — 2 und Q,,..., Qy-, die Punkte 4. Grades. 


a; 





a, @ 2 


Fig. 1. Fig. 2. 


Im Falle N = 8 haben wir 
M+ Net Ng= 8, 4n,+ 55+ 6 n= 36. 


Beriicksichtigt man, daB kein geschlossener Zug von 3 Strecken des Netzes 
Eckpunkte im Innern enthialt, so erhilt man nur die in Fig.3 und 4 dar- 


4 


© ales 
> 


Bs 





Fig. 3. Fig. 4. 


gestellten Dreiecksnetze. Das Netz der Fig. 3 fallt unter (5). Das andere 
Netz enthalt 4 Punkte 5. Grades A,, . . ., A, und 4 Punkte 4. Grades B,, . . ., By. 
Hierbei sollen B,, B, miteinander verbunden sein. 

Um die Abmessungen der Netze zu bestimmen, bilden wir zu jedem Drei- 
ecksnetz einen Graphen, indem wir die Eckpunkte eines jeden Dreiecks 
(schwarze Punkte) mit den Mittelpunkten der zugehérigen Dreiecksumkreise 
(weiBen Punkten) verbinden®). Diese Mittelpunkte brauchen nicht im Innern 
der betreffenden Dreiecke zu liegen. Alle Strecken des Graphen sind <r. 





) Dieser Graph entspricht dem von Frses TéTH vorgeschlagenen Graphen, unter- 
scheidet sich jedoch von diesem dadurch, da8 hier auch Streckenlingen < r zugelassen 
werden. Dabei miissen wir auf die Méglichkeit verzichten, den Graphen durch Verschie- 
bung einzelner Punkte aufzulésen, haben aber den Vorteil, daB der Graph nur aus Vier- 
ecken aufgebaut ist. 
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Hiermit erhalt man 


Fig. 6. 


Fig. 7. 
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Die Strecken des Graphen schneiden sich nicht. Beweis: Die Strecken 
W,8S,, W,8, mit den weiBen Endpunkten W,, W, und schwarzen Endpunkten 
S,, 8, mégen sich in P schneiden (Fig. 5). Das Dreiecksnetz 

1 5, war so gewahlt, daB kein Eckpunkt im Innern eines Drei- 

' fi ecksumkreises liegt. Folglich ist der Abstand vom Umkreis- 


a ‘Wh mittelpunkt W, zum Netzpunkt S, mindestens gleich dem 
Fig. 5. Umkreisradius W,S,, und ebenso W,S, mindestens gleich 
W, S,, also: 
(6) W,S,< WS, W,S,<W,S,. 


(W,P + PS,) + (WP + PS,) < W,S,+ W,S,, 
was nur méglich ist, wenn die 4 Punkte kollinear sind. Aber auch in diesem Falle 
haben gemaB (6) zwei verschiedene Strecken keine inneren Punkte gemeinsam. 

Zu je zwei aneinanderliegenden Dreiecken ABC und ABC’ des Netzes 
gehort ein Viereck AW BW’ des Graphen (Fig. 6). Das Viereck wird durch 
WW’ in zwei kongruente Dreiecke zerlegt, da 
AW = BW und AW’ = BW’ ist. Hierbei kann auch 
W = W’ sein, also das Viereck den Inhalt 0 haben. 
Die gesamte Kugeloberflache setzt sich aus solchen 
3(N — 2) Vierecken zusammen. 

Wir betrachten die Graphen, die zu den Drei- 
ecksnetzen der Fig. 1—3 gehéren. In Fig. 7 ist der 
Fall N = 7 dargestellt. Die Mittelpunkte der Drei- 
ecksumkreise von PQ;Q,;,., bzw. P’Q,;Q;., seien 
W, bzw. W}. Im Falle diinnster Uberdeckung ist der Graph halbregulir*), d. h. er 


besitzt nur Strecken der Lange r und bei P und P’ nurdie Winkel Wo , 


Beweis: Da jedes Viereck durch Verbinden der weiBen Punkte in 
kongruente Dreiecke zerlegt wird, haben die N—2 Vierecke, die in P 


zusammenstoBen, zusammen doppelt so 
groBen Inhalt wie das (N — 2)-Eck 
W, ...Wy-— >. Dieses liegt in einem Kreis 
vom Radius r um P. Es hat maximalen 
Inhalt, wenn alle PW, =rsind und alle 
Winkel bei P iibereinstimmen. Ent- 
sprechendes gilt fiir die in P’ zusammen- 
stoBenden Vierecke. Die iibrigen Vier- 
ecke Q;W,;Q;.,W; haben an ihren 
schwarzen Eckpunkten eine Winkel- 
summe 2(N —4) x, da von den N—2 
Vollwinkeln je ein Vollwinkel fiir die in 
P und in P’ zusammenstoBenden Vier- 
ecke abzuziehen ist. Wir zerlegen die 


, 4) Die konvexe Hiille der schwarzen Eckpunkte ist ein halbregulares Polyeder (mit 
songruenten Flachen und reguléren Ecken). 








Uberdeckungen der Kugel mit héchstens acht Kreisen. 185 


Vierecke Q,W ,Q,;.,W; durch Verbinden der weiBen Punkte und ersetzen die so 
entstandenen Dreiecke durch Dreiecke, die an den schwarzen Eckpunkten 
dieselben Winkel, aber die genaue Schenkellinge r besitzen. Hierdurch werden 
die Inhaite nicht verkleinert. Die neuen Dreiecke lassen sich an ihren schwarzen 
Eckpunkten so aneinanderlegen, daB sie ein 2(N —2)-Eck bilden, das den 
Umkreisradius r besitzt und seinen Mittelpunkt N —4mal umschlieBt. Dieses 
hat maximalen Inhalt, wenn alle Winkel an den schwarzen Eckpunkten 
iibereinstimmen. Wir fassen zusammen: Wire der Graph nicht halbregulir, 
so wiirden die zum halbreguliren Graphen der Streckenliinge r gehérenden 
Vierecke zusammen einen gréBeren Inhalt als die Oberfliche der Einheits- 
kugel besitzen. Dann wiirde zur Einheitskugel ein halbregulirer Graph mit 
kleinerer Streckenlinge gehéren, was gegen die Minimalitét von r verst6Bt. 
Folglich ist der Graph halbregulir. 

Hiermit sind die diinnsten Uberdeckungen fiir N = 5 und N = 7 gefunden. 
Bei diesen haben die Mittelpunkte der iiberdeckenden Kreise (ebenso wie bei 
N = 6) folgende Lage: Zwei Punkte liegen sich diametral gegeniiber. Die 
iibrigen Punkte liegen in gleichen Abstinden auf der zugehérigen Polaren. 
Das entsprechende Dreiecksnetz besteht aus gleichschenkligen Dreiecken mit 


der Grundlinie wos und den Schenkeln = Der Umkreisradius r dieses 


Dreiecks, der zugleich Radius der iiberdeckenden Kreisscheiben ist, ergibt 
sich demnach zu 


r= arc cotg (008 377-5) . 
Man erhilt 
r = are cotg : = 63°26’ fir N = 5, 


r = arc cotg (cos 3) a 51°2’ fiir N = 7. 


Hiermit ist die vorausgesetzte Ungleichung (2) bestatigt. 

Das Dreiecksnetz der Fig. 4 liefert fiir N = 8 im Falle, daB alle Dreiecke 
kongruent sind, eine Lagerung der Kreismittelpunkte, die sich in Polar- 
koordinaten folgendermafen beschreiben la8t: Vier Punkte auf dem Aquator 
g=0° bei A=+30°, +90°, vier Punkte auf dem Meridian A = 180° bei 
y = +30°, +90°. Diese Lagerung geht in die halbreguliire Lagerung der 
Fig. 3 itiber, wenn etwa die beiden Punkte g = +30°, A = 180° auf die Stellen 
y = 0°, 4 =+150° verlegt werden. Die Netzdreiecke bleiben dabei unver- 
andert. Zur giinstigsten Lagerung gemaB Fig. 3 gehdrt also derselbe Radius r 
wie zur halbreguliren Lagerung geméB Fig.4. Es gibt jedoch irregulire 
Dreiecksnetze vom Typ der Fig. 4 mit kleinerem r. Diese kommen allein fiir 
die diinnste Uberdeckung mit acht Kreisscheiben in Betracht. 

Die Vierecke des zugehérigen Graphen lassen sich in 4 Klassen einteilen 
(I—IV in Fig. 8), so daB Vierecke derselben Klasse durch einen topologischen 
Automorphismus des Graphen ineinander iibergehen. Nur folgende zwei 
Fille sind zu beriicksichtigen : 







































Fig. 8. 





Fig. 9. 
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a) Alle Strecken des Graphen haben die Linge r, und alle Vierecke der- 
selben Klasse sind zueinander kongruent. 

b) Es treten Strecken < r auf. 

Beweis: Angenommen, alle Strecken haben die Linge r. Dann ersetzen 
wir jedes Viereck durch ein Viereck mit Seiten r, dessen Winkel am schwarzen 
Eckpunkt das arithmetische Mittel aller entsprechenden Winkel derselben 


Viereckklasse ist. Hierdurch werden die 
Inhaltssummen der einzelnen Klassen 
nicht verkleinert. Die Winkelsumme 
bleibt an jedem schwarzen Punkt 2 x 
und wird an jedem weiBen Punkt 
=> 2 z. Ist sie dort iiberall gleich 2 2, so 
liegt Fall a) vor. Andernfalls lassen 
sich einzelne Strecken verkleinern. 

Im Fall a) besitzt der Graph nur 
noch einen Freiheitsgrad. Den kleinsten 
Radiusr erhalt man hier durch Auflésung 
eines Systems transzendenter Glei- 
chungen, wobei sich der Naherungswert 


(7) r = 48°9 


ergibt, der die Voraussetzung (3) bestitigt. Der Graph setzt sich dann aus 
8 kongruenten Teilen zusammen, von denen einer in Fig. 9 mit den abgerun- 


deten MaBen der Extremallage angedeutet ist. Der 
Wert (7) ist jedoch nur als obere Schranke von r 
gesichert, da Fall b) nicht ausgeschlossen ist. Auf 
jeden Fall ist die diinnste Uberdeckung bei N = 8 
wenig symmetrisch. 


In der abschlieBenden Comets ist rg die untere 


Schranke von r gemaB (1), d= — (1 —cosr) die 


minimale Dichte (Quotient aus caida alle 


iiberdeckenden Kreise und Kugeloberfliche) und d,= rd (1 — cosry) untere 





















(Eingegangen am 14. Oktober 1954.) 





Schranke von d. 
v | r | } d | dy 
2 90° | 1 mt 
3 90° | go° 1,5 1,5 
4 70°32’ | 70°32’ 1,333 1,333 
5 63°26 «=| «61° 1’ 1,382 1,289 
6 54°44’ | 54°44’ 1,268 1,268 
; 51° 2’ 50° 7’ 1,299 1,256 
3s | <48°9 | 46°31’ < 1,331 1,248 
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Poincarésche Reihen zur hermitischen Modulgruppe’). 


Von 


Hueco Becker in Heidelberg. 


Gegenstand der vorliegenden Untersuchungen sind Poincarésche Reihen 
zu gewissen diskontinuierlichen Untergruppen G™) der hermitisch-symplekti- 
schen Gruppe n-ten Grades [2]*). Die Betrachtungen spielen sich demgemaB 


im Raum 8 der komplexen n-reihigen Matrizen Z ab, fiir die ie A eine 


positive hermitische Matrix ist. Von den in Verbindung mit Modulformen 
auftretenden Gruppen G™ hermitisch-symplektischer Matrizen ist zu ver- 


langen, daB der Modul M der (hermitischen) Matrizen H = H™, fiir die 4 r) 


in G™ liegt, eine Basis aus n® reell-unabhingigen Matrizen H, besitzt. Zur 
Gruppe G) werden Multiplikatoren v(c) vom Betrag 1 zugelassen. Modul- 
formen g(Z) von der (ganz-rationalen) Dimension — k zur Gruppe G™ und 
zum Multiplikatorsystem v(c) besitzen die folgenden charakteristischen Eigen- 
schaften: sie sind in 8 regulare Funktionen, befriedigen die Transformations- 
gleichung 


: AB 
(1) 9(0(Z)) = v(a) |CZ + Di*g(Z) fir o = (55) co 
und lassen sich in Fourierreihen der Art 
(2) g(Z)= ¥ a(F) et*isern 
Fe oN 
F20 


entwickeln. Die als Exponentenmodul von G™ bezeichnete additive Gruppe N 
besteht aus allen n-reihigen hermitischen Matrizen F, fiir die Sp(F H) ganz- 
rational wird fiir alle HC M. Eine Basis von N liefern die durch die Glei- 
chungen Sp(F,H,) = 6,, (vy = 1,2,...,m*) eindeutig bestimmten hermiti- 
schen Matrizen F,,(u = 1, 2, ..., n*). Die Verzweigungsmatrix K, des Systems 
v(c) ist definiert durch 


n*® 
(3) K, = = x, Fy 
b= 
mit reellen Zahlen x,, fiir die 


v(o,) = e"** mit o,= ( 


ry (vy = 1,2,..., n¥) 


OF 
gilt; XK, ist bis auf eine Matrix aus N eindeutig bestimmt. Gemai8 der Sum- 
mationsvorschrift ist in (2) iiber alle nicht-negativen hermitischen Matrizen F 


1) Diese Arbeit wurde von der naturwissenschaftlich-mathematischen Fakultaét der 
Universitat Heidelberg als Dissertation angenommen. 

*) Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der 
Arbeit. 
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zu summieren, fiir die F — K,dem Modul N angehért; solche Matrizen werden 
Exponentenmatrizen zur Gruppe G und zum Multiplikatorsystem v(c) ge- 
nannt. Die Existenz einer Fourierentwicklung fiir g(Z) ergibt sich sofort 
aus der geforderten Regularitét und der Transformationsgleichung (1), wenn 
man Z als Linearkombination der n? reell-unabhangigen Matrizen H, darstellt 
mit komplexen variablen Koeffizienten ¢, (vy = 1, 2,...,®) und beachtet, 
daB e~***SP(K2)9(Z), aufgefaBt als Funktion dieser ¢,, in jeder der n? Va- 
riablen die Periode 1 besitzt. Falls es sich bei G um eine Kongruenzgruppe 
modulo g iiber einem imaginar-quadratischen Zahlkérper K handelt und n > 1 
ist, folgt bereits aus der Regularitaét von g(Z), daB in der nach (1) existierenden 
Fourierentwicklung nur solche Glieder wirklich auftreten, die zu nicht-nega- 
tiven Exponentenmatrizen F gehéren [3]. Hierbei ist v(o) = 1 fiir alle o der 
Hauptkongruenzgruppe H‘” der Stufe g vorausgesetzt. 

Die Konstruktion von Modulformen wird durch Aufstellung Poincaréscher 
Reihen durchgefiihrt. Man erhalt diese, wenn man auf den Entwicklungs- 
typus (2) das Verfahren der Quersummation anwendet: 


(4) g-»(Z, F) = 3 "PF yg) |CZ + Di-* (F=K,(N), F209); 


hierbei ist iiber alle o = ms = c G™ zu summieren, die verschiedene Reihen- 


glieder ergeben. Wir beschrinken uns auf Kongruenzgruppen G™ modulo g 
mit geeignetem Multiplikatorsystem und haben dann im Falle n > 1 auBer 
der Transformationseigenschaft (1) nur die Regularitét von g_,(Z, F) im Be- 
reich 8 nachzuweisen. 

Die Konvergenz von Reihen der Art (4) wird mit Hilfsmitteln der hermi- 
tisch-symplektischen Geometrie untersucht. Man gelangt mit Hilfe der in [2] 
eingefiihrten Metrik zu Ergebnissen, die den in [5] und [11] gewonnenen ent- 
sprechen. Deshalb kann das von H. Maass im Falle der Siegelschen Modul- 
gruppe angewandte Verfahren [6] auch hier zum Konvergenzbeweis fiir die 
Poincaréschen Reihen benutzt werden. Die iiber G'"’ zu machenden Voraus- 
setzungen betreffen insbesondere die Gestalt des Fundamentalbereichs der 
Gruppe aller Elemente von G‘?, die das allgemeine Glied der Reihe unge- 
andert lassen. Die genauen Voraussetzungen sind in §2 angegeben. Sind 
diese erfiillt, und ist s der Rang von F, so konvergiert die Reihe g_,(Z, F) 
absolut und in jedem kompakten Teilbereich von 8 gleichmaBig, wenn 


(5) k > Min (4 n — 2, 2(n + 8)) 


gewahlt wird. Dann ist also g_,(Z, F) eine in 8 regulire Funktion. Die an 
G) gestellten Forderungen werden insbesondere von den Kongruenzgruppen 
modulo g iiber einem imaginar-quadratischen Zahlkérper K erfillt. Unter 
(/A0 
den Voraussetzungen, daB v(c) = 1 fir oc HY” und fiir alle o = A i) cG™ 
gilt, und daB die natiirliche Zahl k der Bedingung (5) geniigt sowie ein Viel- 
faches der Anzahl der Einheitswurzeln von K ist, handelt es sich bei den 
Poincaréschen Reihen (4) um Modulformen von der Dimension — k zur Kon- 


gruenzgruppe G) modulo g und zum Multiplikatorsystem v(). 
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Der Funktionaloperator ®*, definiert durch 


(6) g(Z) | == lim g(Z) mit Z = (Cz) 2,0 B®, z= 2 + iy CB, 
yo 


fiihrt — wie im Fall der rationalen Modulgruppe [10] — Modulformen g(Z) 
zur Gruppe H%”) in solche zur Gruppe H{"~® iiber, wenn die Dimension von 
g(Z) ein ganz-rationales Vielfaches der Anzahl der Einheitswurzeln von K ist. 
Auf Poincarésche Reihen g_,(Z, F) zur Gruppe Hi” kann ® gliedweise aus- 
geiibt werden, was ahnlich wie in [6] einzusehen ist. Ist F durch eine uni- 
modulare Matrix U = e E(q) (e = Einheitswurzel von K) auf die spezielle Gestalt 


ws F,0 
(7) U'FU=( 0) mit |F,|+0 


transformierbar, so wird g_,(Z, F) durch @®* wieder in eine Poincarésche 
Reihe oder in 0 iibergefiihrt, je nachdem ob « Sn — 8 oder «> n— 8 ist. 
Mit Hilfe dieser Tatsache gewinnt man durch Anwendung von ®*~ eine untere 
Abschitzung fiir die Anzahl der linear unabhingigen Modulformen fester 
Dimension zur hermitischen Modulgruppe H™. 

Zum Beweis eines Satzes von der Art, daB sich jede Modulform zur her- 
mitischen Modulgruppe als Linearkombination gewisser endlich vieler Poin- 
earéscher Reihen darstellen laBt, reichen die bisher verwendeten Methoden 
(fiir n > 2) anscheinend nicht aus. H. Maass gelang es, fiir die lineare Schar 
der Modulformen zur Siegelschen Modulgruppe diesen Darstellungssatz mit 
Hilfe des Metrisierungsprinzips und vollstindiger Induktion nach n zu be- 
weisen [6]. Zwar laBt sich die Metrisierung der Modulformen zur hermitischen 
Modulgruppe H™ ebenfalls durchfiihren, doch sind Modulformen, deren 
Fourierkoeffizienten a(F) = 0 sind fiir |F| = 0, nicht mehr wie im rationalen 
Fall durch g(Z) | ® = 0 allein charakterisiert. In [6] wird ferner verwendet, 
daB alle Poincaréschen Reihen zur Siegelschen Modulgruppe (n — 1)-ten 
Grades aus denen zur Gruppe n-ten Grades durch Anwendung des Funktional- 
operators ® hervorgehen. Ob im Falle der hermitischen Modulgruppe ein 
entsprechender Sachverhalt vorliegt, konnte bisher nicht entschieden werden, 
da sich fiir eine hermitische Matrix F iiber einem imaginidr-quadratischen 
Zahlkérper im allgemeinen nicht die Darstellung (7) erreichen laBt. 

Die Anregung zu dieser Arbeit und wertvolle Hinweise verdanke ich Herrn 
Professor Maass. Von Frau Professor Braun wurde mir freundlicherweise 
ein Teil des Manuskriptes [3] zur Einsichtnahme iiberlassen. 


§ 1. Hilfsmittel. 

A. Die hermitisch-symplektische Geometrie. Es sei Z = Z eine komplexe 
variable Matrix. Mit Z werde die konjugiert-komplexe der transponierten 
Matrix bezeichnet: Z = Z’. Die Matrix Z liBt sich in der Form 

Z=X+i¥ mit X=xX, Y=-Y 
schreiben ; die Zerlegung ist eindeutig, und es gilt 


Z4zZ ro 
a? -* Se 
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Der Bereich der komplexen n-reihigen Matrizen Z = X + i Y, fir die Y>0 
ist, soll mit 8 = 8” bezeichnet werden. Dieser Bereich 8 wird durch jede 
hermitisch-symplektische Substitution 

(8) o(Z) = (AZ + B) (CZ + D)- 

umkehrbar eindeutig auf sich abgebildet. Eine Substitution (8) hei8t hermi- 
tisch-symplektisch, wenn die zugehérige komplexe Matrix 


oe - 2) 


CD 
hermitisch-symplektisch ist, d. h. wenn 
0 Em 

—E™ 0 ) 
gilt. Die hermitisch-symplektischen Matrizen bilden die homogene, die 
hermitisch-symplektischen Substitutionen die inhomogene hermitische Gruppe. 
Wir wollen im folgenden nicht von der homogenen und inhomogenen, sondern 
nur von der hermitischen Gruppe schlechthin sprechen und diese mit C = C‘” 
bezeichnen. Verwechslungen sind nicht zu befiirchten. Wie man leicht be- 
statigt, sind zwei mit verschiedenen hermitisch-symplektischen Matrizen a, o, 
gebildete Substitutionen (8) genau dann identisch: o(Z) = o,(Z) fiir alle Z C8, 
wenn o = « 0, gilt mit einer komplexen Zahl « vom Betrag 1. 

Durch die quadratische Differentialform 
(9) ds? = Sp (Y-1dZ YdZ) (dZ = (dz,,)) 
wird in $ eine positiv-definite Metrik definiert; das Linienelement ds ist in- 
variant gegeniiber hermitisch-symplektischen Substitutionen [2]. Ahnlich wie 
in [5], [11] Bt sich zeigen, daB zu je zwei Punkten Z, Z des Raumes 8 genau 
eine Geoditische existiert. Bezeichnet man den hermitisch-symplektischen 
Abstand der beiden Punkte Z, Z mit h(Z, Z), so folgt wie in [6] 

Hilfssatz 1; Es seien Z,Z CR” und Z,= X,+ i¥;, Z,— X,+i¥, die Ma- 
trizen, die entstehen, wenn man in Z,Z die letzten n — 8 Zeilen und Spalten 
streicht. Dann ist 


gto=t mit i= ( 


h(Z,Z) = h(Z,,Z,). 
Ferner gibt es zu jeder positiven Zahl r zwei positive Konstanten m,, mz, die nur 
von r und n abhiingen, so daB 
1 Sp(¥) 
a Sp (i) Sm, 
gilt, sofern nur h(Z,Z) < r ist. 

Bevor wir das zur Metrik (9) gehérende Volumenelement angeben, fiihren 
wir in 8 Koordinaten ein, die fiir die folgenden Betrachtungen geeignet sind. 
Es sei w eine komplexe Zahl mit positivem Imaginirteil und Z = X + iY 
eine komplexe variable Matrix. Die hermitischen Matrizen X,Y stellen wir 
in der Form , 

(10) X=X+iawkX, Y=Y+ioY 
dar mit eindeutig bestimmten reellen Matrizen 


x = (Zp»)s x > (Zp»)s Y= (Yur)s Y= (Yur). 
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Offenbar ist oo - . 5 *- 
(11) Y’=-Y, Y’=Y¥i(wo+aV¥; 
analoge Formeln gelten auch fiir X, X. Man setze 

Z= (,,)=X+iY, Z=(,,)-X+i¥. 


Dann wird 
(12) Z=Z+wZ, 
und es bestehen die Beziehungen 
(13) Z=--Z, Z=Z2+(w+B)Z, 
4. 7, ba =e. 
o—@ ao-—-@ 





Nach (12) und (13) ist 8 Teilraum des n?-dimensionalen komplexen euklidi- 
schen Raumes mit den Koordinaten z,,(1< us v<n), z,,(lSu<v<sn). 
Spater ist w = Sees zu setzen, wobei 6 die Diskriminante eines imaginir- 
quadratischen Zahlkérpers K bedeutet. Dann bilden 1, w eine Minimalbasis 
von K, und es gilt wm + @ = 4, an = = , 

Man betrachte nun ds® als quadratische Form in den Variablen dz,,, 
dy,,(u Ss), dz,,,4Y,,(u < v). Diese hat die Determinante (w — @)?""~ »|¥|-4". 
Also lautet das hermitisch-symplektische Volumenelement 





(14) dv = (252 ye axay; 

dabei ist zur Abkiirzung 

(15) dX =I1dz,, lI dz,,, dY¥=I1dy,,l1dy,, 
es uc “Ss ac 


gesetzt.dv ist invariant gegeniiber hermitisch-symplektischenTransformationen. 

B. Bewegungsgruppen. Eine Gruppe hermitisch-symplektischer Matrizen 
ist genau dann diskontinuierlich, wenn sie diskret ist, d. h. wenn jede unend- 
liche Folge verschiedener Matrizen dieser Gruppe divergiert. Ahnlich wie in 
{11} laBt sich fiir jede diskontinuierliche Untergruppe G der hermitisch- 
symplektischen Gruppe C die Existenz eines Fundamentalbereichs £ in 8 
beweisen mit folgenden speziellen Eigenschaften : 

1) © wird von analytischen Flachenstiicken berandet, von denen in jeden 
kompakten Teilbereich von § nur endlich viele hineinragen. 

2) Jeder kompakte Bereich in 8 wird von endlich vielen Bildern von & 
beziiglich G iiberdeckt. 

Es sei nun K ein imaginar-quadratischer Zahlkérper und q eine natiirliche 
Zahl. Unter der Hauptkongruenzgruppe H,= H(”) (iiber K) zur Stufe q ver- 
steht man nach [3] die Gesamtheit aller 2n-reihigen hermitisch-symplektischen 
ganzen Matrizen o iiber K, die der Kongruenz o = eH (q) geniigen mit einer 
Einheit eC K. Eine Gruppe hermitisch-symplektischer Matrizen iiber K, 
in der H, als Untergruppe von endlichem Index enthalten ist, wird Kon- 
gruenzgruppe modulo q genannt. Speziell heiBt H\"”= H™ die hermitische 
Modulgruppe (n-ten Grades iiber K). 
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Der Modul M der Matrizen H, fiir die alt H™ ist, besteht aus den 


n-reihigen ganzen hermitischen Matrizen iiber K; demnach wird, wie man sich 
leicht iiberlegt, der Exponentenmodul N zu H™, also die durch die Forderung 


Sp (F H) = ganz-rational fiir alle HCM 


bestimmte Menge hermitischer Matrizen F, von der Gesamtheit der n-reihigen 
halbganzen Matrizen iiber K gebildet. Halbganz heiBt nach [1] eine hermiti- 


sche Matrix F = (f,,) dann, wenn /, ,, ganz-rational und 6 f,, fir u + v ganze 
Zahlen des imaginir-quadratischen Zahlkérpers K mit der Diskriminante 6 
sind. Offenbar besteht der Exponentenmodul der Hauptkongruenzgruppe 
H™ zur Stufe q aus allen n-reihigen Matrizen F, fiir die gF halbganz ist. 

Weil eine Kongruenzgruppe G) modulo q iiber H” einen endlichen Index 


hat, besitzt auch der Modul der Matrizen H, fiir die o 4 in G™ liegt, eine 


Basis aus n? reell-unabhingigen Matrizen H,. Der Exponentenmodul zu G“? 
ist im Exponentenmodul zu H{” enthalten. 

Nun sei zur Kongruenzgruppe G™) modulo g ein Multiplikatorsystem v(c) 
vorgelegt mit den Eigenschaften 


|v(o)| = 1 fir oC G™ und o(¢) = 1 fiir oc HM. 


K = K, sei die durch (3) definierte Verzweigungsmatrix des Systems v(oa). 
Ersichtlich gilt 


: H 
v(a) = e?** 8P(K®) fir g = (oz)< G™, 


Nach Voraussetzung muB also Sp(K H) ganz-rational sein fiir H = 0 (q); 
d. h. q K, ist halbganz. Die Exponentenmatrizen zu G“’ und zum System v(c) 
sind also diejenigen nicht-negativen Matrizen F des Exponentenmoduls zu 
Hi”), die der Restklasse von K, nach dem Exponentenmodul zu G angehéren. 

C. Hilfssitze. Hier und im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen 
A [B] = BAB und Q(A) = |AA| fiir beliebige komplexe Matrizen A’, B™”, 

In diesem Abschnitt sollen einige uneigentliche Integrale untersucht 
werden. Als Integrationsbereiche treten Teilbereiche des Raumes 3 = 9°” 
aller hermitischen Matrizen Y™> 0 auf. Zufolge (10), (11) kann 9 als Teil- 
raum eines reellen n?-dimensionalen euklidischen Raumes mit den Koordi- 
naten y,,(4 <=), ¥,»(u <¥) aufgefaBt werden. Bekanntlich laBt sich jede 
Matrix Y CJ eindeutig in der Form 
(16) Y=T[R] 
darstellen mit einer reellen positiven Diagonalmatrix 7' und einer komplexen 
Dreiecksmatrix R: 

T = (t,4,,), t,>0; R=(r,,), Tup= 1, t.y= 0 fiir w > v. 
Falls y eine positive reelle Zahl ist, wird durch 
0<t.S ¥ tutes Tuelnss (lsu<vsn) 

ein Teilbereich 3(y) = By) von B™ definiert. Liegt Y in Y(y), so ist 
auch A Y C%(y) fiir alle A > 0. d Y sei wie in (15) erklart. Wir behaupten 
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Hilfssatz 2: Fiir beliebige reelle positive Zahlen y, y ist 
f dY= v,(y) y" 
rcp» 
\Yisv 
mit einer nur von n und y abhiingigen positiven Konstanten v,(y). 
Beweis: Es geniigt offenbar, die Behauptung fiir y = 1 zu beweisen. Wir 
zerlegen die Matrix R der Darstellung (16) in Real- und Imaginirteil : 
> > 2 > ee Ay 
R=R+iR, R=(r,,), R=(t1,,) 
und fiihren an Stelle von y,,(u <¥), ¥,,(u < ¥) die neuen Variablen t,(1 < 
Susn); ’, ie Fool tt < v) ein, die wir wieder als Koordinaten eines n?-dimen- 
sionalen euklidischen Raumes deuten. Mit ©,,(y) bezeichnen wir denjenigen 
Teil dieses Raumes, in dem 
0< tS Ybsa — YSIS — YS MSY (LSM <7 SA), hhh] 
gilt. Man setze 
n * ** ee 
dT=dT,=TI1dt,, dRdR= II d¢,,da7,,. 
w= lse<crsgn 
Die Funktionaldeterminante bei der vorgenommenenVariablentransformation ist 
mgr n(1—n) 
a(Y,Y) o—-o\ 2 — - 
= (5; ) a Dee %...@,. 
a(T,R,R) 
Hilfssatz 2 ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dab 
* ** 
S.(y)= f BO-DGe-?)...8 dT dRdR 
S,(”) 
existiert. Wie man leicht bestiatigt, unterscheidet sich S,(y) von S,(1) nur 
um eine Potenz von y. S,(1) wiederum unterscheidet sich nur um einen 
konstanten Faktor von t,,= T,(1), wobei allgemein 
T, (a) = f ge-0 qe-* eee é., aT, 
¢. (a) 


gesetzt und der Integrationsbereich £,,(a@) durch 

O<t,<t4,(lSu<n), tty..t.Sa (a>0) 
definiert ist. Offenbar gilt t,(a) = a"t, und t,= 1. Nun sei » > 1, und es 
existiere t,_,. Dann wird 


a R n—1 
T#@°- dT, os / f ai 2°-dT,_, dt,, 


Pa ; t(7)" 

R n—1 ware R n—1 
< | ‘f = si | vf f lie, 
/ ~ 1 p=1 1 p= 

acer ey 


R 
alipiad 1 1 . 
= Tra Jf” dt, < nm t-1 pw <& fir r, R > role), 


d. h. 1, existiert ebenfalls; Hilfssatz 2 ist somit bewiesen. 
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Unter S[P] soll allgemein die Menge der Matrizen Y[P] mit Y CS ver- D 

standen werden. 

Hilfssatz 3: Es sei f(y) fiir y= 0 reell und stetig. Dann ist 


4 y e 
(17) J (YP [YP d¥=mog(y) f ferent 
¥cg™ y(P} r (l 
\¥i sv 
fiir r+ m-> 0 und alle nicht-singuliren m-reihigen Matrizen P. Z 
m 
Zum Beweis setze man Y,= | N(P) Y[P-*] und fiihre an Stelle der durch a 
Y,Y gegebenen Variablen die entsprechenden Variablen aus den Matrizen 
Y,, Y, ein; die Funktionaldeterminante hat den Wert 1, und es ist | ¥| = | Y,|. k 
Folglich ist das Integral auf der linken Seite der Gleichung (17) von der h 
Matrix P unabhingig. Nun schlieBe man weiter wie in [6]. e 
Wegen spiiterer Anwendung werde noch der Spezialfall f(y) = 1 notiert: N 
y fi 
[  |¥rd¥ =mo,(y) [rtm dt d 
og)» ’ 
(18) reg (ntr) ' 
m i 
= Fim Yl) y'*™ fir r+m>0. 
D. Von der Humbertschen Reduktionstheorie [4] verwenden wir folgende : 
Tatsachen: Im Raume 3 = 3) der positiven hermitischen Matrizen Y'" 
gibt es einen Fundamentalbereich R = R™ beziiglich der Gruppe aller mit 
unimodularen Matrizen U iiber dem imaginar-quadratischen Zahlkérper K 
gebildeten Selbstabbildungen Y- Y[U] von %. Der Bereich N setzt sich 
h 
aus endlich vielen Teilbereichen XR, zusammen: R = U X,, deren jeder mit 
x=1 
Hilfe einer gewissen n-reihigen ganzen nicht-singuléren Matrix A, iiber K 
definiert wird. X ist eine abgeschlossene Punktmenge und wird von endlich } 
vielen Hyperebenen berandet. Besonders wichtig fiir unsere Betrachtungen ist , 
Hilfssatz 4 (Humpert): Es gibt eine positive, nur von n und K abhéngige 
Konstante c, so da folgendes zutrifft: ist YCR™, also etwa Y CR,, so gilt ( 
Y[A,]CB™(c). ( 
E. Hermitische Matrizenpaare. Zwei n-reihige komplexe Matrizen C, D ] 
bilden ein hermitisches Matrizenpaar, wenn C D = DC gilt und die zu- § 
sammengesetzte Matrix (C, D) den Rang n besitzt. Ist s der Rang von C, 
so laBt sich das Paar C, D mit Hilfe zweier geeigneter nicht-singulirer Ma- 
trizen P,Q in der Form € 


C= P(%) o)@ D=P(o'z) a> 
darstellen. Fir s>0, Z,=X+iA4YCQ mit A>0 und Q- (3) mit 
Q,= Q” ergibt sich 
N (CZ, + D) =N(P Q)N (Z,[Q] + Dy). 
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Durch geeignete Wahl der Matrix M laBt sich 
¥ (Q,M] = E und (X (Q,] + D,) [M] = (d,6,,) 
erreichen ; also wird 


(19) R (0%, + D) =R(P Q-2) NY [Q,)) IT (a, + 22). 
w=1 


Zwei n-reihige hermitische Matrizenpaare C, D und Cy, Dy heiBen assoziiert, 
wenn (C, D) = P,4(C,, Dg) gilt mit einer komplexen Matrix P,. Die Gesamtheit 
der zu C, D assoziierten hermitischen Matrizenpaare bildet eine Klasse. 

Fiir hermitische Matrizenpaare iiber einem imaginir-quadratischen Zahl- 
kérper K ist in [1] folgendes bewiesen worden: In jeder Klasse assoziierter 
hermitischer Matrizenpaare C, D iiber K gibt es teilerfremde Paare. Jeder 
solchen Klasse {C, D} entspricht umkehrbar eindeutig eine Klasse 2 von 
Matrizeneinheiten und bei festem Oc 2 eine hermitische Matrix L iiber K, 
fir die O L = L gilt. Q ist die Klasse der Rechtseinheiten von C. Zwischen 
den Repriisentanten C, D und O, L bestehen die Beziehungen 


(20) C= P(o), D= ew Q-? mit Q-(F). G = Gen, 


wobei P eine gewisse nicht-singulire Matrix und Q eine nicht-singulire ganze 
Matrix iiber K ist mit der Eigenschaft 


| (BM0\_, 
90 1= (6 0) mit s = Rang C = Rang 0. 


Es sei nun C, D ein teilerfremdes hermitisches Matrizenpaar iiber K, das 
wir uns in der Gestalt (20) vorgelegt denken. Dann wird fir Z = X +i ¥C3 


N(CZ + D) =N(P Q-)A(y¥ [G)) aes +1). 
wal 


Mit t(@) bezeichnen wir den gréBten gemeinsamen Teiler aller s-reihigen Unter- 
determinanten von G und mit N(t(@)) die Norm des Ideals t(@). Da nach [1] 


(Lemma 7) der Ausdruck %(P Q-*) N(t(@))? eine natiirliche Zahl ist, so folgt 
: rea \* 

(21) N(OZ + Diz (HIG). 

Ist U eine s-reihige unimodulare Matrix iiber K, so diirfen wir in der Dar- 

stellung (20) P und Q durch 


—1 
p= 9(%'9), o-(9)q 
ersetzen; dabei geht G in UG iiber. Das heiBt, wir kénnen annehmen, dab 
Y [G] reduziert ist. Wir wenden Hilfssatz 4 an, schreiben also 
¥ (GAY) = T[R] 
mit 
0<t, Sets, fir wn=-1,2,...,8-—1, 


(22) 


Tup= 1, Ty»= 90 fir uw > v; Tuts Ce fir lsouw<vss; c=c(s,K). 
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Den y-ten Spaltenvektor der Matrix A“ bezeichnen wir mit a‘). Wegen der 
speziellen Gestalt von 7' und R ist 


Y (@ af] = by Mey yl® + ty [rapl® + °° + bya ya al? + tye 
Beriicksichtigt man die Ungleichungen (22), so ergibt sich 
(23) t,=e Y[G a) (u = 1,2,...,8) 


mit Konstanten c), die nur von K, s und yu abhangen. Folglich gilt mit einer 
gewissen, nur von n und K abhiangigen positiven Konstanten c die Ungleichung 


(24) [¥ [| De I ¥ (Ga). 
w=1 


Nun sind wir in der Lage, den folgenden Hilfssatz zu beweisen. 
Hilfssatz 5: Es sei C,, Dy ein n-reihiges hermitisches Matrizenpaar iiber K 
und 
Z, 0 
_ tains (uz): 


Besitzt die mit dieser Matrix gebildete Determinante |C,Z + D,| als Polynom 
in z den Grad 0, so gibt es ein (n — «)-rethiges hermitisches Matrizenpaar C,, D, 
iiber K derart, daB das Paar 


as om (9), (2) 


zu Cy, Dy assoziiert ist. Insbesondere gilt also 
|CZ + D| = |C,Z,+ D,}. 

Beweis: Da es in jeder Klasse assoziierter hermitischer Matrizenpaare iiber K 
teilerfremde gibt, diirfen wir annehmen, daB das Paar C,, D, teilerfremd ist. Die 
Matrix C, besitze den Rang s. Im Falle s = 0 ist nichts zu beweisen. Es sei also 
8>0. Der Klasse der zu Cy, D, assoziierten hermitischen Matrizenpaare mége die 
Einheitenklasse 2 und bei festem 0, ¢ 2 die hermitische Matrix L, mit der 
Eigenschaft O,L,= L, entsprechen. Die zwischen Cy, D, und O,, L, bestehende 
Beziehung sei entsprechend (20) durch 

G Gol 0\ ~_ 
Co= P,(5*) » Do= Py ( o * 2) F 


a0. ~ (6), eo (ft). or a 


gegeben. Wir zerlegen die in (25) auftretenden Matrizen in ihre hermitischen 
Bestandteile : 
Z=X+iY, Z,= X,+17¥,, z=a2+iy 


und setzen Gy = (G,,G@oq) mit Gy, = GY;"-®. In der bisherigen Bezeichnung 
gelten nach (21) und (24) fir ZC 3™ die Ungleichungen 


G,}\ \2 ~ Din ste was 
RCo + Da) = (Suey) » IY Gell = e IY (Gye). 
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Wegen der besonderen Gestalt der Matrix (25) ergibt sich 
~ a ~ ~ 
|¥ [Go}| > ¢ 7 (¥, [Gq ae) + y 4 GG ya) fir Y,>0, y> 0. 
pal 


Die rechte Seite dieser Ungleichung ist genau dann von y unabhingig, wenn 
A,,Ga= 0, also Gy, = 0 ist. Da 
|¥ [G,]|> co fiir y+ co im Falle Gy, + 0, 
so ist |C,Z + D,{ nur dann von z unabhingig, wenn G,,= 0 ist. Weil G, 
den Rang s besitzt, ist G,= 0 nur méglich, wenn s < n — « zutrifft. 
Es sei nun G,.= 0 und O, Rechtseinheit von G,,; dann ist 0 = (C 0) 


00 
Rechtseinheit von G,; d.h. O und O, liegen in derselben Klasse 2. Wir er- 


setzen den Repriisentanten 0, von 2 durch die Matrix 0. Dann geht L, 
iiber in 


- 4 L,0 
L = 01,6 =(6 >. 


Wegen L = L und OL = L ist die (n — «)-reihige Matrix L, hermitisch, und 
es gilt O,L,= L,. Mit einer nicht-singuliéren ganzen Matrix Q"-” = (y.)> 
G,= Ge"-®, fiir die 
0 —~ gE 0 
Qa 12; be 00 
wird, und einer nicht-singularen Matrix P{"~* bilde man 
G G,L,G,0\ ~_ 
C,— P,(¢') , D=- P, ( = ‘z) Q; 1 
Nun werde 
a= (99), = (9) mit a =(0,0, 0 (B) 


gesetzt. Dann folgt 


4. EO 
000+=(%'%): 
und das durch 


G@\ /(C,0 GLG0\~, (D0 
c= P(¢)=(C0)» P= ("0 #) = (or) 

definierte n-reihige hermitische Matrizenpaar C, D besitzt die Gestalt (26) und 
ist zu Cy, Dy assoziiert. 

Die Behauptung von Hilfssatz 5 1aBt sich auch so aussprechen: Ist |C,Z + Dg| 
von z unabhingig, so gibt es in 2 eine Matrix O der Gestalt 

0 = (9) mit O,- o-®. 
Die zugehérige Matrix L hat dann wegen O L O = L notwendig die Form 
L,0 
L=(¢o): 

Es sei (,, D, ein teilerfremdes hermitisches Matrizenpaar, das die Voraus- 

setzungen von Hilfssatz 5 erfiillt, und fiir das (Cy, D,) = (0, eZ) (q) gilt. Man 
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wihle eine unimodulare Matrix U, so daB U(C,,D,) die Gestalt (26) besitzt. 
Die Determinante von D, geniigt dann der Kongruenz |D,| = ¢,(¢) mit einer 
gewissen Einheit ¢,c K. Darum gibt es nach [9], Hilfssatz 7 iiber K eine uni- 
modulare Matrix U,= D,(q). Also kann man zu (4, D, ein assoziiertes teiler- 
fremdes Paar C’, D der Gestalt (26) angeben, welches der Kongruenz (C, D) = 
= (0, E™) (g) geniigt. 

Anmerkung: Unter Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen folgt 
aus (23) 
1,2 Baa G a” (w= 1,%,...,8); 


wobei § das Minimum der hermitischen Form Y [gj] auf der Einheitskugel 
und die c“) Konstanten bedeuten, die nur von K, s und yw abhingen. Die 


Matrix G @ ist positiv ; deshalb gilt die Abschitzung 
tty --t,2¢, 1 (@ GG a) =e, |G G|N (A) mit c= ¢,(¥™, s, K). 
w=l1 


Wegen 1 <s <2 gibt es also eine Konstante c,(< 1), die auBer von Y nur 
noch von K abhingt, so daB 


(27) |Y (@]| =e, |G 


wird. Eine Rechtseinheit O von G ist Linkseinheit von O 0, also ist O Rechts- 
einheit von OO und Linkseinheit von G. Deshalb ([9] Hilfssatz 16) besteht 
die Beziehung 

t(@ G) = t(@) t(0 0) t(@). 
(27) geht damit iiber in 


| ¥[G@]| = cpN(t(G@)) mit c= ¢,(¥™, K), <1. 


Wahlt man A,= cz', so folgt 
NA. ¥{G)) 

(28) “aiti@ye = 
(19), (21) und (28) liefern nun den Satz: 

Mit Z = X + iY liegen auch alle Punkte Z,= X + idY fiir A> 1 in dem 
in [2] angegebenen Fundamentalbereich § der hermitischen Modulgruppe. 

Zu jeder Matrix Y-1CR gibt es eine reelle Zahl Ao, so dab Z,= X +idsY 
in g liegt, wenn A> A, gewihlt wird und X die Bedingungen erfiillt: — 4+< 
Ss S., ese(us»), —-$<sz,,<3(u < »). 


§ 2. Konvergenz Poincaréscher Reihen. 

Es sei F eine nicht-negative n-reihige hermitische Matrix vom Range s 
und G eine Untergruppe der hermitisch-symplektischen Gruppe C” mit 
Multiplikatoren v(c) vom Betrag 1. Mit G(F) bezeichnen wir die Unter- 
gruppe von G, die aus allen Matrizen der Form 


AHA\ | (A 
- 7 ) mit (Oz. )cs und F [A]=F 
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besteht. Wir nehmen die Zerlegung von G in Linksklassen nach G(F) vor: 
G=ZG(F)a; 


das volle System der Klassenreprisentanten o nennen wir V(F). Nun bilden 
wir die Poincarésche Reihe 


(29) g-.(Z, F, V(F)) = 3X &**80\Fo2) y(g)-1|C Z + Di-*; 
oC VF) 


hierbei bedeutet (C, D) die zweite Matrizenzeile von o und k eine natiirliche 
Zahl. Die Reihe (29) haingt im allgemeinen von der Auswahl des Vertreter- 
systems V(F’) ab. Unter speziellen Voraussetzungen iiber G la8t sich zeigen, 
daB die Poincarésche Reihe (29) absolut und in einer gewissen Umgebung 
eines jeden Punktes von § gleichmaBig konvergiert. Es geniigt, dies fiir die 


k 
zugehérige Betragreihe zu beweisen, die wir noch mit dem Faktor |Y¥|* 
multiplizieren : 

k 
(30) f-x(Z, F, V(F)) oat py one |Y.[? (o(Z) = Z,= X,+ +Y,). 
o- VP) 
Zunichst wollen wir uns F in der speziellen Gestalt 


(31) P= (00), =F? 


vorgelegt denken, so daB also F,> 0 ist. Beim Konvergenzbeweis verwendet 
man dann zweckmiBig die Parameterdarstellung 


(32) ¥=(5'y,)|(ox)| 


mit s-reihigem Y, und rechteckigem komplexen V=V“%"-", Y>0 ist 
gleichbedeutend mit Y,> 0, Y,> 0. Wir nehmen die Zerlegung 


V=V+ oV 


vor in reelle Matrizen V = (v,,), V = (v,,). 

Uber G machen wir jetzt folgende Voraussetzungen: 

1) G ist eine diskontinuierliche Untergruppe der hermitisch-symplektischen 
Gruppe. 

2) Unter den zu einem beliebigen Punkt von § beziiglich G aquivalenten 
Punkten gibt es einen héchsten, d.h. es gibt ein tC G, so daB |Y,| ]>|Y,| 
fiir alle oc G gilt. ” 

3) In G(F) gibt es eine Untergruppe G(F) von endlichem Index 9 mit 
einem Fundamentalbereich £ der auf S. 191 genannten Art, welcher in einer 
Punktmenge der Gestalt 


—yS4,,Sy(us), —yS%,Sy(u<»), 
—ysr,,Sy, —yS%,Sy(u=1,2,...,8; v=1,2,...,.m—8), 


(33) P 
Y¥,>0, ¥,cP= use (y) (P,] 


enthalten ist; hierbei ist y > 0 und |P,| + 0 (vy = 1, 2. ..., p). 
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A HA- 


Aus der Voraussetzung 2) folgt (A) = 1 fiir ( ° 7:) CG. Demnach ist 


die Reihe (30) jetzt von der Auswahl des Vertretersystems V(F) unabhiangig ; 
wir bezeichnen sie deshalb kiinftig mit f_,(Z, F). 

Ein volles Reprisentantensystem der Linksklassen von G nach der Unter- 
gruppe G(F) sei V(F). Die Reihe (30) erscheint dann .. der Gestalt 


k 
(34) f-Z,Py= 1 Fe *rrdiy,|. 
1 ocV(F) 
Wir beweisen die Konvergenz von (34) unter den Voraussetzungen 1), 2), 3). 
Es sei Z, ein fest vorgegebener Punkt des Bereichs 8. Da die hermitisch- 
symplektischen Abstiinde h(Z,,a(Z,)) > co streben, wenn a in irgendeiner An- 
ordnung alle Elemente der diskontinuierlichen Gruppe G durchliuft, gibt es. 
nur endlich viele oC G, so daB Z,= o(Z,) ist; e¢, sei die Anzahl dieser o. Die 
Menge der Zahlen 
h(Zo, a(Z,)) > 0, CG 


besitzt ein positives Minimum r,. Wir wahlen r < r, und bestimmen um Z, 
die hermitisch-symplektische Kugel &, mit dem hermitisch-symplektischen 
Radius >. &, und o(&,) haben offenbar nur dann Punkte gemeinsam, wenn 
Zo= a(Z,) ist. 
Wir setzen 
"1 = Min F, [3] und ¥,= Max F, [4]. 
sa=1 aa=1 

Wegen der speziellen Gestalt von F ist 

Sp (FY) = Sp(F,¥) fir ¥-("<"*); 
also gilt fiir beliebiges Y > 0 
(35) 7: Sp(¥) < Sp(F ¥) Ss y, Sp(¥). 


Nun seien Z,Z beliebige Punkte aus 3 und h(Z, Z) <r; dann ist auch 
h(Z—,Z,) <r. Nach (35) und Hilfssatz 1 wird 


Sp(FY.) vs Sp(F2) _ v1 a 
Sp(FY.) = »,8p(¥) = Yam 





sowie 
~ & k 
[Y.[? < M|Y,/? 
mit einer gewissen Konstanten M. Ist Z ein Punkt aus R,, so gilt demnach 
a & k 
e~ 2xSp(Ff,) |Y,|? < M e~ 2=mSp(F Y,) |Y,|? fiir alle Zc R 
und deshalb auch 


cot ~ k 
e~2 nSp(F Y,) | Y,|? < 
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wobei dv das durch (14) in 8 definierte Volumenelement bezeichnet und J 
den hermitisch-symplektischen Inhalt von R,. Damit ist die fiir ZC &, giiltige 


Abschatzung 
a k 
(36) hBaHsz SE fe tmoeriyptde 


oc Vir ) a(R) 

gewonnen. Jeder der Bereiche o(R,) ist kompakt, wird also von endlich 
vielen Bildbereichen von ¢ beziiglich G(F) iiberdeckt. Die Durchschnitte 
dieser Bildbereiche mit o(&,) bezeichnen wir mit 9” (y = 1, 2,...,m,). Bei 
festem o sind die 9‘ zueinander punktfremd. Alle 9 sind meBbar. Wir 
bestimmen noch die zu 9 beziiglich G(F) aquivalenten Bereiche o” inf 
und erhalten, da der Integrand in (36) bei allen Substitutionen der Gruppe 
G(F) ungeandert bleibt, 


a Mg k - 
37) GAs z SS fetmrniy ede fir ZR. 


Wie sich aus der Forderung 2) unter Verwendung von Hilfssatz 1 ergibt, 
existiert eine Konstante y, so daB alle £‘” von dem Bereich ZC, |¥| sy 
iiberdeckt werden. Jeder Punkt dieses Bereichs gehért aber, wie man sich 
iiberlegt, héchstens ¢? verschiedenen SGC VF), y= 1, 2,..., m,) an. 
Somit folgt aus (37) 


k 
j-(Z, F) < 4 f e~ 22mSP(FY)1Y 2 dy fiir ZC Ry. 
\¥\syv 


Wir haben jetzt zu untersuchen, fiir welche k das Integral 


ft 
(38) S,(mFyy)= f---f e2™sP@Y yz "ax ay 
Zc. l¥i sy 


existiert. Wegen Voraussetzung 3) existiert dieses Integral sicher dann, 
wenn das iiber den Teil der Punktmenge (33) erstreckte Integral vor- 
handen ist, fiir den |Y|<y bleibt. Falls 0<s<n ist, greifen wir 
auf die Parameterdarstellung (32) zuriick und fiihren an Stelle der 
Koordinaten y,,(u<¥), Y,,(u<¥) des Raumes 3") die entsprechenden 
Koordinaten der Raume 3), Q'"~®, sowie die 2.s(n — s) reellen Koordi- 


naten v,,,0,, der variablen Matrix V“"—*" = (v,,) + @(v,,) ein. Die 
Funktionaldeterminante dieser Variablentransformation ist |Y,|?("-". We- 
gen der besonderen Gestalt des Integrationsbereichs (33) geniigt es, das 


Integral 


id iv 
J, (mF,,y) = > frof e- 22™SPFi Fy | | 


z 
z 


k 
sad | 7 ieee dy, dy, 


t Y,>0 
Fey iP el 
i /¥iisy 
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zu betrachten. Unter Verwendung von (18) kénnen wir die Integration iiber Y, w 
ausfiihren; so erhalten wir 
J,(m F,, y) 

2p(n— . _. —2xmSp(F.¥.) - , D 
sn poy v,-(”) ¥# “-s J gan |Y,|""* dY, fir k > 2(n + 8). . 
Mit Hilfe der Formel di 

e~ Sp(HY,) | | A ee d Y, 9- 
Y;>0 

o-s £9 a(#—1) 
-( oi ) a 2 |Al-*I(«a—8+1)P(@—s8+2)---I(a) bi 


fir H = H, H = H>0, «>s-—1, 











die man durch vollsténdige Induktion leicht beweist, ergibt sich schlieBlich P 
at 
J, (m Fy, y) de 
2 p(n—sa) o—@ ware = L. __ n 

~ k—2(n+<8) ( 2 (2 m)-** v,_, (Y) y" ax 2 |F,|-"x 
x(n —8+1) I (n—8 + 2)---I(n) ; 
| 
fir k> 2(n+ 8), O<8s<n. " 

In den hiervon noch nicht erfaBten Fallen s = 0 oder n wird man, ausgehend 
von (38), auf folgende Integrale gefiihrt: di 

td 4 —2n 
0-2 f |yP ay 
"~“Tycg nip) 
i¥isy 
k 
= oP un (y) #F” fir # = 0, & > 2; i" 
k 
J,(m F, y) < f e~ 2=mSp(F¥)/y|2 2" TY ol 
Y>0 
-  S _alt—n) "-1) j/k k M 
(252) ny) et 

k k k (3 
x I(5-2n41)r($-20+2)---r(F-2) y 


fir s=n, k>4n—2. er 


Falls F die Gestalt (31) hat, konvergiert die Reihe g_,(Z,F,V(F)) also absolut 
und in einer gewissen Umgebung eines jeden Punktes von 8 gleichmabBig, 


wenn k > Min(4 n — 2, 2(n + 8)) vorausgesetzt wird. a 

Falls F nicht die Gestalt (31) besitzt, kénnen wir eine Matrix Q so be- ie 
stimmen, daB y- 

F*— F(g-) = (77° y- 

- FIQ-")=(5'9) é 


von der Form (31) ist. Wir bilden dann die hermitisch-symplektische Matrix 


(2) : 
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und setzen 
o(Z) = QZQ = Z*, 
G*= 9 Go, G*(F*) = 9 G(F) 0°". 
Durchliuft o das Reprisentantensystem V(F), so stellen die Matrizen o* 
= o00-' ein volles System V*(F*) der Linksklassen von G* nach G*(F*) 
dar. Die Reihe (29) kénnen wir also auf die Form 
g-x(Z,F,V(F)) 
= PF e&xi8p(Foo?(2*)) yt (g#)-1 |C#¥Z* + D*|-*¥ = g_,(Z*, F*.V*(F*)) 
o* CV*(F*) 
bringen, wobei (C*, D*) die zweite Matrizenzeile von o* bezeichnet und v* (o*) 
= v(c) gesetzt ist. Die durchgefiihrten Betrachtungen ergeben 
Satz 1; Die zur Gruppe G und zum Multiplikatorsystem v(c) gebildete 
Poincarésche Reihe g_,(Z,F,V(F)) konvergiert fiir k > Min(4 n — 2, 2(n + )) 
absolut und stellt eine in 8 regulére Funktion unter folgenden Voraussetzungen 
dar: Bei geeigneter Wahi der Matrix Q, fiir die 
* 
F(Q-*] =(9" 9), Ft= Fe >0 
gilt, sind fiir 
G*= 9 Go-! mit 9 = (Sg: 
die Bedingungen 1)—3) von Seite 199 an Stelle von G, F erfiillt. 


) und F* =F(Q") 


§ 3. Poincarésche Reihen als Modulformen. 


Es sei K ein imaginar-quadratischer Zahlkérper, qg eine natiirliche Zahl 
und G™ eine Kongruenzgruppe modulo g iiber K. Da G™ die Hauptkon- 
gruenzgruppe H{”) als Untergruppe von endlichem Index enthiilt, gilt |A| = ¢ 
~5 ay cG™. Zur Gruppe G™ sei ein 
Multiplikatorsystem v(c) vorgelegt mit den Eigenschaften 


mit einer Einheit ec K fiir alle ( 


(39) |v(o)|} =1; v(o)=1 far oC H™ und fir o = . 7)co™. 


F sei eine zugehérige Exponentenmatrix vom Range s. Die natiirliche Zahl k 
erfiille die Forderungen 


k > Min(4n — 2, 2(n+)), k=O(w), 
wobei w die Anzahl der Einheitswurzeln in K bedeutet. Mit (C,,D,) bezeichnen 
wir die zweite Matrizenzeile der hermitisch-symplektischen Matrix o. Im 
iibrigen behalten wir die Bezeichnungen von §2 bei. Wir werden zeigen, 
daB unter den eben angegebenen Voraussetzungen die Poincarésche Reihe 
(40) g-.(Z,F)= 3) ¢®***P\Fo@)ly(q)-1 |C, Z + D,|-* 
oC VF) 
eine Modulform ist von der Dimension — k zur Kongruenzgruppe G = G” 
modulo g und zum Multiplikatorsystem v(o). 
Math. Ann. 129. 14 
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Zunichst erkennt man leicht, daB fiir 9 C G(F) die Gleichung 
e2**SP(Feo(2)) y(9 @)-2|C,, Z + Dyo|-*= e2** SPF 2°) v(a)-1 |C, Z + D,|-* 
besteht; d. h. g-,(Z,F’) ist unabhangig von der Auswahl des Vertretersystems 


V(F). Da fir tC G mit o auch ot ein vollstindiges Vertretersystem der 
Linksklassen von G nach G(F) durchlauft, so folgt 

g-,(t(Z), F) = v(t) |C,Z + D,|* 9-,(Z,F). 
Die Transformationsgleichung (1) ist also formal erfiillt. 

Die Regularitaét von g_,(Z,F) in 8 werden wir mit Hilfe von Satz 1 
nachweisen. Die Bedingungen 1) und 2) von §. 199 sind erfiillt, da G iiber 
H® einen endlichen Index besitzt. Um (3) zu priifen, bestimmen wir eine 
nicht-singulire ganze Matrix Q iiber K, so daB 
Ft0 
0 0 
wird. Es werde 9 = (So) gesetzt und die Gruppen G*, G*(F*) wie im 
vorigen Paragraphen definiert. Ferner sei 

H,(F) = G(F)\H, und H*(F*) = 0 H,(F) e-?. 
Wir zeigen, daB es in der Gruppe G*(F*) eine Untergruppe von endlichem 
Index gibt mit einem Fundamentalbereich der auf S. 191 genannten Art, welcher 
in einer Punktmenge von der Gestalt (33) enthalten ist. Ersichtlich ist Hf (F*) 
Untergruppe von G*(F*) von endlichem Index. Die Gruppe H¥(F*) besteht 
aus allen Matrizen 


F+— F(Q-*) =| ) mit Ft > 0 


U* QHO 0*-: 
™ Ue-1 ; 
wobei U*,H den Bedingungen 


(41) U*= QUQ-', U=eE(q), U™ unimodular, 
(42) F* (U*) = F*, 
(43) H = H™ ganz, H = 0(q) 


geniigen. Wir beachten nun: 

a) Die Gruppe der ganzen U*= QUQ-', U unimodular, U = eE(q) be- 
sitzt in der Gruppe aller durch (41) gegebenen Matrizen U* einen endlichen 
Index. 

b) Spaltet man U*, der Matrix F* entsprechend, in Kastchen auf: 

_ (UF UF 
u*= (ve vt): 
so ist 
F*(U*) = F* gleichwertig mit Ff [US] = Ff, Uf = 0. 
Es gibt nur endlich viele unimodulare Uf iiber K, fiir die Ff [US] = FT er- 
fullt ist. 


c) Es sei U* = ae ze) unimodular und U* = E(g q), wobei g = N(Q) ge- 
setzt ist. Dann ist auch Q-!U*Q unimodular, und es gilt Q-'U*Q = E(q). 





—- 2 et a. 


xa owe 





oo 3 ~~ 


“ 
: 
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d) Erfiillt die ganze hermitische Matrix H* die Kongruenz H* = 0(g q) 
so ist H = Q-1H* Q-! ebenfalls ganz und H = 0(q). 
Allgemein bezeichne H,, , = H{"), fiir natiirliche Zahlen m und nichtnegative 
ganze Zahlen r(0 < r <n) die Gruppe der Matrizen iiber K von der Gestalt 
ij- ~ (r) 
- 4 mit Hf - H ganz, H=0(m),U = os - ),0 unimodular, U=E (m). 
3 4 
Insgesamt ist nun zu sehen: Die Gruppe H,,, besitzt einen endlichen Index 
sowohl in G*(F*) als auch in der Gruppe H, ,. Eine Substitution o der Gruppe 
H, , fihrt Z C8 iiber in 
o(Z) = Z[(U] + H. 


Es werde wieder Z = X + i Y gesetzt und fiir Y die Parameterdarstellung (32) 
verwendet. Dann gehen also bei Anwendung von o die Matrizen X, Y iiber in 
X(O] +H baw. YO) = (5'y tp) [(F = ")]- 

Ein Fundamentalbereich zu H,,, wird offenbar durch die Punktmenge (33) 
geliefert mit y = $,P = KR". Da H,,, in H,,, einen endlichen Index hat, 
besitzt also H,,, einen Fundamentalbereich der auf S. 191 genannten Art, 
welcher in einer Punktmenge der Gestalt (33) enthalten ist; man erkennt 

dies sofort, wenn man § 1, D beachtet. 

DaB im Falle n = 1 fiir die Poincaréschen Reihen (40) Fourierentwick- 
lungen der Art (2) existieren, ist den Untersuchungen [8] zu entnehmen. 
Damit ist nun bewiesen: 

Satz 2: Es sei G™ eine Kongruenzgruppe modulo q iiber dem imagindir- 
quadratischen Zahlkirper K, v(c) ein Multiplikatorsystem zu G mit den Eigen- 
schaften (39) und F eine zugehirige Exponentenmatrix vom Range s. Geniigt 
die natiirliche Zahl k den Forderungen 

k > Min(4n — 2,2(n+8)), k=0(w), 
so stellt die Poincarésche Reihe 
g-»(Z,F)= ¥_ ei80\Fo) o(g)-1 |0,Z + Dyl-* 
oCV(F) 
eine Modulform dar von der Dimension — k, zur Gruppe G™ und zum Multi- 
plikatorsystem v(a). 

Es sei wieder H,= H{” die Hauptkongruenzgruppe zur Stufe g (mit Multi- 
plikatorsystem 1). Die Menge der zugehérigen Exponentenmatrizen besteht 
aus allen nicht-negativen n-reihigen hermitischen Matrizen F tiber K, fiir die 
qF halbganz ist. Wir wollen die zu H%” gebildeten Poincaréschen Reihen 
(44) g-(2,F)= 3 &x*Srro) CZ + Di-* 

oCV(F) 
der in (6) erklarten funktionalen Operation ®* unterwerfen. DaB ®* auf (44) 
gliedweise ausgeiibt werden darf, ist ahnlich wie im rationalen Fall [6] fest- 
zustellen. Um die Wirkung von ®* auf Poincarésche Reihen g_,(Z,F) zu 


Exponentenmatrizen F von der Gestalt 
(45) F = * 0) mit F,= Fi > 0 


14* 
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iiberblicken zu k6nnen, ist es zweckmaBig, an Stelle von V(F) das folgende 
Vertretersystem zu verwenden. Fiir 0 <s <7 seien die Gruppen H,, wie 
auf S. 205 definiert. H,, besitzt in der Gruppe H,(F) einen endlichen Index 
Nq(F;); er ist gleich der Anzahl der unimodularen Matrizen U,= ¢E(q) iiber K, 
fir die F,[U,] = F, zutrifft. Ein volles Vertretersystem der Linksklassen 
von H, nach H,, wird durch die Produkte to geliefert, wobei unabhingig 
voneinander o ein volles Reprisentantensystem der Linksklassen von H, 
nach der Untergruppe H,» und rt ein volles Linksklassenvertretersystem 
von H, 9 nach H,, durchlaufen. Mit {V“"} bezeichnen wir die Menge aller 
primitiven Matrizen V“” =(eE,0) (q) iiber K, die sich zu einer unimodu- 
laren Matrix U = ¢E (q) erginzen lassen. Die Gesamtheit der mit diesen 
U = U™ gebildeten Matrizen 
U 0 
ie (0 o- ) 


stellt ein volles Vertretersystem der Linksklassen von H, 9 nach H,, dar. 
Ein zweckmaBiges Vertretersystem V, der Linksklassen von H, nach H, 9 
finden wir unter Beachtung von Hilfssatz 5 und der dort gemachten Bemer- 
kungen. Ist r die kleinste ganze Zahl, so daB in der Klasse 92 n-reihiger Ma- 
trizeneinheiten ein Reprisentant der Gestalt 
(7) 

o~ (9) 
liegt, so schreiben wir 2 = 2,. Die Klassen assoziierter n-reihiger hermitischer 
Matrizenpaare iiber K sind im Sinne von Seite 195 den Klassen 2,(1 < r < n) 
und bei festem Oc 2, den n-reihigen hermitischen Matrizen L iiber K, fiir die 
O L = Lgilt, umkehrbar eindeutig zugeordnet. Enthialt die dem Paar 2,, L ent- 
sprechende Klasse hermitischer Matrizenpaare einen teilerfremden Repriisen- 
tanten (C, D) mit C = O(q), D = E(q), so schreiben wir 2,= 2,(q), L = L(q) 
und denken uns C, D immer so ausgewahlt, daB diese Kongruenzen erfiillt 
sind. In den Fallen r > n — « wihle man aus der durch 22,(q), L(q) bestimmten 
Klasse ein teilerfremdes hermitisches Matrizenpaar C, D aus und erginze es zu 
einer Matrix 


AB * 
(46a) a= (6 5) CHP. 


In den Fallen r < n — « bestimmen wir zu jeder Klasse 2,(q), L(q) ein teiler- 
fremdes Paar C, D von der Gestalt (26). Die dort auftretenden Matrizen 
ov”, D®-® ergiinzen wir zu einer Matrix 


A; B, 
<a — by(n— a) 
a= (6, ,) CH 


A, 0 B,O 
_ =) 

a’ - (o's) - (oo): 
Dann ist 


AB) um 


und setzen 





ge 
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Die Gesamtheit der so gewonnenen Matrizen (46a) und (46b) bildet das ge- 
wiinschte System V,. Die Poincarésche Reihe (44) erscheint nun in der Form 


1 . 22iSp (F,[V)o(Z)) = 

7 KY e : CZ + Di-*. 
na(Ps) vices r=0 2,@),L(a) ) ) 
Fiir die Matrizen (46b), also im Falle r < n — a, gilt offenbar 

o,(Z,) 0 
(48) o(Z) = (7) n) 
fiir alle Matrizen Z von der in (6) angegebenen Gestalt. Nach Hilfssatz 5 ist 
r<n-—« gleichwertig damit, daB die Determinante |CZ + D| von z un- 
abhingig ist. 
Gliedweise Anwendung des Operators ®* auf die Poincarésche Reihe (47) 

ergibt nun 


(47) 9g-x(Z,F) = 


lim e27#SP (FilV19) |OZ + Di-* = 0 fir r>n— a. 


yc 
Im Falie r < n — « nehmen wir die Aufspaltung 
V=(V,,V.) mit V,= Ve"? 
vor und beachten (48); dann wird 
Sp(F,[V] o(Z)) = Sp(F, [V1] o,(Z,)) + z Sp(Fi [V2))- 


Wegen F,> 0 ist Sp(F,[V.]) = 0 mit V,= 0 gleichwertig. Da V primitiv ist, 
kann V,= 0 nur im Falle « < n — s eintreten. Es ergibt sich nun 


lim e2*#8P(F:(¥1°@) |CZ + Di-*=0 far V,+0, 


yoo 
(49) e27#SP(FilVIO@) 10 J + D|-* = e2*tSp(Fi [V1] (21) |C,Z, + D,|-* fir V.= 0. 
Ein Glied der Poincaréschen Reihe zur Matrix (45) liefert also nur dann einen 
von Null verschiedenen Grenzwert, wenn die Bedingungen 
asn—8, ron-—a, V=(V;,0) 
erfiillt sind. Ist das der Fall, so gilt die Gleichung (49). Wir fassen die letzten 
Ergebnisse zusammen in 
Satz 3: Hs sei F = -s 0) eine nicht-negative n-reihige hermitische Matriz 
tiber K, qF halbganz und F,= F‘> 0. Ferner sei k > Min(4n — 2, 2(n + 8)), 
k= 0 (w). Fiir die zur Hauptkongruenzgruppe H{” gebildete Poincarésche Reihe 
g-;(Z,F) gilt dann 
0 im Falle«x>n-— 8, 
g-(Z,F)|Ox=} 2 * 
g-.(Z,.F) im Falleasn—s, 
wobet 
~ E - E , = 
Z-2|(¢)| una #=-F|(>)) mit B= Ee” 
gesetzt ist. g_ (Z, PF) stellt eine Poincarésche Reihe zur Gruppe H{"~® dar. 


Uber den Rang der linearen Schar der Modulformen zur hermitischen 
Modulgruppe fester Dimension lat sich nun folgendes aussagen: 
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Satz 4: Die natiirliche Zahl k erfiille die Bedingungen k > 4n — 2,k = 0(w). 
Die Anzahl der linear unabhingigen Modulformen von der Dimension — k zur 
hermitischen Modulgruppen H™ betréagt mindestens 


[a2 fiir k= 2 (12) bew. [ae] + 1 fiir k= 2 (12). 


Beweis: Die lineare Schar der Poincaréschen Reihen von der Dimension 
— k, die zu nicht-negativen n-reihigen halbganzen Matrizen F der Gestalt (45) 
vom Range 0 und | und zur hermitischen Modulgruppe H™ gebildet sind, 
wird durch den Operator ®*-! auf die lineare Schar aller Poincaréschen 
Reihen von der Dimension — k zur Gruppe H™ abgebildet. Offenbar ist fiir 
k = 0(w) die lineare Schar der Modulformen von der Dimension — k zur Gruppe 
H@) identisch mit der linearen Schar der Modulformen zur rationalen Modul- 
gruppe ersten Grades von der Dimension — k. Diese Schar wird, wie H. PeTErs- 
son gezeigt hat [7], von der Gesamtheit der zugehérigen Poincaréschen 


2 
12 





Reihen von der Dimension -- k erzeugt und besitzt den linearen Rang 


fiir k = 2 (12) baw. Fa + 1 fiir k + 2 (12). 
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Eine Verallgemeinerung der STEINERschen Formel. 
Von 
D. Owmann in Frankfurt a. M. 


Die Ubertragungsfihigkeit der Ungleichungen fiir QuermaBintegrale von 
konvexen Ké6rpern auf allgemeinere Mengenklassen liBt die Frage nahe- 
liegend erscheinen, ob auch die fiir konvexe Kérper giiltige Sremersche 
Formel fiir Parallelkérper auf allgemeinere Mengen iibertragbar ist. Diese 
Frage soll in dieser Note dadurch beantwortet werden, da8 wir die 
Existenz einer verallgemeinernden Ungleichung fiir beschriinkte abgeschlossene 
Mengen nachweisen, die fiir konvexe Kérper zur Gleichheit wird und mit der 
Srerverschen Formel iibereinstimmt. Wir fassen das zu erzielende Ergebnis 
wie folgt zusammen: 

Fiir das p-te Quermafintegral W, (p = 0,1,...,n—1) der Parallelmenge 
A,(t > 0) zur beschriinkten, abgeschlossenen Menge A des euklidischen R,, be- 
steht die Ungleichung 


(1) Wy(A) EE (7?) 4” WyulA), 


in der genau dann Gleichheit eintritt, wenn die Menge A das gleiche p-te Quermap- 
integral besitzt wie ihre konvexe Hiille. 

Zur Erlaiuterung sei dazu bemerkt, daB die Parallelmenge A, die Gesamt- 
heit der Punkte umfaBt, deren Abstand von A nicht gréBer als t ist, und daB 
die QuermaBintegrale W, in iiblicher Weise mit Hilfe der Formeln 


w,(A) = — | Wea(Ao ae ey Ses 


{2) NUn-1 ot 


W.(A) = M(A), W,(A) = % 





zu erklaren sind. v, gibt darin das Volumen der n-dimensionalen Einheits- 
kugel 2, wieder und M (A) das Lebesgue-MaB von A. A; bezeichnet schlieBlich 
noch den NormalriB von A in der Richtung &, d. i. die Orthogonalprojektion 
von A auf eine (n — 1)-dimensionale Ebene der Normalenrichtung £. Dabei 
ist zu beachten, daB wir unter £ sowohl eine Richtung verstehen als auch den 
vom Mittelpunkt von 2, ausgehenden Einheitsvektor dieser Richtung oder 
den durch dessen Spitze auf 2,, markierten Punkt. Endlich ist noch auf die 
vom Verfasser bewiesene Tatsache hinzuweisen, daB das im Sinne LEBESGUEs 
zu verstehende Integral in Formel (2) fiir beschrinkte abgeschlossene Mengen 
tatsachlich existiert?). 


1) D. Oumaxn: Ungleichungen zwischen den QuermaBintegralen beschrankter Punkt- 
mengen II. [Math. Ann. 127, 1—7 (1954).] 
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Wiz gehen kurz durch die Bemerkung auf nicht abgeschlossene Mengen A 
ein, daB die Ungleichung (1) fiir diese in der Gestalt 
n—p 
W(A) =D ("> ?) 0 W,+,(4*) 


v=0 


richtig ist, in der A* die abgeschlossene Hiille zu A bezeichnet. Man entnimmt 
dies der Formel (1) durch Beachtung der Beziehung W,(A,) = W,[(A*),]. 


1. Die Ungleichung (1). 
Zur Herleitung von (1) benétigen wir die Ungleichung 


(3) M(A,) — M(A)= nf W,(A, dt, 
0 


zu deren Beweis wir die beschrinkte, abgeschlossene Menge A derart durch 
eine Menge B einschlieBen, die die Vereinigungsmenge von endlich vielen 
Kugeln darstellt, daB bei vorgegebenem ¢ > 0 kein Punkt von B um mehr 
als e von A entfernt ist: 


(4) ACBCA,. 


Da sich die Oberfliche der Parallelmenge B, zu B sodann ebenfalls aus nur 
endlich vielen Kugelstiicken zusammensetzt, lat sich fiir das MaB des Normal- 
risses die Abschiatzung 


(5) M [(B,):] < hd, |& | do 
t 


angeben, in der O(B,) die Oberfliche von B, und é 9 das skalare Produkt der 
Einheitsvektoren § und 7 darstellt, und 7 die auBerere Normalenrichtung des 
Oberflichenelements do von B, bezeichnet. Durch Integration iiber 2, und 
Umkehrung der Integrationsordnung gewinnt man daraus unter Beachtung 
der Definitionsformel (2) 

(6) nW,(B,) < O(B,). 

Es gilt aber weiterhin 


M(B,)— M(B) = f 0(B,) dt, 
0 


was sich fiir t’ = t — ¢ > 0 mit (4) und (6) zu 


Te 


M(A,)—M(A)=nf W,(A,) at 
0 


zusammensetzt. e— 0 liefert schlieBlich (3). 

Nun merken wir an, daB Ungleichung (1) im Falle n = 1 wegen W,(A) = 2 
fiir n = 1 sofort aus (3) folgt. Fiir n > 1 kénnen wir daher die Induktions- 
voraussetzung einfiihren, daB (1) in den Raumen geringerer als n-ter Dimension 
giiltig sei, und fiir die Normalrisse 


n—p 
WellAdl2r& ("S?)t Wor-1(4) (p= 1,...2—]) 





scl 
nu 


int 


vo 
(7) 
ist 
ges 
ihr 
det 


tu 
du 


ert 





sv 
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notieren. Durch Integration iiber 2, und Benutzung der leicht einzusehenden 
Beziehung (A;), =(A,); sowie der Definitionsformel (2) folgt daraus aber 
schon Ungleichung (1) fiir p=1,...,n—1. Im Falle p=0 hat man die 


n—1 
nun giiltige Ungleichung W,(A,) > 4 t’ W,,,(A) von 0 bis t nach ¢ zu 


integrieren, um mit Hilfe von (3) zu (1) zu gelangen. 


2. Das Auftreten von Gleichheit. 


a) Der Fall p = 0. Die eingangs formulierte Bedingung fiir das Eintreten 
von Gleichheit in Ungleichung (1) 


(7) W,(A)=W,(A) (A =konvexe Hiille von A) 


ist fiir p = 0 wegen der wieder vorauszusetzenden Beschrinktheit und Ab- 
geschlossenheit der Menge A mit der Aussage gleichbedeutend, daB diese mit 
ihrer konvexen Hiille iibereinstimmt: A = A(p = 0). Das Hinreichendsein 
der Bedingung (7) kann man daher dem Umstand entnehmen, da8 fiir kon- 
vexe Kérper in allen zur Herleitung von (1) benutzten Ungleichungen und 
mithin auch in (1) selbst das Gleichheitszeichen giiltig ist. 

Um noch die Notwendigkeit von (7) darzutun, setzen wir A, zuniichst als 
nichtkonvex voraus. Sodann lassen sich zwei innere Punkte P, und P, von A, 
angeben, auf deren Verbindungsstrecke wenigstens ein Punkt Q existiert, 
der nicht zu A, gehért. Bezeichnet a das Minimum der Abstinde der Punkte 
P, und P, vom Rande von A,, und wird die GréBe 6 > 0 durch 6 b < a sowie 
46<rt eingeschrankt, so gehéren fiir r—4b<t<1t—3b mit P, und P, 
auch die Kugeln K, und K, mit den Mittelpunkten P, bzw. P, und den Radien 
b baw. 26 zur Menge A,. Gleichzeitig iibersteigt der Abstand des Punktes Q 
von A, den Betrag 3 b. 

Nun schlieBen wir A wieder durch die Vereinigungsmenge B von endlich 
vielen Kugeln ein, deren Punkte von A héchstens den Abstand ¢ < 6 haben 
sollen, wodurch der Punkt Q einen gréBeren Abstand als 26 von B, fiir 
t—4b <t<1t—3b besitzen muB. Wir kénnen daher schlieBen, daB jede K, 
und K, treffende Gerade die Berandung von B, an wenigstens vier getrennten 
Stellen durchsetzt. Dazu gehéren aber sicher alle Geraden, die K, treffen 
und eine Richtung § haben, die von der Richtung &, der Strecke P, P, um 


so wenig abweicht, daB |& &|/? > y?= 1 — B-p;) besteht. Fiir solche Rich- 
1 2 

tungen werden damit alle Punkte des Normalrisses (B,);, die (K,)- angehéren, 

durch die Projektionen von vier verschiedenen Oberflaichenelementen von B, 

iiberdeckt, so daB sich in Verschairfung von (5) 


M ((B,):)+ M((Ky):) 54 f |é y\ do (| | => y) 
0(B;) 





ergibt. Wegen M [(K,);] = v,-,6"-! folgt darum mitx= f[ dy 
fier 
O(B,) = nW,(B,) + x 
als Verschirfung der Ungleichung (6). 
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Da diese Beziehung unter der Voraussetzung t — 4b < 6 < 1 — 36 giiltig 
ist, wahrend fiir jedes andere t > 0 Ungleichung (6) richtig bleibt, findet man 
durch Integration 


M(B,_.)— M(B) =n f W,(B,) dt+ x" 
0 
und wegen AC B und A,2 B mit «+0 
M(A,)— M(A)=nf W,(A,) dt+xb. 
0 


Das bedeutet aber, daB in (3) nur dann Gleichheit eintreten kann, wenn A, 
konvex ist. 

Entnehmen wir der Rolle, die (3) bei der Herleitung der Ungleichung (1) 
fiir p = 0 gespielt hat, daB in dieser héchstens dann Gleichheit eintritt, wenn 
das gleiche in (3) der Fall ist, so erkennen wir, daB die Konvexitit von A, 
eine notwendige Bedingung dafiir darstellt. Wir haben also noch den Fall 
ins Auge zu fassen, daB A, konvex ist. Da alsdann A,=(A), ist, haben wir 


n 
W,(A,) 22 ») a W,(4), womit in (1) ersichtlich nur unter der Bedingung 


W,(A) = W,(A) Gleichheit auftreten kann. 

b) Der Fall p > 0. Wir fiihren die Induktionsvoranssetzung ein, daB die 
Bedingung (7) fiir jedes p’< p als notwendig und hinreichend fiir das Ein- 
treten von Gleichheit in (1) erkannt sei. Des weiteren merken wir den fiir 
beschrinkte, abgeschlossene Mengen giiltigen Sachverhalt an, daB fiir jede 
konvergente Richtungsfolge &,(o = 1, 2, . . .) die Ungleichung 
(8) lim sup W,(A¢ ) < W, (Ag) (** = lim fo) 


o-> 00 o-> @ 


besteht?). 
Da die Ungleichung (1) fiir p > 0 durch Integration aus 


n—p 
Wy llAddl = & ("5 Pit” WoialAd (p > 0) 


hervorgeht, wird in ihr der Induktionsvoraussetzung gemaéB «) mindestens 
bzw. 8) héchstens dann Gleichheit eintreten, wenn W,_, (A;) = W,-, (A, 
a) auf 2, bzw. f) auf einer auf 2, dicht liegenden Menge gilt. Wegen (8) 
erweitert sich die Giiltigkeit dieser Beziehung aber auch im Fall £) auf alle 
Punkte von Q,. Integration tiber Q, liefert unter Beachtung von (A;) = (A); 
schlieBlich schon die Bedingung (7), die sich damit auch fiir p > 0 als not- 
wendig und hinreichend erweist. 


(Eingegangen am 28. Juli 1954.) 


*) D. OnmANN, a. a. O. 
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Zur synthetischen Begriindung der projektiven Geometrie 
der Ebene. 
Von 
FriepricH BENNHOLD in Frankfurt am Main. 
Inhaltsverzeichnis. 
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§ 1. Axiome und Siatze iiber Anordnungsbeziehungen und das Archimedische Postulat 214 
§ 2. Hilfssitze zur Herleitung eines Theorems iiber die Beweisbarkeit des Pascatschen 


OD An kb cece whe ec Wh ae Hehe wks Be kes. BL elke Seed 217 
§ 3. Beweis des Pascatschen Satzes aus 8-parametrigen durch n Konstruktionsschritte 
entatehenden SchnittpunktesAtzen ... 2... ...2-2 22 eee eceese 224 
Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur Behandlung des Problems 
der Begriindung der ebenen projektiven Geometrie, d.h. zum Beweis des 
Parpus-Pascatschen Satzes, ohne Kongruenzaxiome und ohne Algebra- 
isierung, aber mit dem Archimedischen Postulat und Anordnungsaxiomen. 
Bekanntlich folgt aus dem Desarcuersschen Satz D,') und dem algebraisch 
gefaBten Archimedischen Postulat der Pappus-Pascatsche Satz (im folgenden 
kurz als Pascalscher Satz bezeichnet). Der Beweis wurde bisher unter Zu- 
hilfenahme einer analytischen Geometrie gefiihrt; es ist aber auch ein rein 
synthetischer Beweis des Pascatschen Satzes aus den geometrischen An- 
ordnungsaxiomen, dem geometrischen Archimedischen Postulat (Axiom 6, 
S. 216) und dem ‘Satz D, méglich, der hier nicht angegeben wird. Die Methode 
dieses Beweises soll aber dazu verwendet werden, um die Voraussetzungen bei 
der Ableitung des Pascatschen Satzes auf eine bisher noch nicht betrachtete 
Weise zu modifizieren. Wir werden Schnittpunktsitze des Mésrusschen 
Netzes heranziehen (G{"}, 6%”, £3, £("--, S. 228), die nach einer bestimmten 
Vorschrift durch beliebig viele Konstruktionsschritte definiert sind, und zeigen: 
Der Pascatsche Satz folgt aus einem dieser Satze, den Anordnungsaxiomen 
und dem Archimedischen Postulat (§ 3). Der Beweis verliuft derart, daB aus 
dem Archimedischen Postulat und einem dieser Sitze der ,,8-parametrige 
Pascatsche Satz‘ (S. 217), also der dazu aiquivalente Satz D,*) hergeleitet wird. 

In § 1 werden die verwendeten Axiome zusammengestellt, in § 2 die be- 
trachteten Schnittpunktsitze formuliert und einige Hilfssaitze bewiesen. 

1) Der Index gibt die Zahl der Parameter, d.h. die Zahl der Freiheitsgrade bei der 
Konstruktion der Figur des betreffenden Schnittpunktsatzes an. — In Satz D, werden 
die Ecken des einen der beiden Dreiecke auf je einer Seite des anderen liegend voraus- 
gesetzt (S. 217). 

*) R. Mourane: ,,Zur Struktur der projektiven Geometrie der Ebene“. Math. Ann. 


105, 536—601 (1931), wo der Satz D, mit Satz II, der 8-parametrige Pascatsche Satz 
mit Satz I bezeichnet ist. 








FRIEDRICH BENNHOLD: 


§ 1. Axiome und Sitze itiber Anordnungsbeziehungen und das 
Archimedische Postulat. 

1. Im folgenden werden die ebenen projektiven Verkniipfungssitze als 
giltig angenommen: Zwei Punkte bestimmen eindeutig eine Gerade, auf der 
sie liegen; zwei Geraden bestimmen eindeutig einen Punkt, der auf beiden liegt*). 

2. Fiir die Axiome der projektiven Anordnung folgen wir der Zusammen- 
stellung bei G. pz B. Roprnson‘), die sich an Variati anlehnt®) und auf der 
Relation des Trennens aufbaut: 

Fiir irgend fiinf verschiedene auf g kollineare Punkte A,, Ay, A, Aq, As gilt: 

Axiom 1: Wird das Paar A, A, von A, A, getrennt, so auch A, A, von A, A, 
und A, A, von A, Ag. 

Axiom 2: Unter den vier Punkten A,, Az, Az, Aq trennen sich entweder A, A», 
A, A, oder A, Ay, A, A, oder A, Ay, A, Ay. 

Axiom 3: T'rennen sich A, A,, A,A, und A, A, A,A,, 80 auch A, Ay, A, A;. 

Daraus folgt der Satz: Trennen sich A, A,, A,A, und A, Ay, A,A,, 80 auch 
A, Ay, A,As und A, Az, A,As und A,A,, A,A;. — Die erste Aussage ist die 
des Axioms 3, die zweite ergibt sich durch Anwendung dieses Axioms auf die 
Paare A,A;, A,A, und A, A,, A,;A;, die dritte durch Anwendung auf die 
Paare A,A,, A, A, und A,A,, A; Ag. 

3. Sei n>4. Das Symbol der Anordnung A,A,...A, (kurz: die An- 
ordnung A, A,...A,) soll besagen: 1) A,, Ag, ..., A, sind kollinear und von- 
einander verschieden, 2) die Paare A, A;,,, A;A;+_ (25 i< nm — 2) trennen 
einander. — Keine dieser Trennungsbeziehungen ergibt sich aus den iibrigen. — 
Durch InduktionsschluB lé8t sich aus dem Satz am Ende von 2. beweisen: 
Aus A,...A, folgt, daB sich stets die Paare A,;A,, A;A, trennen, wenn 
lsi<j<k<lsn.— Nach Axiom | sind die Anordnungen A,A,,,...A, 
A, A,...Ag-, und A, Ayg-, Ay—_...AgA, mit A, A,...A, aquivalent. 

Mit Hilfe von Axiom 2 folgt zusammenfassend : 

Satz A: Hine Anordnung von n kollinearen verschiedenen Punkten (n => 4) ist 
eindeutig bis auf zyklische Vertauschung und Umkehrung des Durchlaufungssinnes. 

Satz B: Kommen n kollineare verschiedene Punkte A,,..., A, (n > 4) in 
zwei Anordnungen A;,...Aj;, und A;,...Aj, vor (1S i, ..., tj. + JSS 
r,8<n; i,+ i, fiir p+, jm+jq fiir m + q), 80 ist jede Anordnung A,,... Ax, 
der n Punkte (ls k,,...,k, Sn; ky+k, fiir t+ u) méglich, die den beiden 
Bedingungen geniigt: durch Weglassen der n — rin A;,. . . Aj, nicht vorkommenden 
Punkte entsteht gerade die Anordnung A;,...Aj;, oder eines ihrer Aquivalente 
nach Satz A; durch Weglassen der n — sin A;,. . . A;,nicht vorkommenden Punkte 
entsteht gerade die Anordnung A;,. . . A;, oder eines ihrer Aquivalentenach Satz A. 

Beweis: Wir betrachten simtliche aus einer solchen Anordnung A,,. . . A;,, 
folgenden Anordnungen aus 4 Punkten A,A,A,A,. Fallunterscheidung: 

3) Punkte werden im folgenden mit groBen lateinischen, Geraden mit kleinen lateini- 
schen Buchstaben benannt. Weiter ist A B die Gerade durch A und B, a xb der Schnitt- 
punkt von a und 6b; ax BC ist der Schnittpunkt von a mit BC. 

‘) G. pg B. Rosrnson: Foundations of Geometry, Toronto 1952, § 8, 5. 


5) Vgl. F. Enriques: Fragen der Elementargeometrie, Teil I, deutsch von Dr. THrEMeE, 
Leipzig-Berlin 1911, S. 58—65. 
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a) A,A,A,A, laBt sich direkt (durch Weglassen der iibrigen Punkte) aus 
A,,... Aj, oder Aj,... Aj, erhalten; b) A, A, A, A, folgt nach dem Satz am 
Ende von 2. aus einer vier Punkte enthaltenden Teilanordnung von A,,. . . .A;, 
und einer Teilanordnung von 4A,,...Aj;,; aus diesen beiden Teilanordnungen 
folgt iiberdies nach demselben Satz eindeutig (bis auf Aquivalenzen nach 
Satz A) eine 5-Punkteanordnung, und nur aus dieser lassen sich umgekehrt 
durch Wegstreichen je eines Punktes die beiden gegebenen Teilanordnungen 
herstellen; c) A,A,A,A, laBt sich auf keinem der Wege a) bzw. b) folgern; 
dann kann man keine zu A,A,A,A, widerspreshende Anordnung (auf dem 
Wege b)) beweisen; denn die zu einer 
solchen gehoérige 5-Punkteanordnung, 
z. B. A,A,A,A,A,, ist die einzige, 
aus der man durch Weglassen je eines 
Punktes die beiden Teilanordnungen, 
aus denen A, A,A,A,A, folgt, erhilt, 
also konnte A,A,A,A,, im Ay. . . Ag, 
nicht vorkommen. 

Axiom 4: T'rennen sich A, Ay, A, Ag, 
ist Q ein Punkt auferhalb g, g’ eine 
nicht durch Q laufende von g verschie- 
dene Gerade, und ist A;=g'xXQA; (i = 1, 2,3, 4), so trennen sich auch 
A; A3, Ag Aj. 

Es folgt: 

Satz C: Besteht fiirn Punkte A,, Ay, .. ., A, auf g die Anordnung A, Ay... Ap, 
ist Q ein Punkt auferhalb g, g' eine nicht durch Q laufende von g verschiedene 
Gerade, und ist A; = A;QxqQ’, so gilt auch A} AS... A},®). 

Sei n >4. Das Symbol der Anordnung a,a,...a,, soll bedeuten: 1) Die 








Geraden a,,...,a, gehen durch einen Punkt G und sind verschieden; 2) ist 
A,+ G ein Punkt auf a,, A,+ @ auf a,, A;= A, A,Xa; (3S ic n), so gilt 
A. «shi 


Es lassen sich die zu den Siatzen A, B, C dualen Satze A*, B*, C* beweisen ; 
insbesondere folgt die Unabhangigkeit der Anordnung a,...a, von der Wahl 
der Punkte A; in Satz A* aus Satz C. 

4. Wir benétigen weiterhin die Aussage, daB harmonische Punktepaare 
einander trennen. 

Axiom 5: Sei a+b+c+a; C auf a,b,c; A, Baufce; C+A+B+C; 
D auf a, D + C; ist dann E = bx BD, F =bx AD, G=axBF,H =axAb, 
so gilt H DGC (Fig. 1, das vollstindige Vierseit ist A Z DC). 

Zeichnen wir noch AG = h, so wird die Figur selbstdual ; es ist zu benennen : 
AD=d, BG =e, BD=f, AH =g. Aus HDGC folgt gdhc. Der zu Axiom 5 
duale Satz ergibt sich also mit Hilfe von Axiom 5. 

5. Wir fiihren eine weitere Festsetzung ein: 

Das Symbol A, A,...P (=) Q...A, soll bedeuten: Entweder sind die 
Punkte P und Q voneinander verschieden und es besteht die Anordnung 


*) DieAussage diesesSatzes fassen wir symbolisch zusammen inA,A,°-- ‘Ane Aj A$-*+Ah. 
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A, Ay... PQ...A,, oder P und Q fallen zusammen und es gilt A, A,...P.. . A,. 
Enthalt diese Anordnung nur noch drei Punkte, so driickt sie einzig die 
Kollinearitét und Verschiedenheit derselben aus. 

6. Sei z+ 9,+ 9.+ 2, Z auf g,, gp, z; seien G,, G, auf z, Z + G,+ G,+ Z, 
A, auf g,, Ag+ Z. Wir definieren als ,,Teiiung [A;, B;] auf g, und g, mit dem 








Anfangspunkt A, und dem geordneten Richtpunktepaar {G,, G@,}‘‘ das System. 
der folgenden Punkte: 
By = 92% AoG,, A= 9X ByG,, By= 9, A\G,,..-, Ai= 9, x By-1 Ga, 
B, = 92XA;G,,..., 
B_,= 92 AgG@,, A~,= 9, X B_1G,, .. . B-g= 9X A-441G, A-4= HX B-iG, 
(Fig. 2). — Dualisiert man die Voraussetzungen, so kann man dual zu diesem 
ProzeB eine ,,Teilung [a;, 6;] durch G, und G, mit der Anfangsgeraden a, und 
dem geordneten Richtgeradenpaar {g,, g,}‘‘ definieren (Fig. 2, die Figur ist 
selbstdual). 

Durch successive Anwendung von Axiom 5 laéBt sich nun beweisen: 

Satz D: Sei z + 9,+ 9.+ z, Z auf 9, Jo, z; seien G,, G, auf z, Z + G,+ G+ 
+ Z, Ay auf g,, Ag+ Z; dann erhalten wir fiir die Teilung [A;, B;] auf g, und g, 
mit dem Anfangspunkt A, und dem geordneten Richtpunktepaar {G,, G,}: 

Z...A_,A-,A-, Ay A, A, Ay... und 

Z... B_, B_, B_, B, B, B, B,... (Fig. 2). 

Analog beweist man den dualen Satz D*. 

7. Das Archimedische Postulat lautet in projektiver Formulierung: 

Axiom 6: Sei z + 9,+ g.+ 2, Z auf g,, ge, z; seien G,, G, auf z, Z + G,+ 
+ G,+ Z; Ag, Dauf g,,Z + Ag+ D + Z; bildet man die Teilung [A;, B;] auf 9, 
und g, mit dem Anfangspunkt A, und dem geordneten Richtpunktepaar {G,,G,}, 80 
gibt es eine ganze Zahl n + 0 mit der Eigenschaft, daB fiir den Teilpunkt A,, gilt 
ZA,D(=)A, (Fig. 2). 

Zeichnen wir noch G,D = d, so wird die Figur selbstdual. Mit der Be- 


schriftung G,A,;=a_;, G,A,;= b6_, folgt aus ZA,D(=)A, die Anordnung: 


zagd (=) a_,. Damit ist die zu Axiom 6 duale Aussage bewiesen. 
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$ 2. Hilfssiitze zur Herleitung eines Theorems iiber die Beweisbarkeit des 
Pascatschen Satzes. 

1. Wir formulieren zu Beginn auBer dem Desarauesschen Satz D, noch 
zwei Schnittpunktsiatze, die fiir die weiteren Ausfiihrungen wichtig sind. 

Der Desarcuessche Satz D,: Sei 

n+ I2+ I+; Z auf gy, Jo Js; B, B auf 
g,, EB + B; A, auf g,; BE, B, Ay+Z; ist dann 
E,= 9, EA,, A, = 93x E, B, B, = g,x BA,, 
Ay= 93 E B,, E,= E,A,x EAs, B,= B,A,x 
« BA,, dann sind Z, E,, B, kollinear (Fig. 3, 
die Ecken des Dreiecks Z B,B liegen auf je 
einer Seite des Dreiecks E, A, Aj). 

Der 8-parametrige Pascatsche Satz: 

Sei A+ G+ G+ hh, Z auf G92 Gs; seien Z 
C, B auf g,, C+ B; B, auf ge, C, B, 

B, + Z; ist dann A,= 9g, BB,, As= 9, C B,, 

D= 9,XCA,, A= 93X BD, D,= 9, A,BC,\= 92x AD, As= 9, BC,, 
dann ist A,= Ag (Fig. 4). 

Diese beiden Sitze sind selbstdual und aquivalent?). 

Schnittpunktsatz G),: Sei g, + 92+ 93+ 9, Z auf gy, Go, Js; seien K, K’ auf 
gs, K + K’'; Cy auf g,, K, K’, Cyo+Z; bildet man die Teilung [C;, D,) auf g, 
und g. mit C, als Anfangspunkt und 
dem geordneten Richtpunktepaar {K, K’}, 
dann ist D,, .4C, || DaCo (Fig. 5, in Fig. 
5—10 ist g, die unendlich ferne Gerade 
der Zeichenebene) *). 

Bei Vertauschung von K und K’ 
in Fig.5 unter Beibehaltung von C, 
wird D, zu D_,, D, zu D_,~_ ,. Wir stel- 
len also fest, daB der Satz G°,"~" der- 
selbe ist wie G(. 

2. Von Bedeutung sind fiir uns die Satze 6", ") baw. 6) (im folgenden sei 
stets n > 2); denn bei deren Giiltigkeit laBt sich innerhalb einer Teilung 
|C',,D,| eine neue Teilung bestimmen, die durch den Streckenzug C,D, -, 
Cy, Don —1ConDgn—1- ~~ baw. CoD, Cy Don ConDsn- - - gekennzeichnet sei. Inner- 
halb dieser neuen Teilung 1aBt sich nun ebenso eine dritte Teilung definieren 
usw. Auf Grund dieser Uberlegung laBt sich dann (§ 3) aus den erwahnten 
Satzen unter Zuhilfenahme des Archimedischen Postulates der Satz ©‘) (8- 
parametriger Pasca.scher Satz), also der allgemeine Pascatsche Satz beweisen. 








Fig. 3. DESARGUESscher Satz D,. 








Zz 


Fig. 4. 8-parametriger Pascatscher Satz. 


") Der Satz FAM ist ein Spezialfall des Satzes Eno (Fig. 6), indem man zuerst By = A, 
fordert (Satz G,1, Fig. 7 mit anderer Beschriftung) und in Fig. 7 dann DL, = D, voraus- 
setzt. Es sei ohne Beweis angegeben: Aus @;¢ folgt Gyo; aus G,, (kleiner Pascatscher 
Satz) folgt ©,,; aus F Au (8-parametriger Pascatscher Satz) folgt of; aus Gno und Gmo 
folgt G,», wenn n und m teilerfremd sind; fiihrt man noch als G,. den Schnittpunktsatz 
der Fig. 8 ein, so folgt Eno aus Gno- 
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Wir untersuchen die GesetzmaBigkeit, nach der mit Hilfe von 6" bzw. 
©") diese neuen ,,iterierten“ Teilungen aus einer urspriinglichen Sign, zu- 
nachst fiir 6°. 


Dn Dnt we 


4 


Cn Cnet Gre 








Fig. 5. 6(2. 


Ban, 8-2 By 82 8g Ay; Az As Azn-1Aen+l. 
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AinetAins As Az Ay Ap An Ay Azn-2 Ari 
Fig. 6. S,, , 
Dp Ip dD, y Dn-1 Dn 
92 
\& 
4 40 & On &n 
Fig.7. 6, , 
8; &; 8s Bon-1 BenstAt__ Ag As Azn-1 Azner te 
bo 2 Bs Bn-28in AoAe = Ag Aenz4on 
Fig. 8. & 


Es sei also eine Teilung [C,,D;] auf g, und g, gegeben mit dem Anfangs- 
punkt C, auf g, und dem geordneten Richtpunktepaar {K, K’}, K, K’ auf gs. 
Es gelte der Satz S), also 





(1) Co Dg \Ci.aD vase ((= +1, +2,...), 
auBerdem sei 
(2) Dg Cy | Di-a+ 6 Ci+ 10 (§(= +1, +2,...) 
D-nce D2arp Dap h b Dap In-Y te 
~~ ae 
D~< 
P ~ 
ye ad 














a ee 

Fig. 9. 
(Fig. 9). (Es existiere also innerhalb der ersten Teilung ...C,D,C,D,... 
eine zweite ...CyDsC,D,+,...). Dann folgt aus Satz 6", 1) daB 
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CoDin-1)2+8 ICi-n-« Dis 1)n—1)a+B> 2) daB CoD-na+p ICi-n-« Dé-1)n0+8 
ist (§= +1, +2,...). Die Aussage 1) bedeutet die Giiltigkeit des Satzes 
SY) mit a,—n-a, B= (n—1l)a+ B= a,—(a— f), so daB also a,— f, 
=a— 6 ist. Uberdies ist D-4+Co |Daen-1)2+6Cena(k= +1, +2,...) 
nach (2), angewandt fiir i = — 1 und i = kn — 1. Es existiert also innerhalb 
der zweiten Teilung eine dritte, auf die sich wieder der Satz 6" anwenden 














Dinvija Dna 220 Le % 4s Quop in-Yarh ne ofp 92 
on ‘ pre 
ia * Pog ~ ee 
~x< > 
a ~ La -_ ™ 
One C 2a Cneg C Oe Coe Cha ad 
Fig. 10. 


laB8t usw. Wir stellen also fest, daB aus G{’) und der Voraussetzung (2) mit 
Verwendung von @", " alle Satze on ) mit a,= na,—,, %— B,= a — B folgen. 
Beginnen wir mit 6" selbst, so ans sich: 

Hilfssatz 1: Aus Satz >" folgt Satz ~~” (m natiirlich) §). 

Zur Betrachtung iiber G{"} sei wieder eine Teilung gegeben; in ihr gelte 
der Satz SY}, also (1), auBerdem sei wieder (2) erfiillt. Dann folgt aus Satz 
om 1), daB CoDn-a + B ICi-n-« Dis 1pna+ p> 2) daB CyD_(n +1ja+B ICi-n-« 
Dii-1)n-1, 2 +6 ist (i= +1, 42,...) (Fig. 10). Die Aussage 2) bedeutet die 
Giiltigkeit des Satzes OF” mit a= ma, (— B,-1) = — (n+ lha+ B; 
nach der Bemerkung am Ende von Abschnitt 1. gilt daher auch der Satz 
SY mit a= na, B= (n+ l)a— (6 +1) = a+ («— f)—1, 80 daB also 
(a, — B,) + (a — B)=1 ist. Uberdies ist DgCy |) De-n-asp Crna (E=+1, 

..) nach (1), angewandt fiir i= kn. Es existiert also innerhalb der 
swelten Teilung eine dritte, auf die sich wieder der Satz @{"} anwenden la8t, 
usw. Wir stellen somit fest, daB aus S{’) unter der Voraussetzung (2) mit Ver- 
wendung von @{") alle Sitze Sn) mit O,= NA,_,= n*a,_», (a,— B,) + (a,-y— 
Be: B,-1) =1, (a,-4— B,-1) 7 (a,-3— B,-2) = 1, also (a,— B,) - (a,-»— B,-2), 
folgen. Beginnen wir mit 6‘) selbst, so oe sich : 

Hilfssatz 2: Aus Satz S{} folgt Satz S°:m., ” und Satz SNmriy (m natiir- 
lich ®). 

Bezeichnen wir die zu @{") und @{">") dualen Satze mit £{") baw. Cf”, 
so erhalten wir unmittelbar: 





Die obige Aussage 2) fiihrt durch eine ahnliche Uberlegung auf den Satz er mit 


Sp = NGp-1, Bp — Br= Br- itl. 
*) Die obige Aussage 1) fiihrt durch eine ahnliche Uberlegung auf den Satz? mit 


2 
Gy = NGy_ 1, Zp — B= = Br-1" — 
Math. Ann. 129. 15 
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Hilfssatz 1*: Aus Satz ">" folgt Satz *.. ~» (m natiirlich). 

Hilfssatz 2*: Aus Satz ©{") folgen Satz "nm, ? und Satz S% msi) (m na- 
tiirlich). 

3. Um die Sitze S{-” oder S\)} zum Beweis des 8-parametrigen Pascat- 
schen Satzes verwenden zu kénnen, brauchen wir den Satz, daB es méglich 
ist, auf zwei Geraden eine Teilung mit festgelegtem Anfangspunkt so zu be- 

















x’ x’ x 
I3 
»Z 
&, & & Bre 7 
B.4 vt 3; Bret $2 
AoAo Ay Ay Ar Ap Aret fp Aret 9 
Fig. 11. 


stimmen, daB ein bestimmter Teilpunkt in ein gegebenes Intervall fallt. Von 
dieser Méglichkeit werden wir uns in diesem Abschnitt in Hilfssatz 5 tiberzeugen. 

Hilfssatz 3: Sei g,+ go+ 93+ 9, Z auf 91, Go, Jg; seien K, K’, K’ auf g, mit 
ZK K'K', A, auf g,, Ag+ Z; bildet man die Teilungen [A,, B,] bzw. [A,, B,] 
auf g, und g, mit dem gemeinsamen Anfangspunkt A,= A, und dem geordneten 
Richtpunktepaar {K,K"} bzw. {K,K"}, dann gelten fiir jede ganze Zahl r + 0 die 
Anordnungen Z A,A,A, und Z B, B,B, (Fig. 11). 

Beweis: Es folgt ZKK’K' = ZA,A A. Aus der Induktionsannahme 
ZA,A,A,(r=1) ergibt - ZAg A, 4, = x ZB, B,B,. Sei P,=g, x K'B,. 


Dann erhalten wir Z B, B B,* * ZA ae P,. also auch 
(3) ZA,A,4+,P, 


nach Satz D, §1; ebenso ZK K’R’ 2+ ZA, P,A, +1; also auch ZA, A,P,A,,, 
nach Satz D, daher mit (3) ZA,A,,,P,A,,,. Daraus folgt weiter ZA,A,,, 
, =ZB, Bo+1 ) 

Fir Teilpunkte mit negativem Index beginnt man mit Z r K'R’ = = ZB, 
B_,B_, und setzt als Induktionsannahme ZB, B_,B_,= —¥ / Ay A ~ 
(r > 1). Der weitere Beweis geht wie oben. 

Der Beweis, also auch Hilfssatz 3, ist dualisierbar. 

Hilfssatz 4: Sei g,+ go+ 93+ 91, Z auf 9;, Jo, 93; seien K, K’, R’ voneinander 
und von Z verschiedene Punkte auf gs, sei Ay auf g,, Ag+ Z; bildet man die 
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Teilungen [A,, B,) bzw. [A,, B,] auf g, und g, mit Ay= Ay als Anfangspunkt 
und dem geordneten Richtpunktepaar {K,K'} bzw. {K, R'}, und gilt dann fiir 
irgendeine ganze Zahl r+ die Anordnung ZA,A,A, oder ZB,B,B,, 80 gilt 
auch ZK K’ K’ (Umkehrung von Hilfssatz 3). 

Beweis: 1) Annahme: Es bestehe die Anordnung ZK’ KK’. Dann folgt 
ZK'KR' *ZA, Ay Ay, 
ZK’ K K' = Z B_, B,B_,, also nach Satz D, § 1, 
ZA,A,A, und ZB, B,B, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

2) Annahme: Es bestehe die Anordnung ZKK'K’. Dann folgt nach 
Hilfssatz 3 ZA,A,A, und ZB, B,B, im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Es bleibt also nur noch ZK K’ R’. 


fi Gies 6; 6; Gk x 
é{ Dd Js 














Aj bt GR CorOrr hd OT 
G0 Ao 
Fig. 12. 

Der Beweis, also auch Hilfssatz 6, ist dualisierbar. 

Hilfssatz 5: Set g,+ go+ 93+ 9, Z auf g,, Jo, Js; seien Ay, D, D’ auf g,, 
Ay+ D'+Z+ A,; D'+ D+Z; sei K auf gs, K +Z; ist n+ 0 eine gegebene 
ganze Zahl, dann gibt es einen zweiten Punkt K' auf g5, 80 daB fiir den Teilpunkt A, 
der Teilung [A,, B;] auf g, und g, mit A, als Anfangspunkt und dem geordneten 
Richtpunktepaar {K,K'} die Anordnung ZD (=) A,(=)D’ besteht"). 

Beweis: Wir verwenden vollstindige Induktion nach dem Index n von A,. 

1) Fiir n = 1 setzt man D’= A, und erhilt K’ = g, x B, A. 

2) Es sei n > 2, und es gelte die Behauptung fiir n — 1. 

a) Es gibt »+ 1 verschiedene Punkte Q,(i = 0,...,”), unter denen 
Q,)= Ag ist, mit der Anordnung 


(4) Z QoQ Qe- - - QnD'™) 
(Fig. 12). Sei P;= 9.x Q,K (t= 0,...,n), G= 93x P;-,Q, (t= 1,..., 0), 
F;= 93X P;-~-1Qi41 (t= 1,...,2 — 1). Dann erhalten wir 
ZQ-1% Quer DP oa Pe Per $"* ZF, Gis K, 
Pi) 


ZQ;-1 Q; Qi 41 A ZKG, F,, 
also werden G; und G;,, durch Z und K nicht getrennt (¢ = 1,..., — 1). 


Wir bestimmen mit demjenigen Punkt G,, der fiir alle i die Anordnung 


1°) In dieser Anordnung z. B. sind die beiden Gleichheitszeichen voneinander ab- 
hangig: die Giiltigkeit des einen schlieBt die des anderen aus. 

11) Die Q; sind konstruierbar mit Hilfe geeigneter harmonischer Quadrupel. 
15* 
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ZKG,(=) G, (t= 1,...,) erfiillt, die Teilung [Aj, Bj] auf g, und g, mit 
Qy= Ao= Ao als Anfangspunkt und dem geordneten Richtpunktepaar {K,G,} 
(also Py= Bo). Es folgt 
(5) ZKG,(=) G, 2ZAj Aj(=) Q. 
Die Anordnung Z Ao A; (=) Q; ist also fiir i = 1 richtig. Wir beweisen sie fiir 
jedes ¢ (1 < ¢ < n) durch vollstandige Induktion. Aus Z Aj A; (=) Q;(1 < i <n) 
erhalten wir mit R; = g, x G, P; 
’ ’ Ul G,. ’ ’ 

ZA Aj (=) Q, = Z By Bi (=) P,  ZAjA}, (=) R,, 
also nach Satz D die Anordnung Z Ag Aj (=) Aj Aj. ,(=) R;. Andererseits ist 
ZKG,(=) Gj 1 ZQR,(=) Q;+ 1, und mit (5) und (4) ergibt sich 


ZAo Aj (=) Q,(=) QR,(=) Qi+ 1» 
so daB wir zusammenfassend ZA, Aj Aj. ,(=) R;(=) Q;4, erhalten. Fir 
i= n— 1) folgt daraus unter Beachtung von (4) die Anordnung Z Aj A}, D’ 
Fallunterscheidung: 1) Es sei ZD(=) A},D’. Dies gilt gewiB, wenn die 
Anordnung Z D (=) A,D’ besteht, so daB wir wegen A,= Ag dann zusammen- 
gefaBt ZD (=) Aj Aj,D’ erhalten. In diesem Fall ist nichts mehr zu beweisen. 
II) Es sei 


(6) ZAo A, DD". 
III) Der Fall ZAg A}, D’D erledigt sich fiir das folgende durch einfachen 
Wechsel der Bezeichnungen. — Wir setzen also (6) voraus. 


B) Sei G = g,x DB). Wir bilden die Teilung [A;’, B;’] auf g, und g, mit 
A,= Aj als Anfangspunkt und dem geordneten Richtpunktepaar {K,G}. 
Dann ist D = Aj’, und es gilt wegen n > 2 und Satz Ddie AnordnungZ Ag DA}. 
Ist Z Aj’ DA}; (=) D’, so ist wiederum nichts mehr zu beweisen. Sei also [zu- 
sammengefaBt mit (6) } 


(7) ZAj A, DD' Ay. 

Wir erhalten wegen n => 2 und Satz D 

(8) ZA, Aj D2 ZKG, G. 
3)?*) Es gibt einen Punkt D” mit der Anordnung 

(9) ZDD" D’. 


12) Der Sinn von 3) ist, auf g, zwei Punkte (Z,, Hz, siehe fiir das Folgende Fig. 13 
und die dort herrschenden Anordnungsbeziehungen) mit folgenden Eigenschaften fest- 
zulegen: «) Die ,,Schrittlange“* der Teilung mit dem Richtpunktepaar {K, E,_,} ist eben- 
falls zu ,,klein“, d. h. Ag—) liegt ,,vor‘‘ D; die der Teilung mit {K, Z,} ist ebenfalls zu 
»groB“, d. h. A liegt ,,hinter“‘ D’; 8) die Punkte EZ, und E,_, liegen jedoch ,,nahe genug“ 
beieinander in folgendem Sinn: Die Verbindungsgerade irgendeines Punktes ,,zwischen“ 
E, und E£,_, mit irgendeinem Punkt aus C,Cy schneidet g, ,,zwischen“ D’ und D. Da nach 
Induktionsvoraussetzung eine Teilung mit dem Richtpunktepaar { K, K’} bestimmbar ist, 
so daB B,_, ,,zwischen“ Cy und C, liegt, und da K’ ,,zwischen“ Ey und £,-_, liegen muB. 
liegt also Ay ,,zwischen“ D’ und D. 
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Wir bestimmen die Teilung auf g, und g, mit G, als Anfangspunkt und dem 
Richtpunktepaar {D’, D’’}; auf g, entstehe die Punktfolge 


(Fig. 13). Nach dem Archimedischen Postulat (Axiom 6) gibt es einen Punkt E, 
mit 























(11) ZG,G (=) E;. 
& 6 & f-1 & Gy wn 
Z 
OnE ge{ 
0 
G7 7 7h dd 
A, ATO fb a AY Ap 


Ao Ao 


Fig. 13. 


Wir bestimmen die Teilungen [A‘”, BY] auf g, und g, mit Ay = A” als 
Anfangspunkt und dem geordneten Richtpunktepaar {K,Z,} (p = 1,...,9). 
Nach Hilfssatz 3 besteht dann wegen (10) und (11) die Anordnung ZA, A, A“ 
A®),.. Aj’ (=) A. Beim Vergleich mit (7) erkennt man wegen A,= Aj: 


x 


£g-7 x’ £5, 
~. @) 
ay ay a V7 \ tar OO a 





G2 








* Aa, AGT X Any X ADVI OW 40 W i 


4 


Fig. 14. 

Entweder es gibt ein g<j mit der Anordnung ZA,D (=) A (=) D’. 
Dann ist nichts mehr zu beweisen. Oder es gibt ein g <j mit der Anordnung 
(12) ZA,AY-) DD' A®. 

Dieser Fall werde weiter behandelt. 

4) Sei C) = g.x DE,_,, Cy= 9, D” E,- = 9, D' E, (Fig. 14, wo g, die 
unendlich ferne Gerade der Zeichenebene ist). Dann gilt wegen (9) und (12) 
(13) ZAgAS-) DD" -* Z BA” BO-Y 01 Og, 
ferner nach (12) 


(14) ZA,D' A® #2 B®, 0, BY ,, 
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drittens wegen Hilfssatz 3, angewandt auf (10), und Satz D, unter Beachtung 
vonn—l=l1 


(15) ZB, Bey” BY Be) Be .. 

Aus (13) und (15) folgt entweder ZB, B¢7) B®) BE-) BO C0) C, oder 
Z BY, Ba,” BY BY-? Cy BY, C, oder ZB, BY,” BY BYP Cy C, BY, 
und von diesen Méglichkeiten ist nur die letzte mit (14) vertriglich. Mit 
X =9,x KC,, X'= 9, x KC; folgern wir daraus 


(16) ZB? BO-Y 0, 0, BO ,E ZA” AG) X'XAM,. 
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es jetzt einen Punkt K’ auf g, derart, 
daB fiir den Teilpunkt A, , der Teilung [A,, B,;] auf g, und g, mit dem An- 


fangspunkt A‘) = A, und dem geordneten Richtpunktepaar {K, K’} die An- 
ordnung Z X’(=) A, ,(=) X gilt. Zusammen mit (16) besteht also 


(17) ZAP) AG) X'(=) Ag-,(=) XA 


n—1? 
daher ZKE,_, K'E, nach Hilfssatz 4. Setzen wir N’=g, x B,_,E,-,, 
N” = 9, B,-,E,, so folgt daraus ZKE,_, K'E, ZA, N'A,N", also 
nach Satz D auch 
(18) ZA,N'A,N". 
Weiter haben wir nach (17) und Satz D 

ZAG,Y X'(=) Ay-y (=) XFZBSz” Cy (=) By-1 (=) Cy 


(19) E , i. 
J ' ZAP D (=) N’(=) D”, 


(20) ZA®, X"(=) Ags (=) XFZ BO, Cj (=) By-1 (=) Co ZAY — N” (=) D’. 


Aus (18) und (19) folgt ZA,D (=) N’A,N”, und zusammen mit (20) also 
ZA,D (=) N'A,N” (=) D’, daher ZDA,,D’. Also ist K’ ein gesuchter zweiter 
Richtpunkt. 

Fir n < 0 lauft der Beweis entsprechend, indem man von n = — 1 ausgeht 
und von — |n| + 1 auf — |n| schlieBt. 

Der Beweis, also auch Hilfssatz 5, ist dualisierbar. 


§ 3. Beweis des Pascatschen Satzes aus 8-parametrigen durch n Konstruktions- 
sehritte entstehenden Schnittpunktsitzen. 


Beim Vergleich der folgenden Siatze 1 und 2 bemerken wir, daB Satz 1 
in Satz 2 enthalten ist. Obwohl Satz 1 beim Beweis von Satz 2 nicht ver- 
wendet wird, fiihren wir ihn hier an, da in seinem Beweis die Idee unserer 
indirekten SchluBweise besonders deutlich wird. 

Satz 1: Aus Satz 6) und Satz ">" folgt zusammen mit dem Archimedi- 
schen Postulat (Axiom 6) der Satz @(') (8-parametriger Pascatscher Satz). 

Beweis: Die Konfiguration des (') sei auf folgende Art vorgelegt: Sei 
A+ 92+ Is+ 91, Z auf g,, Je, gg; Seien Az, B, auf g,,Z + A,+ By+Z; B, auf 
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92, B,+Z; sei G = g,x A, By, A\= g,x BG, Cy= g,x AA, Cp= 93x B, Bs, 


B,= 9, XC, By, As= 9gX Cz Az, Az = 92x BG (Fig. 15, wo g, die unendlich 
ferne Gerade der Zeichenebene ist). Zu zeigen ist A,= A. — Nach Axiom 5, 











6 6 6 
S; 
5 i é { J, r S2 
Wn A; A; 
9 Ay Z 
os Aste h & ¥. 


Fig. 15. 
§ 1, bestehen die Anordnungen Z B,A, B, und ZA, B,A;. Weiter gilt ZB,A, 
B, ZA, B, Aj. Wir nehmen an, es sei A, + A; und weiter 
(21) ZA, B,A;A3. 


(Fiir ZA, B, Aj A, verliuft der Beweis entsprechend.) Nach Hilfssatz 5 gibt 
es auf g, einen Punkt G@’, so daB der Teilpunkt W,, der Teilung [V,,W,] auf g 
und g, mit B,=W, als Anfangspunkt und dem geordneten Richtpunktepaar 
{G, G’} die Anordnung ZA,(=) W,,(=) QA3 erfiillt, wobei Q ein beliebiger 
Punkt mit der Anordnung Z A, QA; ist**), also mit (21) 


(22) ZB, A,(=) WA}. 


Aus der Giiltigkeit von 6‘) folgt, daB sich die Geraden V,W,, und V_, Wy 
auf g, in S,, aus 6">"), daB sich V,W_, und V,,W, auf g, in S, schneiden. 
So erhalten wir aus (22) (wegen A,= V,) ZB,W,,A; <ZAz V,,B, 2208, 
0, % ZB,W_, A, +ZA,V_, By x ZGS8,C, ¥ ZB,W,, Ay im Widerspruch zu 
(22). Also ist die Annahme A,+ Aj falsch. 

Satz 2: Aus Satz") zusammen mit dem Archimedischen Postulat (Axiom 6) 
oder Satz S">") zusammen mit 
dem Archimedischen Postulat folgt 
der Satz Gf} (8-parametriger 
Pascatscher Satz). 

Beweis: Die Konfiguration 
von ©!) sei auf folgende Art 
vorgelegt: Sei 9+ 9a+ 9s+ 9 
Z auf 9, Jo, gs; seien A, By yy 
auf g,, Z + A,+ B,+Z; B, auf 
92, B,+Z; sei G=g,x A, B,, 

A, = 92X ByG, Cy= 93x A,A,, By= 9, x B,C, As= 92x BiG, Cy= 9X AzAs, 
Bz = 9, B,C, (Fig. 16, wo g, die unendlich ferne Gerade der Zeichenebene 
ist). Zu zeigen ist B,= Bj. 








4 
8; Az Az & 
Fig. 16. 


18) Konstruierbar durch ein geeignetes harmonisches Quadrupel. 
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1. Nach Axiom 5, § 1, gilt 
(23) ZB,A,B, =Z A, By As. 
Es gibt bei der Annahme B,+ B; die Méglichkeiten: 

Fall I: B wird durch Z und B, von A, getrennt: ZA, B, Bj; Fall II: By 
wird durch Z und B, von A, nicht getrennt, also mit (23) 


(24) Z By B, As. 
Mit Ci = g,x B,B,, A} = g, x AsC} folgt bei Giiltigkeit von Fall I 
(25) ZA, B, B; FZGC} C, 2 ZB, As Ay. 


Durch Umbenennung A; Bj, A,++ B,, A,+ B,, A,+> Bs, Cy >C,, G>G, Cp > Cy, 
ZZ, 9:+*92, J3>Gs bleiben die Inzidenzaussagen der Voraussetzung unge- 
andert, und wir erhalten aus (23) und (25) die Anordnungen ZA, B,A,, 
ZB,A,B,;, ZA, Bz B,. Wir kénnen also fiir das Folgende stets von Fall II 
ausgehen. 

2. Mit F = g,x A, By, Aj = 9.x F B,, E = g,x B,C, (Fig. 17) folgt weiter 
ZB, A,B, 5 ZEA,B,, ZA,B,Ay% ZC, GC,# ZEA,B;, also ZEA, B; B, 
wegen der Annahme von Fall II, und daraus 
(26) ZA, B; By ZC, FG = ZB, A; As. 

3. Nach dem Archimedischen Postulat (Axiom 6) besitzt die Teilung 
[V,,W,] auf g, und g, mit dem Anfangspunkt A,= V, und dem geordneten 
Richtpunktepaar {G@, F} (so daB also B,; =W_, und B,= W, ist) einen Teil- 
punkt W, mit der Anordnung Z W,A,(=)W,. Wegen (24) und Satz D, § 1, 
ist r > 0. Sei m eine solche natiirliche Zahl, daB r < n?™— 1. Nach Hilfssatz 5 
gibt es auf g, einen Punkt F’ derart, daB fiir den Teilpunkt Wj:™_, der 
Teilung [V;, W;] auf g, und g, mit dem Anfangspunkt A, =V > und dem ge- 
ordneten Richtpunktepaar {G, F’} (also B,= Wo) mit Riicksicht auf (26) die 
Anordnung 


(27) Z Wo As (=) Wa2™-1 (=) QA; 
erfullt ist, wobei Q ein beliebiger Punkt mit der Anordnung Z A; QA, sei?*). Aus 
(28) ZW,A;(=) W,(=) W,2"-, 
und (27) folgt ZW, W,:"_, W,.2m_,, also nach Hilfssatz 4 
(29) ZaF'F. 

Fallunterscheidung: «) Es bestehe die Anordnung ZV,Vj:"B,. Mit 
R = 9, B,F’ folgt dann ZGF’F #'ZA,RAj, also ZB,A;RA, wegen (26). 
Uberdies erhalten wir weiter nach Satz D 
(30) ZV; ViemB, = ZW Wim, R. 
Nach Hilfssatz 5 gibt es auf g, einen Punkt F’’, so daB der Teilpunkt Wj/2™_, 


der Teilung [V;’,W;'] auf g, und g, mit A,=V ¢ als Anfangspunkt und dem 
geordneten Richtpunktepaar {G,F’’} (also B,= W;)) die Anordnung 


(31) ZWo R (=) Wr2™_,(=) Qs 





_ za, § oh 
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erfillt, wobei Q, ein beliebiger Punkt mit der Anordnung ZRQ, A, sei"). 
Mit (30) folgt 

(32) ZW Wim, Waam,, 

also ZGF’F” auf Grund von Hilfssatz 4, und daraus mit R,= g, x W;/2™_,F’ 
noch ZF" F’G _ 1ZVi2m R,Vitem_,, also auch ZViem R, Vifem_, Vie 
nach Satz D, und somit 








Q 
& Cp 
S: 
fy? eed do Se 
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Af \ AV 
a= 4 yf 
(4 LB Sy y,” Wom Ww, 2m Z 
Wem -# Ww 82 92 A3 A3 
G & 
7 = Zz 
Kem 8; A2% g Yam 8, h, Yj2m 
Vi V6 
Fig. 17 
(33) ZV,R,Viiem, 


Weiter ergibt sich ZW‘, Wo W,/2™_, aus (32) und Satz D; mit (31) folgt also 


ZW, Wo R (=) Wxsm_, = Z V5 Vi, By(=) R,, und daraus 


(34) ZV,B,Vijem 


mit (33). Zum SchluB stellen wir noch fest, daB aus (28) und (31) ZW, Wj/2m_, 
A; (=) W,2™_, folgt, also mit Hilfssatz 4 


(35) ZGF’F. 
8) Es bestehe die Anordnung 
(36) ZV_B,(=) Var. 


Dann wird die Teilung [V;, Wj] in [V;j’, W;’], F’ in F’” umbenannt. 
Auf Grund der Betrachtungen in «) und #) gibt es also eine zweigestrichene 
Teilung, fiir die die Anordnungen 


(37) ZV_B,(=)Vz2m [(36) baw. (34)], 
(38) ZGF" F [(29) bzw. (35)], 

(39) ZWo Wi/2m_, A, [(27) bzw. (31)] 
giltig sind. 


y) Der Fall ZVj:™V,B, ist unméglich, da aus (27) ZW W)2m_,A, 
< ZV Vi2™-, B, folgt, also wegen Z V4 Vi2™_, V2 (Satz D) die Punkte 
B, und V;:™ nicht durch Z und V6 = V, getrennt werden. 
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4.%) Aus 6%” folgt nach Hilfssatz 1, aus 6") folgt nach Hilfssatz 2 der 
Schnittpunktsatz 6m, ”. Ihm zufolge schneiden sich die Geraden Vi’ Wy/m_, 
und V”,»=W”, auf g, in S,, die Geraden Vo’ W”,2™ und Vj/2 Wo’ auf g, 
in S,. Dann erhalten wir mit T = g,xC,V”,2™ aus (37) ZA,B,(=) ViZam 

s a a“ Cc, , 
2 ZGC,(=) 8, # ZB, A, (=) W249 = ZA, By(=) V4 S ZA, Bs (=) T oder 
nach (24) 


(40) ZB, B; (=) T. 

Weiter ergibt sich aus (38) ZF FG ¥ Z By W""; B,, also 
(41) ZT (=) BW", B, 

mit (40). 


6. Andererseits folgt aber aus (89) ZB, Wy+m A, # Z08,0, 5°” 
ZW! ,2"W", 7, d.h. wegen ZW”,2™W", Wi’ (Satz D) und Wo’ = B, wird 


Mo Wr r" Me Was Went 



































4 hh 6% In 
Fig. 18. 6") . Fig. 19. 6"). 
i ‘_ vo Nwn-t Yn Wen-1 
4 wy" ow 
Fig. 20. ££") . Fig. 21. "> )), 


T von B, durch Z und W"', nicht getrennt, im Widerspruch zu (41). Also 
ist die Annahme B,+ By falsch. 

Durch Dualisierung dieses Bewcises, also unter Heranziehung von Hilfs- 
satz 1* und 2*, ergibt sich: 

Satz 2*: Aus Satz £")} zusammen mit dem Archimedischen Postulat 
(Axiom 6), ebenso aus Satz £">") zusammen mit dem Archimedischen Postulat 
folgt der Satz &{}) (8-parametriger Pascatscher Satz). 

Da der 8-parametrige Pascatsche Satz dem Satz D, aquivalent ist und 
aus diesem zusammen mit dem Archimedischen Postulat der allgemeine Pas- 
caLsche Satz folgt, erhalten wir also: 


14) Die Idee des folgenden indirekten Beweises besteht darin, daB die beiden parallelen 
Geraden V’)W"', und V‘i2mW‘%j2m_, einmal nach Bestimmung von F” ,,steiler“ als 
B, A‘,, andererseits durch die Lage von W”’ ,, die durch die Anwendung der Schnittpunkt- 
sitze gegeben ist, aber ,,flacher“ als A, Bj, verlaufen, obwohl auch BA; l A, By, ist. 
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Der Satz des Pascau ist unter Zuhilfenahme des Archimedischen Postulates 
beweisbar aus den Siitzen S\"} oder ">" oder &) oder F"—") des Mézsrusschen 
Netzes. 

Diese Satze sind in Fig. 18—21 dargestellt. 


Schlu8wort. 

Durch die vorliegenden Ausfiihrungen werden u.a. folgende offenen 
Fragen aufgeworfen : 

1. Folgt der Satz S{"} aus Satz 6) oder S"-")? (In § 3 wurde zum Beweis 
noch das Archimedische Postulat herangezogen). Im bejahenden Fall wire 
SG} mit 6”) bzw. 6" aquivalent, da (vgl. Anm. 7) die Sitze 6) bzw. 
6,» aus Satz S{') folgen, und es waren die in dieser Arbeit zum Beweis 
des Pascatschen Satzes herangezogenen graphischen Voraussetzungen (Satz 
S\") bzw. S{">")) nicht schwiicher als die bisher verwendeten. 

2. Kann man eine Ubersicht iiber alle Schnittpunktsitze gewinnen, die 
zusammen mit dem Archimedischen Postulat zum Beweis des Pascatschen 
Satzes ausreichen? Insbesondere laBt sich die Frage stellen, ob woméglich 
jeder Schnittpunktsatz (unbeschrankt giiltig vorausgesetzt) diese Eigenschaft 
hat?*). Eine Beantwortung dieses Problems wiirde Aufschlu8 geben iiber die 
eigentliche Tragweite des Archimedischen Postulates. 


( Bingegangen am 20. August 1954.) 


15) Vgl. H. Naumann: ,,Stufen der Begriindung der ebenen affinen Geometrie“‘, Math. 
Z. 60, 120—141 (1954), wo Beispiele archimedisch geordneter Geometrien angegeber 
werden, die durch den nur in bestimmten Lagen giiltigen kleinen Desarcvuesschen Sat:. 
begriindet werden und in denen der Pascatsche Satz falsch ist. 
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Extreme Punkte der konvexen Hiille schlichter Funktionen. 


Von 
GEORGE SPRINGER, 
Northwestern University, z. Z. Miinster (Westf.) 


Es sei G ein Gebiet in der z-Ebene. F sei die Klasse der in G holomorphen 
Funktionen und S die Teilklasse von F, die aus allen schlichten Funktionen 
besteht, welche in einem Punkt z, € @ normalisiert sind, so daB 


(1) f (2) = Wo, f' (%) = 1 
gilt. 

F ist ein linearer Raum iiber den komplexen Zahlen. Ist M eine Teilmenge 
von F, so kénnen wir von der konvexen Hiille von M sprechen. M heiBt 
konvex, wenn fiir jedes Paar der Funktionen / und g aus M alle linearen 
Kombinationen Af + (1— A)g mit 0< A< 1 auch zu M gehéren. Die kon- 
vexe Hiille Ky, von M ist der Durchschnitt aller M enthaltenden konvexen 
Mengen. Man sagt, ein Element f ¢ M ist ein mittlerer Punkt, wenn f zwischen 
g € M und h¢ M liegt; d. h., wenn es eine Zahl A, 0 < 4 < 1, gibt derart, daB 
f = Ag + (1—A)h. Ein Element f in einer konvexen Menge M heiBt extremes 
Element von M, wenn es zwischen keinem Paar der Elemente aus M liegt [2,4}*). 

Die konvexe Hiille Kg von S enthalt Funktionen, die nicht schlicht sind. 
P. RosEnBLoom hat das folgende Problem vorgeschlagen: Ist es méglich, die- 
jenigen schlichten Funktionen aus S zu charakterisieren, welche extreme 
Elemente der Hiille K, sind ? 

Hier werden wir den besonderen Fall behandeln, wo G das AuBere des 
Einheitskreises und z,= © ist. Fiir F betrachten wir die Klasse aller mero- 
morphen Funktionen 


(2) f(z) =a42 +4 ry 14+ P+ 
die in z, héchstens einen einfachen ee haben wad fiir die 
(3) Ifl = I F in |naz| 

a=-i 


endlich ist. Mit der Norm (3) wird F ein Banach-Raum. Die schlichten 
Funktionen in der Teilmenge S haben eine Potenzreihenentwicklung 
(4) f(z) =z +4 144 7+: 


Die Ebene a_,= 1 ist konvex und aes S, so daB Kg auch in a_,= | ent- 
halten ist. Wenn wir mit J die Identitaétsfunktion f(z) = z bezeichnen, dann. 
liefert der Flaichensatz [1], daB fir alle Funktionen f € S gilt: |f—J| <1. 


1) Siehe Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit. 





it- 


= 
r 
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Es sei 2 der Durchschnitt der Ebene a_,= 1 und der Kugel |f— J] <1. 
Da8 Z konvex ist, folgt aus der Dreiecksungleichung 


(5) |Af+(L—A)g—1] = JAG—D + U—A) @—D| 
SA \f—I)+Q—A lg—JI.- 
Also liegt Kg in 2. 

Wir beweisen jetzt: Wenn das Komplement des Bildgebietes von |z| > 1 
in bezug auf die Abbildung f« S den Flicheninhalt Null hat, dann ist f ein 
extremes Element von K g. 

Aus dem Filachensatz folgt, daB ein solches f der Gleichung ||f— J] = 1 
geniigt. Wir miissen zeigen, daB / nicht zwischen zwei anderen Funktionen g 
und h aus Kg liegt. Aus (5) folgt: 


|g —JZ| =1 und |A—J| = 1, wenn f = Ag + (1—A)h ist. 


Wenn g(z) = z+ P a,z~" und h(z) = z+ by bz ist, dann haben wir 


n=1 


|Aay+ (1 — A) byl*S A? |ag|?+ (1 — A)* |by|? + A(1 — A) [lagl*+ [bql*) 


mit der Gleichheit genau dann, wenn a,= 6,. Daraus folgt: 


ao 


W—1'=Ss |Aa,+ (1— A) b,/?s ad’ n |a, |? + (1 —a9 Sn lb, |? + 


n=1 


+ A(1— A) n(lagl*+ [bgl*) = 1 
n=1 


mit der Gleichheit nur dann, wenn a, = 6,, fiir alle n gilt. Also ist g = h und f 
ist extrem. 

Andererseits: Wenn die Bildmenge von |z| > 1 nicht dicht in der w-Ebene ist, 
dann ist f ein mittlerer Punkt von Kg. 

Nehmen wir an, daB es einen Kreis vom Radius 9 > 0 um den Punkt w, 
gibt, weleher ganz im AuBeren des Bildgebietes von |z| > 1 (in bezug auf f) 
liegt. Dann ist 

a 
C=wt+ w-a 
eine schlichte Abbildung des Gebietes |w— w,| > fir willkirliches a mit 
ja| = 1. Dann gehéren 
g(z) wae f(z) a ir = se =e mie <i 
und 


o* 
h(z) = [@)—FaQ a 
beide zu S, und es gilt f(z) = 4(g(z) + A(z)). Deshalb ist f ein mittlerer 
Punkt von Kg. 

Die obige Charakterisierung der extremen Punkte von Kg ist nicht voll- 
stiindig, weil es Bildbereiche von |z| > 1 in bezug auf f ¢ S gibt, die dicht in 
der w-Ebene sind, aber deren Komplement positiven Flaicheninhalt hat. Fir 
diese Funktionen bleibt die Frage offen. 
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Weil die konvexe Menge Kg in der Kugel 2 liegt, fragen wir jetzt, ob jede 
Funktion in 2 der Limes in bezug auf die Norm (3) von Funktionen aus K x ist; 
d.h. ob K, = & ist. Wir konstruieren eine Funktion / ¢ 2, die beliebig nahe 
bei J liegt und die nicht zu Kg gehért. Es sei w = g(¢) jene Funktion, die den 
Einheitskreis |¢|< 1 auf ein Streifengebiet G abbildet derart, daB G die 
folgenden Eigenschaften besitzt: Der Flaicheninhalt von G@ sei kleiner als 
a e*, wo 0<e< 1 gegeben ist. Die Abbildung g(¢) = a,¢ + a,0?+ --- soll 
reelle Koeffizienten haben, und es soll limg(¢) = gelten. Die Existenz 


tl 
solcher Abbildungen folgt aus dem Riemannschen Abbildungssatz. Dann ist 
2x 1 


> » Ia, -= [J] i’ (oe)?odod6se&<1, 
0 


n=1 


und f(z) = z+ a( ) gehért zu XY mit |f—TJ| <e. 
Wir zeigen, da8 f(z) nicht zu K, gehért. Nach einem Satz von Léwner [3] 
gilt fiir jede Funktion h € S die Ungleichung: 


\a(2)| < lel +24 
Also gilt 
(6) Ia(2)l <8, 
wenn | < |z| < 2 ist. Fiir jede lineare Kombination A,h,+ A,hy+ +++ + Anh, 


n 
mit h,;¢ S und A,;> i, 3’ A;= 1 kénnen wir schreiben: 


i=1 


|Ayhy(z) + +++ + Agha (z)| SD A;max |h;(z)| < 3, wenn 1 < |z| < 2. 
i=1 


Deshalb gilt (6) auch fiir alle h ¢ Kg. Aus der Konvergenz in der Norm folgt 
die gleichmaBige Konvergenz in jeder abgeschlossenen beschrinkten Teil- 
menge von |z| > 1. Darum gilt (6) fiir alle Funktionen aus Kg. Andererseits 
ist limf(z) = oc. Also gehért f nicht zu Kg. 


z—1 
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Charakterisierung 
der holomorph vollstandigen komplexen Raiume. 
Von 


Hans GRAUERT in Miinster (Westf.). 


Einleitung. Seit RreMANN ist sich jeder Kenner der klassischen Funktionen- 
theorie bewuBt, daB die mehrdeutigen holomorphen Funktionen gleichzeitig 
mit den eindeutigen holomorphen Funktionen behandelt werden miissen. 
Dementsprechend ist die Riemannsche Flache das allgemeine Gebiet, in dem 
Funktionentheorie getrieben werden muB. Ein vollendeter Aufbau der Rie- 
mannschen Fliache wurde zuerst in HERMANN WEYLs ,, [dee der Riemannschen 
Fliche“') gegeben. Doch gab es ein Jahrzehnt spiiter noch durch T. Rap6?) 
eine wesentliche Anderung der axiomatischen Grundlegung. T. Rapé zeigte, 
da8B in der Definition der (abstrakten) Riemannschen Fliche das Axiom der 
abzihlbaren Umgebungsbasis iiberfliissig ist (dessen Erfilltsein vorher durch 
die Forderung nach Triangulierbarkeit implizit vorausgesetzt worden war). 

In der Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen hat man sehr viel 
langere Zeit zur Befriedigung der Forderung von RieEMANN bendtigt, die 
mehrdeutigen holomorphen Funktionen den eindeutigen gegeniiber gleich- 
berechtigt behandeln zu kénnen. Erst nachdem in den letzten Jahren die 
komplexen Mannigfaltigkeiten (und ihre Verallgemeinerung, die komplexen 
Réume*)) bekannt geworden sind, ist es méglich geworden, die Funktionen- 
theorie mehrerer komplexer Verinderlichen auf andere Grundlagen zu setzen. 
Dann aber stellte sich heraus, daB nicht geschlossene komplexe Mannigfaltig- 
keiten von héherer Dimension als 1 im allgemeinen in keiner Weise Eigen- 
schaften aufweisen, die von den nicht geschlossenen Riemannschen Flachen 
her bekannt sind. E.Catasi und B. Eckmann‘) zeigten in einem Beispiel, 
da8B es sogar komplexe Mannigfaltigkeiten von der topologischen Struktur der 
Zelle gibt, auf denen der Ring der dort holomorphen Funktionen nur aus den 
Konstanten besteht. Demgegeniiber erkannte K. Stem), daB komplexe 


1) Vgl. H. Wey: Die Idee der Riemannschen Flache, 1913 Teubner Verlag, Neuauf- 
lage 1955 Teubner Verlag. 

2) T. Ravé: Uber den Begriff der Riemannschen Flache. Acta Szeged 2, 101—121 
(1924). 

*) Vgl. H. Cartan: Séminaire, 1953—54, Exposé VI, und H. Bennxe und K. Stern: 
Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und Riemannscher Gebiete. Math. Ann. 
124, 1—16 (1951). 

4) E. Catasr und B. Eckmann: A class of compact complex manifolds, which are 
not algebraic. Ann. of Math. 58, 494—500 (1953). 

5) Vgl. K. Sram: Analytische Funktionen mehrerer komplexer Veranderlichen zu 
vorgegebenen Periodizitétsmoduln und das zweite Cousinsche Problem. Math. Ann. 128, 
201—222 (1951). 
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Mannigfaltigkeiten, auf denen hinreichend viele holomorphe Funktionen 
existieren, ein ahnliches Verhalten wie die nicht geschlossenen Riemanaschen 
Flachen zeigen. So entstand der Begriff der holomorph vollstandigen Mannig- 
faltigkeit (in der franzésischen Literatur: variété de Stein®)). 

Eine komplexe Mannigfaltigkeit M heiBt holomorph vollstindig, wenn: 

1. M eine abziihlbare Umgebungsbasis besitzt, 

2. zu zwei beliebigen Punkten x, y € M, x + y, immer eine in M holomorphe 
Funktion f, f(x) + f(y) existiert, 

3. es zu jedem Punkt x € Mn holomorphe Funktionen gibt, die in einer Um- 
gebung von x ein lokales Koordinatensystem definieren, 

4. M holomorph-konvex’) ist. 

Auf holomorph vollstandigen Mannigfaltigkeiten M gilt ein Approximations- 
satz (vgl. Satz 6): Jede in einem in bezug auf M konvexen (vgl. Def. vor Satz 6) 
TeilbereichB von M holomorphe Funktion lat sich im Innern von B durch in M 
holomorphe Funktionen gleichmifig approximieren. H. Cartan und J. P. SERRE 
gelang die Ausdehnung der Theorie der analytischen Garben (faisceaux analy- 
tiques) auf holomorph vollstandige Mannigfaltigkeiten. Ihre Hauptergebnisse 
sind in zwei fundamentalen Satzen *) (théoréme A und B) iiber die koharenten 
analytischen Garben zusammengefaBt. Ein Spezialfall von théoréme B ist 
die Giiltigkeit der Aussage Cousin-I auf holomorph vollstaéndigen Mannig- 
faltigkeiten (vgl. Satz 5): Zu beliebig in M vorgegebenen Hauptteilen gibt es 
immer eine in M meromorphe Funktion. 

Nachdem sich die holomorph vollstaindigen Mannigfaltigkeiten in den 
Vordergrund der heutigen funktionentheoretischen Betrachtung geschoben 
haben, verdient die Frage Interesse, ob es zur Definition dieser Mannigfaltig- 
keiten notwendig ist, das Axiom 1 zu fordern*). Damit sind wir genau 
auf das Problem von T. Rapé gekommen. Es zeigt sich, daB fiir holomorph 
volistandige Mannigfaltigkeiten eine Aussage analog zum Raddéschen Satz 
richtig ist (Satz 8). Das Axiom | ist also zu deren Definition iiberfliissig. 

In der vorliegenden Arbeit wird ferner das Problem untersucht, ob sich 
die Axiome 2,3,4 durch der Definition nach schwichere Forderungen ersetzen 
lassen. In der Tat zeigt sich, daB komplexe Mannigfaltigkeiten schon diesen 
drei Axiomen und dem Axiom 1 geniigen, wenn sie holomorph-konvex und 
K-volistiindig sind (vgl. §4 und §2). Dabei heiBt eine komplexe Mannig- 
faltigkeit M K-vollstindig, wenn es zu jedem Punkt x €M endlich viele in M 





*) Vgl. H. Cartan: Variétés analytiques complexes et cohomologie, Briissel 1953, 
und H. Cartan: Séminaire E. N. S. 1951—52, exposé IX. 

7) Vgl. H. Cartan, loc. cit. *) (Briissel), p. 49. 

8) Vgl. H. Cartan, loc. cit. *) (Briissel), p. 51. 

*) Bekanntlich haben nicht alle komplexen Mannigfaltigkeiten eine abzihlbare Topo- 
logie; vgl. E. CaLasr und M. RosEnuicut: Complex analytic manifolds without countable 
base. Proc. Amer. Math. Soc. 4, 335—340 (1953). Unabhangig von dieser Arbeit wurde 
das in ihr gegebene Beispiel durch miindliche Mitteilungen von H. Horr bekannt; vgl. 
iibrigens H. Horr, Schlichte Abbildungen und lokale Modifikationen 4-dimensionaler 
komplexer Mannigfaltigkeiten. Comment. Math. Helv. 29, 132—156 (1955), insbesondere 
S. 145—146 mit FuBnote 7. 
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holomorphe Funktionen gibt, die eine Umgebung von x nirgends entartet in den 
komplexen Zahlenraum abbilden. 

Nun ist bekannt, daB die Menge der komplexen Mannigfaltigkeiten noch 
nicht die Gesamtheit der analytischen Gebilde von Punkten algebroiden 
Verhaltens der Funktionen mehrerer komplexer Verinderlichen umfaBt. Aus 
diesem Grunde muB — wie es auch schon in einzelnen vorangegangenen Ar- 
beiten geschehen ist — ein allgemeinerer Begriff an die Stelle der komplexen 
Mannigfaltigkeit gesetzt werden. Das soll hier durch den Begriff des kom- 
plexen Raumes!°) geschehen: 

Wir nennen einen Hausdorffschen Raum R einen komplexen Raum, wenn R 
mit einer Uberdeckung {U,} von offenen Mengen U, versehen ist, die durch 
topologische Abbildungen ®, fest auf analytisch verzweigte Uberlagerungen Y, 
von Gebieten des komplexen Zahlenraumes abgebildet sind. Haben U,, U,€ {U;} 
einen nichtleeren Durchschnitt, so ist gefordert, daB die Abbildung ®,®;" in 
@,(U,) CA; holomorph ist. 

Bei der Ausdehnung des Begriffes der holomorph vollisténdigen Mannig- 
faltigkeit auf komplexe Réume macht nur das Axiom 3 Schwierigkeiten. Es 
wird deshalb durch ein Axiom ‘3 ersetzt: 

'3) Zu jedem Punkt x € M gibt es endlich viele in M holomorphe Funktionen, 
die eine Umgebung von x normal einbetten®®*). (Zur Definition der normalen 
Einbettung vgl. Def. 4, 5, 6.) 

Man zeigt leicht, daB bei komplexen Mannigfaltigkeiten Axiom 3 und ‘3 
aiquivalent sind. Komplexe Raiume mit den Eigenschaften 1, 2, ‘3 und 4 
heiBen holomorph vollstindige Réiume. In holomorph vollstindigen Raiumen 
gelten wieder die Aussagen Cousin-I und der Approximationssatz (vgl. Siitze 5 
und 6). Wieweit dagegen die Aussage Cousin-IT und die Siitze der Garbentheorie 
ihre Giiltigkeit behalten, soll in einer spiteren Arbeit des Verf. untersucht werden. 

Alle Satze der vorliegenden Arbeit werden nicht nur fiir holomorph voll- 
standige Mannigfaltigkeiten, sondern gleich fiir holomorph vollstandige Raume 
ausgesprochen. Es werden drei Klassen von komplexen Raiumen betrachtet: 

<a) n-dimensionale komplexe Riiume, die den Axiomen 1, 2, '3 geniigen, 

<b) n-dimensionale K-vollstiindige Réiume, 

<c) komplexe Réiume, die zu Riemannschen Gebieten iiber dem Raum C* 
von n komplexen Verdnderlichen analytisch dquivalent sind. 

Offenbar ist ein Raum (a) a fortiori ein Raum <b). DaB sich jeder K- 
volistaéndige Raum eindeutig holomorph auf ein Riemannsches Gebiet iiber 
dem C” abbilden l48t und darum eine abzihlbare Topologie besitzt, wird in § 3 
gezeigt (Satz A). Dagegen ist die Klasse (c) gréBer als die Klasse (a). Ein 
in seinem Innern verzweigtes Riemannsches Gebiet G, dessen Holomorphie- 
hiille schlicht ist!®”), geniigt weder dem Axiom 2 noch dem Axiom ‘3. In 





1°) Wir folgen hier H. BeHNKE und K. Stern. Vgl. H. Bennxe und K. Stem, loc. cit.*). 

10a) Vgl. H. Cartan: Séminaire, 1953—54, Exposé X, XI und K.Oxa: Sur les 
fonctions analytiques des plusieurs variables. VIII. Lemme fondamental (suite). J. Math. 
Soc. Japan 8, 254—278 (1951). 

10b) H. BeHNKE und P. THuLuen: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver- 
anderlichen. Erg. d. Math. 3, 251—-371 (1935). 
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Punkten von G, die itiber demselben Grundpunkt liegen, nimmt jede in © 
holomorphe Funktion den gleichen Wert an; zu Verzweigungspunkten x ¢ © 
gibt es kein System in G holomorpher Funktionen f, . . . f,, die eine Umgebung 
von z eineindeutig abbilden, und darum auch kein Funktionensystem in G, 
das eine Umgebung von z normal einbettet (vgl. dazu Def. 4). 

Wird jedoch von den komplexen Raiumen (a), <b), (c) zusiitzlich ge- 
fordert, daB sie holomorph-konvex sind, und werden die so gewonnenen Raum- 
klassen mit (’a), ¢"b>, (‘c) bezeichnet, so zeigt sich, daB ¢‘c) in ¢‘a) enthalten 
ist (§ 4, Satz B). Die Klassen ¢‘a), ¢’b), <‘c) stimmen deshalb iiberein: 


Satz A 
e-e) ———- © 
holomorph-konvex : t ___ Sats B 

Damit ist gezeigt: 

I. Die Theorie der holomorph vollstindigen Réiume ist genau die Theorie 
der holomorph-konvexen Riemannschen Gebiete iiber dem C. 

II. Die Azxiome des holomorph volilstiindigen Raumes lassen sich durch die 
der Definition nach schwiicheren Forderungen der K-Vollstindigkeit und der 
Holomorphiekonvexitit ersetzen. 

Die beiden letzten Postulate miissen dagegen zur Definition des holomorph 
vollstindigen Raumes gestellt werden. Man erhilt leicht durch o-Modifi- 
kation™) eines Holomorphiegebietes des C" eine komplexe Mannigfaltigkeit, 
die, obgleich sie dem Axiom der Holomorphiekonvexitaét geniigt und n un- 
abhangige holomorphe Funktionen besitzt, nicht K-vollstaéndig und darum nicht 
holomorph vollstandig ist. DaB die K-Vollstaindigkeit ohne die Holomorphie- 
konvexitaét zur Definition der Klasse (a) nicht hinreicht, wurde schon 
gezeigt. 

Es sei mir gestattet, Herrn Prof. Dr. H. Bennxe, der mir die Anregung zu 
der vorliegenden Arbeit gab, an dieser Stelle meinen Dank auszusprechen. 
Herrn Prof. Dr. K. Srern sei fiir wertvolle Hinweise gedankt. 


$ 1. Holomorph vollstindige Riume. 


Wir stellen in diesem Paragraphen grundlegende Begriffe und Siatze zu- 
sammen: 

Def. 1. Ein Paar A = (R, D) heift eine analytisch-verzweigte Uberlagerung 
eines Gebietes G des Raumes C" von n komplexen Verdnderlichen,wenn folgendes 


gilt: 

1. R ist ein lokal-kompakter Hausdorffscher Raum, @ ist eine eigentliche'*) 
stetige Abbildung von R auf G. Der Punkt x¢ R (wir sagen auch x €A) heift 
iiber dem Punkt D(x) € G gelegen. 


™) H. Horr: Uber komplex-analytische Mannigfaltigkeiten. Rend. Mat. appl. V, 10, 
169—182 (1951). 

12) Eine Abbildung zweier lokal-kompakter Hausporrrscher Raume ineinander heiBt 
eigentlich, wenn die Urbildmengen kompakter Mengen kompakt sind. Wir verwenden 
»kompakt“ im Sinne von N. BoursBak1. 
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2. Es gibt eine (evtl. leere) analytische Menge A in G, derart, daB ® (A) 
in R nirgends dicht liegt und dap R=R-@2 (A) lokal-topologisch™) durch ® 
auf G— A bezogen wird und daf iiber jedem Punkt von G nur endlich viele 
Punkte von R liegen. 

3.Zu jedem Punkt x¢€ R gibt es beliebig kleine Umgebungen"), so dap 
U — @4 (A) zusammenhingend ist. 

Der Begriff des komplexen Raumes sowie die Begriffe der holomorphen 
Abbildung von komplexen Réumen ineinander und der analytischen Menge*) 
usw. seien wie in (1)'*) definiert. Doch setzen wir hier nicht voraus, daB ein 
komplexer Raum XN zusammenhingend ist. Vielmehr wird nur gefordert, 
daB RN aus héchstens abzahlbar vielen zusammenhingenden Komponenten 
besteht. Besitzt RN eine abzihlbare Umgebungsbasis, d.h. gibt es ein abzahl- 
bares System von offenen Mengen {U,}, derart, daB jede offene Menge von % 
Vereinigung von Mengen U;, ist, so erzeugt (vgl. (1)) jede analytische Menge 
ACR in natiirlicher Weise einen komplexen Raum *A, der durch eine holo- 
morphe Abbildung o auf A abgebildet ist. o ist in *A nirgends entartet und 
eine eigentliche Abbildung. Dabei nennen wir eine holomorphe Abbildung a: 
R-’R eines komplexen Raumes N in einen komplexen Raum 'R nirgends 
entartet, wenn die Fasermenge §,: {o-'o(x)} fiir alle 2€QR aus isolierten 
Punkten besteht. Eine Abbildung o heiBt nicht entartet, wenn wenigstens 
ein F,, x € KR, nur isolierte Punkte enthilt. 

Wir sagen: eine analytisch-verzweigte Uberlagerung % = (R, ®) geniigt der 
C-Bedingung'"), wenn es zu zwei beliebigen Punkten z, y ¢ R, D(x) = D(y) 
eine auf 2 holomorphe Funktion gibt, die in x und y verschiedene Funktions- 
elemente besitzt. 

Def. 2. Ein komplexer Raum R geniigt der C-Bedingung, wenn es zu jedem 
Punkt x €R ein lokales Koordinatensystem (U,¥,A) gibt, bei dem F die offene 


8) Eine Abbildung t heiBt lokal-topologisch, wenn t eine Umgebung jedes Punktes 
topologisch abbildet. 

*) Unter einer Umgebung einer Menge N sei stets eine offene Menge verstanden, die NV 
enthalt. 

5) Da es unbekannt ist, ob auf jeder analytisch verzweigten Uberlagerung 2 holo- 
morphe Funktionen / existieren, derart, daB das Verzweigungsverhalten von 2 dem Ver- 
zweigungsverhalten von f entspricht, ist es unzweckmaBig, die analytische Menge als 
gleichzeitiges Nullstellengebilde von holomorphen Funktionen zu definieren. Vielmehr 
heiBe eine Menge AC % analytisch, wenn es zu jedem Punkt x € R eine Umgebung U(z), 
einen komplexen Raum ©, und eine eigentliche, nirgends entartete holomorphe Abbildung t 
von ©, in U gibt, derart, daB t(G,) = U7\A ist. Nach einem Projektionssatz von 
R. REMMERT [loc. cit*)] ist diese Definition bei komplexen Mannigfaltigkeiten zu der 
iiblichen Definition aquivalent. Ferner Bt sich beweisen, daB das gleichzeitige Nullstellen- 
gebilde einer Menge von in R holomorphen Funktionen immer eine analytische Menge im 
Sinne unserer Definition ist. 

*) (1) H. Gravert und R. Remmert: Zur Theorie der stetigen und eigentlichen 
Modifikationen komplexer Réume (erscheint in den Math. Ann.). Die komplexen Raume 
werden hier im wesentlichen nach H. BEHNKE und K. STE rn [loc. cit.*)] definiert. 

17) Eine bislang noch nicht bewiesene Vermutung ist, daB jede analytisch-verzweigte 
Uberlagerung eines Polyzylinders der C-Bedingung geniigt. Ist diese Vermutung richtig, 
so erfiillt jeder komplexe Raum die C-Bedingung. 
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Menge U CR auf eine offene Menge einer analytisch-verzweigten Uberlagerung A 
abbildet, die die C-Bedingung erfiillt. 

Eine analytisch-verzweigte Uberlagerung, die der C-Bedingung geniigt, 
ist zu einem durch eine in einem Gebiet des C" analytische Menge A erzeugten 
komplexen Raum *A analytisch aiquivalent. Deshalb sind die komplexen 
Raume mit C-Bedingung genau die komplexen Raume nach der Definition 
von H. CarTan’*) (espaces analytiques généraux). 

Wir definieren nun das konkrete Riemannsche Gebiet iiber dem C*: 

Def. 3. Hin PaarR = (R, D) heift ein Riemannsches Gebiet iiber dem CO", wenn 

1. R ein Hausdorffscher Raum ist, der aus hichstens abzihlbar vielen zu- 

enhiingenden Komponenten besteht und ® eine offene stetige Abbildung 
von R in den C" ist, 

2.es zu jedem Punkt x€ R eine Umgebung U(x)CR gibt, derart, dag 
A = (U,D) eine analytisch verzweigte Uberlagerung von P(U) ist. 

Dabei heiBt eine Abbildung offen, wenn sie offene Mengen auf offene 
Mengen abbildet. Ein Riemannsches Gebiet ist trivialerweise ein spezieller 
komplexer Raum. Es gilt nun: 

Satz 1. U sei eine offene Menge eines komplexen Raumes %, f, .. . f;, seien 
endlich viele in R holomorphe Funktionen, die eine nirgends entartete Abbildung 
t von U in den C* vermitteln. Dann gibt es um jeden Punkt r(x), x€ U, eine 
Hyperkugel H < C* und um x eine beliebig kleine Umgebung V C U, die durch t 
eigentlich in H abgebildet wird. 

Beweis. Da t nicht in x entartet ist, gibt es zu x eine Umgebung W/(z), 
WcU, derart, daB +(x) +71(W—W) ist. Die Menge t(W—W) ist abge- 
schlossen. Deshalb kann man um 1(zx) eine Hyperkugel H legen, derart, daB H 
keinen Punkt von t(W—W) enthialt. Die offene Menge V= 1-?(H) \ W wird 
durch t eigentlich in H abgebildet, wie man auf folgende Weise zeigen kann: 
Wir diirfen annehmen, daB W und damit V zu einer offenen Menge einer 
analytisch verzweigten Uberlagerung aquivalent ist. Eine Menge Nc V ist 
deshalb genau dann kompakt, wenn jede Folge von Punkten z,,v = 1,2,3. .., 
aus N in N einen Haufungspunkt hat. Jede beliebige Folge von Punkten 
z,€V hauft sich gegen einen Punkt x¢ W. Es gilt sogar x ¢ W, da anderen- 
falls r(x.) € H gegen t(x) €t(W—W) konvergieren miiBte. Ist nun M eine 
kompakte Menge aus H und 2,¢ N = 1-1{M) 1-4 W, so gilt t(x) € M und damit 
x€N. Das war zu beweisen. 

Da V eigentlich in H abgebildet wird, folgt aus einem Satz von R. Rem- 
MERT iiber Projektionen analytischer Mengen und komplexer Raume’®), da 








48) Vgl. H. Cartan, loc. cit.*). 
1®) Vgl.zwei demnachst erscheinende Arbeiten von R. REMMERT in den Math. Ann. iiber: 
»»Projektionen analytischer Mengen“ und ,,Holomorphe und meromorphe Abbildungen 
analytischer Mengen.‘‘ Der Satz von R. REMMERT lautet: Sind N,@ komplexe Raume, wird 
R durch 7 eigentlich und holomorph in © abgebildet und ist A eine analytische Menge 
in R, so ist t(A) eine analytische Menge in ©. Natiirlich ist dieser Satz bei der in der 
vorliegenden Arbeit angegebenen Definition der analytischen Menge fast trivial. R. 
REMMERT beweist eine tieferliegende Aussage: Erfiillt G die C-Bedingung, so ist t (A) das 
simultane Nullstellengebilde von endlich vielen lokal-holomorphen Funktionen. 
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t(V) 4 eine analytische Menge in H ist. Dieser Umstand kann ausgenutzt 
werden, um die normale Einbettung eines komplexen Raumes zu defi- 
nieren. 

Def. 4. Endlich viele in R holomorphe Funktionen f, . . . f, betten eine Um- 
gebung eines Punktes x €R genau dann normal ein, wenn es 

l. um x eine Umgebung U gibt, in der f,...f, eine eindeutige und somit 
nirgends entartete holomorphe Abbildung t vermitteln, 

2. bei hinreichend klein nach Satz 1 gewiihltem V t(V)-\ H eine in H normal 
eingebettete analytische Menge ist. 

Def. 5. Eine in einem Gebiet G des C" analytische Menge A ist normal ein- 
gebettet, wenn sie in jedem ihrer Punkte normal eingebettet ist. 

Def. 6. Eine analytische Menge ACG ist in einem Punkt x€ A normal 
eingebettet, wenn jede in einer Umgebung von x auf A holomorphe Funktion g 
Spur einer in einer Umgebung U, CG holomorphen Funktion g ist. 

Dabei heiBt eine Funktion g in einer Umgebung von z auf A holomorph, 
wenn g in einer Umgebung der Punkte o-1(x) in *A holomorph ist. *A ist 
der durch A erzeugte komplexe Raum, o bezeichnet wieder die kanonische Ab- 
bildung *A—A. Es wird nicht gefordert, daB g in allen Punkten o~'(x) den 
gleichen Funktionswert hat. 

Wir sagen: Ein komplexer Raum R wird durch endlich viele in R holo- 
morphe Funktionen f, . . . f, normal eingebettet, wenn 1. die f, . . . {, den Raum 
in einer Umgebung jedes seiner Punkte normal einbetten und 2. in zwei 
beliebigen verschiedenen Punkten 2, y¥¢€R immer fiir wenigstens ein 
v=1...k: f,(x) +f,(y) ist. Normal eingebettete analytische Mengen A 
sind lokal irreduzibel eingebettet. Es ist daher dann *A zu A analytisch 
aquivalent. 

Es gilt: 

Satz 2. Zu jedem Punkt x eines komplexen Raumes R, der der C-Bedingung 
geniigt, gibt es eine Umgebung U(x) CR, derart, daB U(x) durch endlich viele in 
U(x) holomorphe Funktionen f, . . . f,, normal eingebettet wird. 

Beweis. Da der Satz lokaler Natur ist, diirfen wir annehmen, daB XR 
eine analytisch-verzweigte Uberlagerung ist, die der C-Bedingung geniigt. 
R ist dann zu einem durch eine analytische Menge erzeugten komplexen 
Raum *A aquivalent. Nach einem Satz von H. Cartan und K. Oxa?®) JaBt 
sich *A in einer Umgebung U jedes Punktes x ¢ *A durch in U holomorphe 
Funktionen normal einbetten. Damit ist Satz 2 bewiesen. 

Wir benétigen fir spitere Zwecke noch folgenden 

Satz 3. Sind R ein komplexer Raum und f, -: . . f, in R holomorphe Funk- 
tionen, die eine Umgebung U eines Punktes x €R normal einbetten, so gibt es 
eine positive Zahl e, derart, dap auch alle in R holomorphen Funktionen 'f, . . .’f,, 
't.—f,| < e in U, eine Umgebung von x normal einbetten. 


20) H. Cartan, loc. cit.1°*), K. Oxa, loc. cit. '°*). Der hier benutzte Satz lautet: 
Ist A eine analytische Menge eines Gebietes des C”, *A der durch A erzeugte komplexe 
Raum, so gibt es zu jedem Punkt x €*A endlich viele in z holomorphe Funktionen f, . . . fx. 
die eine Umgebung von z norma! einbetten. 
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Wir benutzen beim Beweise von Satz 3 einen Satz von H. Cartan und 
K. Oxa”): 

Cartan-Okascher Fundamentalsatz. Jst A eine in einem Holomorphie- 
gebiet Z des C" normal eingebettete analytische Menge und ist h, \|h| < M, eine 
auf A (schwach) holomorphe Funktion, so gibt es zu jedem relativ-kompakt in Z 
enthaltenen Gebiet 'Z eine nicht von h abhiingende Konstante K,>0 derart, 
daB h auf Ar\'Z Spur einer in 'Z holomorphen Funktion h, \|h| < KyM, ist. 

Beweis von Satz 3. Da die Funktionen /,.../, eine holomorphe Ab- 
bildung t von U in den z,...z,-Raum vermitteln, die U normal einbettet, 
ist t in U sicher nirgends entartet und dort eineindeutig. Nach Satz 1 gibt 
es eine Hyperkugel H um rt(z) und eine Umgebung V(x) U, derart, da8 r 
die Menge V eigentlich in H abbildet. A = 1(V) ist eine normal eingebettete 
analytische Menge in H. Sei ‘H ¢ H eine relativ-kompakt, konzentrisch in H 
enthaltene Hyperkuge!. Nach dem Cartan-Okaschen Satz gibt es zu ‘H eine 
Konstante K,, derart, daB sich alle auf A holomorphen Funktionen g, |g(A)|< e, 
in A/\'H als Spur einer in ‘H holomorphen Funktion g, |g('H)| < Koe, dar- 
stellen lassen. Setzen wir auf A: g,= f,r, ‘g,='f,r-? und ist in U: |’f, 
~ f,| < e, so ist in ‘H: g,= z, und |’g,— z,| < Koe. Ist ¢ hinreichend klein ge- 
waht, so gibt es daher eine Umgebung W(r(zx)) ¢ ‘H, die die Funktionen ‘g, 
eineindeutig auf ein Gebiet G des w, ...w,-Raumes abbilden. Bezeichnet 
A diese Abbildung, so ist 4(A ~ W) eine in G normal eingebettete analytische 
Menge. Denn eine Fortsetzung einer beliebigen in einem Punkt w ¢€ (A 4 W) 
auf 4(4 7 W) holomorphen Funktion A in eine Umgebung dieses Punktes 


0 C G erhalt man, wenn man AA zu Ah in (0) fortsetzt und darauf in U: 
h = 4 Ah bildet. Die Funktionen ‘/, bilden eine Umgebung von z einein- 
deutig auf 4(A -\ W) ab, betten also in dieser Umgebung ® normal ein. Das 
war zu beweisen. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es uns nun méglich geworden, den Begriff 
des holomorph vollstandigen (komplexen) Raumes zu definieren: 

Def. 7. Hin komplexer Raum R heiBt holomorph vollstindig, wenn folgende 
Axiome erfiillt sind: 

1. R besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis. 

2. Zu zwei beliebigen Punkten x, y €R, x + y, gibt es immer eine in R holo- 
morphe Funktion f, derart, daB f(x) + f(y) gilt. 


#1) Vgl. H. Cartan: Idéaux et modules des fonctions analytiques des variables com- 
plexes. Bull. Soc. Math. France 78, 28—64 (1950). Ferner auch H. Cartan, loc. cit.*) 
(Briissel), théoréme 3. Der Satz, daB jede Funktion, die auf einer in einem Holomorphie- 
gebiet G normal eingebetteten analytischen Menge A (schwach) holomorph ist, sich als 
Spur einer in © holomorphen Funktion gewinnen laBt, wurde schon vor mehreren Jahren 
von H. Cartan bewiesen. Die hier benutzte Verscharfung ergibt sich nach einer miind- 
lichen Mitteilung von H. Cartan aus einem Satz von Banacu iiber lineare Abbildungen 
vollstandiger metrischer Vektorraume aufeinander (vgl. N. Boursaki XII, Esp. vect. top.). 
Der Raum der holomorphen Funktior.en auf A bzw. © ist — versehen mit der Topologie 
der gleichmaBigen Konvergenz — ein vollstandiger metrisierbarer Vektorraum tiber dem 
Kérper der komplexen Zahlen. Vgl. auch K.Oxa: Sur la théorie des fonctions des 
plusieurs variables. IX: Domaines finis sans point critique interieur. (Jap. J. Math. 
1953.) 
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3. Zu jedem Punkt x €XR gibt es endlich viele in R holomorphe Funktionen 
f,. . - fy, die eine Umgebung von x normal einbetten. 

4.R ist holomorph-konvex**). 

Ein holomorph vollstindiger komplexer Raum ohne nichtuniformisierbare 
Punkte heiBt eine holomorph vollstindige komplexe Mannigfaltigkeit (variété de 
Srer). Wir zeigen: 

Satz 4. Zu jedem Punkt x eines komplexen Raumes R, der der C-Bedingung 
geniigt, gibt es eine beliebig kleine Umgebung U(x), die ein zusammenhingender, 
holomorph vollstdindiger Raum ist. 

Beweis. Da der Satz lokaler Natur ist, diirfen wir annehmen, daB & eine 
analytisch-verzweigte Uberlagerung 2% = (R, ®) einer Hyperkugel H ist. Zu 
x€%A gibt es nach Satz 2 eine Umgebung V, die durch endlich viele in V holo- 
morphe Funktionen f, . . . f, normal eingebettet wird. Wahlen wir um ®(z) 
eine Hyperkugel ‘H « H, derart, daB ®-'('H) -\ Vc V gilt, so ist O“('H) ~\ V 
ein holomorph vollstaindiger Raum. Denn die Axiome 1, 3, 4 von Def. 7 
sind trivialerweise erfillt. Axiom 2 ist erfiillt, da die f,.. . f, die Umgebung V 
eineindeutig abbilden. 

In den folgenden Paragraphen wird der Definition 7 der Begriff des K- 
vollstandigen Raumes gegeniibergestellt. 

Def. 8. Ein komplexer Raum R heift K-vollstindig, wenn es zu jedem Punkt 
xER endlich viele in R holomorphe Funktionen gibi, die eine Umgebung von x 
nirgends entartet abbilden. 

Jeder holomorph vollstaéndige Raum und jedes Riemannsche Gebiet ist 
trivialerweise ein K-vollstandiger Raum. Doch gibt es sogar offene komplexe 
Mannigfaltigkeiten, die nicht K-vollstandig sind. 

Fiir holomorph vollstandige Raiume gelten ahnliche Sitze, wie fiir holo- 
morph vollstandige Mannigfaltigkeiten. 

Satz 5. (1. Cousinsche Aussage)**). Ist {U,} eine offene Uberdeckung von %, 
sind in allen U; meromorphe Funktionen f, definiert, derart, dap in allen 
U55,= U5, 05,: 95,5.= bi — f;, holomorph ist, d.h. ist in R eine Cousin-I- 
Verteilung gegeben, so gibt es eine inR meromorphe Funktion f ( Lésung der Cousin- 
I-Verteilung ), derart, daB { — f, in U, holomorph ist. 

Nennt man einen Bereich 3 CRN konvex in bezug auf R, wenn B in bezug 
auf die Klasse der in RX holomorphen Funktionen holomorph-konvex ist, so 
gilt ferner: 

Satz 6. (Approximationssatz)**). Jst B ein in bezug auf R konvexer Bereich, 
80 lift sich jede in B holomorphe Funktion im Innern von B durch eine Folge 
von in R holomorphen Funktionen gleichmapig approximieren. 

Dabei sagen wir, eine Folge von holomorphen Funktionen /, approximiert 
im Innern von B gleichméfig eine Grenzfunktion f, wenn f, auf jedem kom- 
pakten Teil von B gleichmaBig gegen { konvergiert. 

#2) H. Cartan, loc. cit.*) (Briissel), p. 49. 

23) Vgl. P. Coustn: Sur les fonctions des » var. compl. Acta math. 19, 1—62 (1895) 
und K. Oxa: Sur la théorie des fonctions des plusieurs variables. II: Domaines d’ holomorphie. 


J. Sci. Hiroshima Univ. A 6, 245—255 (1936). 
24) Dieser Satz fiihrt in der Literatur auch den Namen Runcescher Satz. 
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Wir zeigen zuniichst Satz 6. G ist durch eine Folge P,: {x « R, |f?(x)| < 1, 
p=l...&,, i. holomorph in X} analytischer Polyeder von R ausschépfbar, 
bei der DB, relativ-kompakt in D,,, liegt. Zu jedem P, gibt es endlich viele 
in ® holomorphe Funktionen /{”. . . ff, ff)... -f2, \AP (BI < 1, w=1... 
m,—k,, die eine umkehrbar eindeutige holomorphe Abbildung 1, von SB, in 
den m,-dimensionalen Einheitspolyzylinder Z vermitteln, derart,daB A = r,(Y,) 
eine in Z normal eingebettete analytische Menge ist. Es sei 'Z,¢ Z ein Poly- 
zylinder, der 1t,($,_,) umfaBt, und A sei eine holomorphe Funktion in Q,. 
Nach dem Cartan-Okaschen Fundamentalsatz ist dann h = ht > auf A/\’Z, 


Spur einer in ‘Z, holomorphen Funktion h. Da h sich in eine Potenz- 


reihe nach den z,...2,,, entwickeln lat, kann h durch (endliche) Potenzsummen 
9 = 2Ay,...um,24'- - zm im Innern von 'Z, approximiert werden. Deshalb ist h 
im Innern von},_, durch Summeng = 2a, ,,, {\"...{@?"™» approximierbar. 


Eine gegen eine in& holomorphe Funktion g gleichmaBig konvergierende Folge 
von in N holomorphen Funktionen g,, erhalt man, wenn man zunichst g 


in jedem f, durch Funktionen g,,,, |g — 9,,,(B,-1)| < ‘ ,#=1, 2,3, ..., gleich- 
maBig approximiert und dann die Diagonalfolge g,, bildet. 

Beweis von Satz 5. Wir schépfen wieder R durch in R relativ-kompakte 
analytische Polyeder ,: {x €R, |f{?(x)| <1, u=1...k,, f? holomorph in R} 
aus. Kénnen wir zeigen, daB es zu jeder in R gegebenen Cousin-I-Verteilung 
in jedem J, eine Lésung f, gibt, so ist Satz 5 bewiesen, wie folgende Uber- 
legung zeigt. g,= f,,,—f, ist in DB, holomorph. Nach Satz 6 gibt es in R 
holomorphe Funktionen ‘g,, derart, daB \g,—’g,| < = in G,_, ist. Wir kénnen 
daher (durch Bildung von ‘f,, , = f,,,—’g,) die f, so bestimmen, daB |/,,, — f,| < 
< < in ,_, ist. f = lim, ist dann eine Lésung der Cousin-I-Verteilung in ®. 

Wir haben also nur noch zu zeigen, daB jede Cousin-I-Verteilung in R eine 
Lésung in , besitzt. Dazu betten wir B,,, durch endlich viele in R holo- 
morphe Funktionen f(’*”. .. f’*, fU4?.../@* als analytische Menge A wie 
beim Beweise von Satz 6 normal in den Einheitspolyzylinder Z ein. Es sei t die 
durch diese holomorphen Funktionen beschriebene Abbildung. 1($,) ist in 
einem Polyzylinder ‘Z : {|z,| < 1—e, 0 < e < 1} enthalten. Offenbar kénnen 
wir den Kreis ‘K: {|z| < 1—e} durch endlich viele offene Umgebungen 
V,c K:{\z| <1}, i=1...8, tiberdecken, derart, daB die Uberdeckung 
(Wi... im} mit Wi. i,,=TUAN(V,,x --- Vj,,)), i, =1...8, eine Ver- 
feinerung der Uberdeckung {U;} von , ist. Jedem (i... i,,) kann dann ein 
i= y(é,...4,), Wi... im C U;,, zugeordnet werden. Wir erhalten in natiir- 
licher Weise in bezug auf die Uberdeckung {W;, .. cis Cine Cousin-I-Ver- 


sig Wenn wir in W;, _ ;,, die meromorphe Funktion 


fi... tm = fitiy.. sim) VOrgeben. Jede Lésung der Cousin-I-Verteilung in 
bezug auf {U;} ist in W eine Lésung der zu{W;,___;,,} konstruierten Cousin-I- 
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Verteilung und umgekehrt. Den weiteren Beweis des Satzes 5 stiitzen wir 
auf folgende Aussage: 
(1) Es seien Q,, Q., QC K offene Mengen des Einheitskreises K, mit P,, 
i= 1,2, sei die Teilmenge Q;x Qx---x@Q von Z bezeichnet, ferner sei W, 
t(P,) \D,,,- Ist dann g, , in (einer Umgebung von) W, -\ W, holomorph, 
so gibt es in W,, W, holomorphe Funktionen g,, g., derart, daB g, »= 9; — 9» 
in W, 0 DW, ist. 
Zum Beweise dieser Behauptung bilden wir 9, »= g;,,7~? auf'A = AN Pn 
\P,¢Z. Auf ‘A ist g,. nach dem Cartan-Okaschen Fundamentalsatz Spur 
einer in P, \ P, holomorphen Funktion 9, ,. Nach einem Heftungslemma von 
Coustn*’) gibt es in P,, P, holomorphe Funktionen ,, J, derart, daB g,— 9. 
9y,2in P,P, ist. g, = g,t sind dann die gesuchten Funktionen in W,. 
Die Aussage (1) verwenden wir, um eine Lésung der Cousin-I-Verteilung 


in %, zu konstruieren. Sind ORS eae holomorphe Funktionen 
in W;,.... baw. in W;,.», derart, daB in W, 10 Wi,...2: 9i,...1—9i...2 
fi,...1—fi,...2 gilt, so ist *f=f,, 1 —%,..1=fi,...2—%...2 eime Lé- 


sung der Cousin-I-Verteilung in W;, ,UW;,...2. Durch Heftung in 
W,,..1UW;,...2 und W,,.3 nach dem gleichen Verfahren erhilt man 
eine Lésung der Cousin-I-Verteilung in W; .U Wi,...2U Wi... Man 
kann diese Methode zur Konstruktion von Lésungen beliebig fortsetzen. 
SchlieBlich erhélt man eine in W meromorphe Funktion /, die dort eine 
Cousin-I-Lésung ist. Da W >, gilt, ist in f eine Funktion fiir DJ, mit den 
verlangten Eigenschaften gefunden. Damit ist’ Satz 5 bewiesen. 

Wir zeigen noch folgende Aussage: 

Satz 7. Ist R ein holomorph-konvexer Raum mit abzihlbarer Umgebungs- 
basis und gibt es eine R ausschipfende Folge B,, ... CB, CB, C++ von in 
bezug auf R konvexen Bereichen, die alle holomorph vollstiindige Réiume sind, 
so ist R selbst ein holomorph vollstindiger Raum. 

Reweis. Wir miissen zeigen, daB die Axiome 2, 3 des holomorph voll- 
stindigen Raumes bei & erfiillt sind. Da die G, den Raum ® ausschépfen, 
gibt es zu zwei beliebigen Punkten xz, y€R ein B,, so daB xz, y€B,, ist. 
Gilt f(x) + f(y), f holomorph in %,,, so existiert nach Satz 6 eine Folge von 
in B,, » >, holomorphen Funktionen f/,, die im Innern von ® gleichmaBig 
gegen eine Grenzfunktion g konvergiert, derart, daB |/,,,(x)— f,(z)|, 
feaa(y)— f,(y)| < e, ist. Sind die e, hinreichend klein gewihlt, so ist sicher 
g(x) + g(y). Also ist Axiom 2 in & erfillt. DaB auch Axiom 3 erfiillt ist, 
folgt mit der gleichen Uberlegung unter Verwendung von Satz 3. 


§ 2. Abzihlbarkeit der Topologie K-vollstindiger Riume. 

In diesem Paragraphen wird gezeigt, daB ein K-vollstandiger Raum R 
eine abzaihlbare Topologie besitzt (Satz 8). Offenbar ist diese Aussage be- 
wiesen, wenn sie fiir jede zusammenhingende Komponente von ® nachge- 
wiesen ist. Wir diirfen darum beim Beweise von Satz 8 voraussetzen, daB R 
zusammenhingend ist. 


%) Vgl. H. Benwxe und P. Tuvtxes, loc. cit.!°), § 4, Satz 32. 
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Hilfssatz 1. Gibt es eine nirgends entartete holomorphe Abbildung rt: 

z = f, (2), - - «s Zm= fm (2) vONR in den komplexen Zahlenraum der Verdnderlichen ( 
21. . « Zm, 80 besitzt R eine abziihlbare Umgebungsbasis. 

Beweis. Wir zeigen zunichst, daB es eine abzihlbare iiberall dichte Punkt- 
menge in ® gibt. Sei n die Dimension von %. Da t nirgends entartet abbildet, ] 
ist m>n, und es gibt m Funktionen f, . . . f;,,, t< ig< +++ < t,, ,= 1... m, 
die eine offene Menge RCR nirgends entartet abbilden. Nach einem Satz 
von R. REMMERT”*) ist die Entartungsmenge dieser Abbildung A eine héchstens 
n — 1-dimensionale analytische Menge. & liegt also iiberall dicht in R. 

In & ist die Menge K der nichtuniformisierbaren Punkte diinn von der 


Ordnung 2, d.h. in einer Umgebung U jedes Punktes von R ist UK in einer é 
héchstens n — 2-dimensionalen analytischen Menge enthalten. Die Nullstellen P 
der Funktionaldeterminante von A bilden eine analytische Menge A in R — K. i 
R= R—A—K liegt dicht in R und damit auch dicht in &. 

Fiir jedes x <¢ R besteht 4-1 (A(x)) AR aus héchstens abzihlibar vielen ‘ 
Punkten, wie sich aus folgender Uberlegung ergibt. R wird durch 4 lokal- 
topologisch in den C" abgebildet. Man kann deshalb zwei Punkte z, y € R 
stets durch eine Kurve €4¢ R verbinden, derart, daB A(€¥) ein Streckenzug S 
des C" ist, dessen Ecken héchstens mit Ausnahme des Anfangs- und End- 
punktes von S rationale Koordinaten haben. Ist dann x € R ein fester Punkt, 
so ist jeder Punkt y ER, A(x) = A(y), durch einen Streckenzug A(€%) ein- 
deutig bestimmt. Da es im C” nur abzihlbar viele solcher Streckenziige gibt. 
ist die Menge A~*(A(x)) A\® abzihlbar. " 

Deshalb ist auch die Menge 7’: {x € R, A(x) rational} abzdhlbar. Ferner 
liegt 7 dicht in R und damit auch dicht in XR. 

{H%}, y= 1, 2,3,..., sei nun die Menge der Kugeln mit rationalen Ra- P 
dien r, um einen beliebigen Punkt z = (z,. . . z,,) € C™. Es sei V? die zusammen- } 
hingende Komponente von t~1(H;), die x enthalt. Wir zeigen, daB {V7}, € 
x € T eine Umgebungsbasis von & ist. Ist nimlich x ein Punkt einer offenen I 
Menge G CR, so gibt es, dat in x nicht entartet ist, eine in G relativ kompakte e 
Umgebung W(x), derart, daB r(x) + 7(W—W) gilt. r(W—W) hat als abge- l 
schlossene Menge einen endlichen Abstand d von t(x). Sei U die x enthaltende p 
zusammenhingende Komponente des Bereiches der Punkte y von W, deren 


S& @ 


Bildpunkte t(y) von r(x) einen geringeren Abstand als ; haben. Ist dann g 


‘2 € U\T und V/? eine Umgebung, die zu einer Hyperkugel H{ mit einem 


Radius $ <v,< = gehért, so gilt x¢ Vj7CG. Jede offene Menge G¢ ist s 
also Vereinigung von Umgebungen V{. Da ferner {V*} abzihlbar ist. ist - 
gezeigt, daB {V*} eine abzihlbare Basis der Topologie von & ist. P 





%6) Vgl. R. RemMeRt, loc. cit.’) und *). 
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Wir zeigen nun zwei an sich interessante Hilfssiitze. Zunichst sei jedoch 
der Begriff der Konvergenzhiille®’) eingefiihrt. 

Def. 9. Unter der Konvergenzhiille B einer zusammenhingenden offenen 
Menge & eines komplexen Raumes R sei die Vereinigung aller offenen zusammen- 
hiingenden Mengen *B > DB verstanden, fiir die folgendes gilt: 

Ist f, eine beliebige Folge von in *B holomorphen Funktionen, die im Innern 
von B gleichmaBig gegen eine hoiomorphe Grenzfunktion { konvergiert, so kon- 
vergiert f, auch gleichmapig im Innern von *B. 

Offenbar ist G der gréBte Bereich in R mit der Eigenschaft der Gebiete *Z. 

Hilfssatz 2. Sind R ein komplexer Raum, BCR eine zu enhingend. 
offene Menge, die nur uniformisierbare Punkte von R enthilt und deren Topologie 
eine abzihlbare Basis besitzt, do ein positiv definites Riemannsches Volumen- 
element in B und ferner {f} die Familie der in B holomorphen Funktionen, die 
in B in bezug auf do quadratintegrabel sind ((f,f)a= [ {fdo< ce), so gilt: 


a 
1. Jede Menge von holomorphen Funktionen f{ € {f}, (f,f)a< M bildet eine 
normale Familie in B, deren Grenzfunktionen in {f} enthalten sind. 
2. Es gibt ein Orthonormalsystem {g,}, v = 1, 2, . . -, Gos Gu) = [ GrGnd0 = OF, 
B.) 


von Funktionen aus {f}, derart, daB sich jede Funktion f € {f} in eine im Innern 
von B gleichmifig konvergierende Summe X c,g, entwickeln lapt. 

Wir nennen ein solches Orthonormalsystem vollsténdig. 

Hilfssatz 3. Zu holomorphen Funktionen },...f,, eines komplexen Raumes 
R, die eine Umgebung U eines Punktes x €R nirgends entartet abbilden, gibt 
es eine positive Zahl e, derart, daB alle in R holomorphen Funktionen g,. . . gm 
mit |\f,—g,| << «in U ebenfalls eine (von g, nicht abhiingende) Umgebung von x 
nirgends entartet abbilden. 

Beweis von Hilfssatz 2. Wir zeigen zunichst 1. Sei z ein beliebiger Punkt 
von. Nach Voraussetzung gibt es um x eine Umgebung U, die durch eine 
eineindeutige Abbildung t: U->'Z auf einen Polyzylinder ‘Z: {\z,) << 1+ e, 
y= 1...m, > 0} des C" abbildbar ist. Nach einem Satz von Oscoop*) hat 
eine solche Abbildung eine nirgends verschwindende Funktionaldeterminante. 
Deshalb ist das durch rt in natiirlicher Weise nach ’Z iibertragene Volumen- 
element do’= dot in 'Z positiv definit. Bezeichnet do* das euklidische Vo- 
lumenelement, so gibt es daher eine positive Zahl a, derart, daB im Einheits- 
polyzylinder Z : { |z,| < 1}: 





ado’ < do’ 
gilt. Ist nun fiir eine Funktion f € {f} das Quadratintegral (/,f)4< M, so 
gilt in Zin bezug auf do* darum sicher (ft, ft~*)z < —- . Nach einem bekannten 
Satz aus der Theorie der Orthogonalfunktionen*) ist die Familie der in Z 


27) Die Konvergenzhiille eines Gebietes © im C” ist der kleinste © umfassende Runge- 
sche Bereich. Vgl. dazu auch den Begriff der K-konvexen Hiille [H. Bennxe und 
P. THULLEN, loc. cit.19>), S. 76]. 

8) Vgl. Oscoopn, Lb. TI,, 8. 117 (Satz 5). 

2°) Vgl.S. Beraman: The kernel function and conformal mapping. (Amer. Math.Soc.1950.) 
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holomorphen Funktionen g, (g, g)z < = , normal. Eine einfache Uberlegung 


a 
ergibt daraus sofort, daB die Familie § der holomorphen Funktionen f € {f}, 
(f,f) < M, in& normal ist. Aus Definition 9 entnimmt man dann, deB gleiches 
auch fiir F in bezug auf B richtig ist. 
Konvergiert eine Folge /,¢ § in B gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion /, 
so gilt, wie man unmittelbar sieht, (f,/)a, < M, also f ¢ F. Damit ist 1. bewiesen. 
Um 2. zu zeigen, beachten wir, daB die Menge O der Orthogonalsysteme 
von Funktionen {f} durch die mengentheoretische Inklusion halbgeordnet wird. 
Jede durch diese Halbordnung lineargeordnete Teilmenge {S;} CO (Kette) be- 
sitzt in O eine obere Grenze S,= U S;. Damit sind in O die Voraussetzungen 
des Zornschen Lemmas erfillt. Nach dem Zornschen Lemma gibt es daher 
in O ein maximales Orthonormalsystem S: Jede Funktion f € {f}, die zu allen 


Funktionen von S orthogonal ist, muB in G identisch verschwinden. Wir 
zeigen, daB S nur abzahlibar viele holomorphe Funktionen enthalt. Sei -,, 
y=1,2,3..., eine in einer Umgebung UC@ eines Punktes x¢€% iiberall 
dichte, abzihlbare Punktmenge. Wir zeigen, daB die Menge Af, bo 8-8:3...., 


der holomorphen Funktionen g € S mit |g(x,)| => + endlich ist. Wire namlich 


J,» 4 = 1, 2,3. .., eine unendliche Folge verschiedener Funktionen aus S mit 


1 . 4 . , : . 
ig,(2y)| => |» 80 wiirde an ein Gur Jul Xr) e'* +0, in x, nicht konvergieren. 


Andererseits konvergiert aber Y rae 9, gleichmaBig im Innern von B, da 


(z—eitg,, EL ei%g,) < Sly <-v ist. UA? ist also abziihlbar. Da eine 
kv=1 

holomorphe Funktion, die auf der in U dichten Menge {z,} verschwindet, 

in B identisch null sein muB, folgt, daB U At alle Funktionen von S enthalt, 

und unsere Behauptung ist bewiesen. Bezeichnen wir nun die Funktionen 

von S mit g,, y= 1,2,3...! Ist dann f eine beliebige Funktion aus {f}, so 


oo 


ist »c,g,, c,= (f,g,), eine gleichmaBig konvergierende Entwicklung von /. 


Damit ist auch die Behauptung 2. bewiesen. 

Beweis von Hilfssatz 3. Wire der Hilfssatz falsch, so giibe es eine Folge 
von in ® holomorphen Funktionen g”, w= 1...k, v = 1, 2,3,..., und eine 
Folge von Umgebungen V,(x)c U, V,c V,,,, derart, daB 

1. die g\” in U gleichmaBig gegen die f,, konvergieren, 

2. in jedem V, ein Punkt z, enthalten ist, so daB die Menge {y € X, g{(y) 
= g'?)(x,)} eine wenigstens eindimensionale irreduzible Komponente A, enthilt, 
die durch x, verlauft, 

3. NV,= = ist. 

Ist dabei V! so klein gewahlt, daB V! relativ-kompakt im Wirkungs- 
bereich W eines lokalen Koordinatensystems von ® enthalten ist, so mu A, 
an den Rand von V! in W herangehen. V!— V? hat deshalb mindestens einen 
Punkt mit A, gemeinsam. Da die g‘?) in U gleichmaBig gegen die f,, und die 
x, gegen x konvergieren, muB auf V1— V1 auch ein Punkt von A = {y¢€%,f,(y) 
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= f,(x)} liegen. Andererseits ist die Abbildung z= f,(y)...2 = f,(y) in x 
nicht entartet. V! kann also so klein gewahlt werden, daB auf V1—V" kein 
Punkt von A liegt. Widerspruch! 

Die Hilfssitze werden nun benutzt um folgenden allgemeinen Satz zu 
beweisen : 

Satz 8. Die Topologie eines K-vollstindigen Raumes besitzt eine abzihlbare 
Umgebungsbasis. 

Beweis. Wir diirfen annehmen, daB R zusammenhingend ist. Es sei n die 
Dimension von R. Nach Voraussetzung gibt es in R endlich viele holomorphe 
Funktionen f,.. ., f,,, die eine nicht entartete Abbildung rt einer Umgebung 
eines Punktes von N vermitteln. Nach einem Satz von R. RemmMert®®) ist 
dann die Entartungsmenge von t eine héchstens » — 1-dimensionale analy- 
tische Menge A in ®. Hilfssatz 1 besagt, daB R— A ein Raum mit abzihl- 
barer Umgebungsbasis ist. Die Menge K der nichtuniformisierbaren Punkte 
von ® ist abgeschlossen und diinn von der Ordnung 2. R=R—A—K ist 
deshalb eine zusammenhangende komplexe Mannigfaltigkeit mit abzihlbarer 
Umgebungsbasis. 

Wir kénnen R& durch eine Folge von relativ-kompakten, zusammen- 
hingenden Gebieten G, c G,c G,. . . € R ausschépfen. Den weiteren Beweis 
des Satzes 8 stiitzen wir auf folgenden spiter zu beweisenden 


Hilfssatz 4. Die Folge der Gebiete 6, schipft R aus. 

Es werde nun angenommen, daB die Topologie von R keine abzahlbare 
Basis hat. Sicher gibt es dann ein G, , derart, daB G,, keine abzahlbare Um- 
gebungsbasis besitzt. In G, ., kann nach einem Satz von H. Wurrney*) 
eine positiv definite Riemannsche Metrik eingefiihrt werden. Es existiert 
darum in G,,,, ein positiv definites Volumenelement do. G,, hat in bezug 
auf do einen endlichen Inhalt. Alle in % holomorphen Funktionen sind in G,, 
beschrainkt, also sicher dort in bezug auf do quadratintegrabel ((f,f) = { ffdo < 

6), 


<o). Somit gilt: 

(1) Die Menge {f} der in G,, quadratintegrablen und der in G,, holomorphen 
Funktionen umfaBt die Menge der in R holomorphen Funktionen. 

Sei S: {g,}, vy = 1, 2,3. . ., ein vollstandiges Orthonormalsystem fiir {f}. Die 


Gesamtheit der Funktionensysteme §*: h,, = 3) cd”) 9,,u=1...k,s,k= 1, 2, 
1 


3..., & rational, ist abzihlbar. Da sich jedes System von k holomorphen 


Funktionen aus {f} durch Systeme (* in G,, gleichmaBig approximieren laBt, 
gilt wegen (1) und Hilfssatz 3: 


(2) Zu jedem Punkt x € 6,, gibt es ein Funktionensystem §*, das eine nirgends 
entartete Abbildung einer Umgebung von x vermittelt. 

8) Vgl. R. ReEMMERT, loc. cit.”*). 

*%) H. Wuiruey: Differentiable manifolds in euklidian space. Proc. Acad. USA 21, 
462—464. Die Existenz einer Riemannschen Metrik ergibt sich unmitteibar aus der 
Einbettbarkeit in den euklidischen Raum. 
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Wir diirfen annehmen, daS A = A/\G,, in G,, in iiberabzihlbar viele 
irreduzible Komponenten zerfallt. Anderenfalls gibe es entweder eine irre- 
duzible Komponente A, von A, derart, daB der durch A, erzeugte komplexe 
Raum *A, keine abzaihlbare Topologie besitzt, oder A wire einem komplexen 
Raum *A mit abzahlbarer Umgebungsbasis zugeordnet. Im ersten Fall 
k6énnten wir aus der Negation von Satz 8 fiir einen komplexen Raum * A, einen 
Widerspruch herleiten, dessen Dimension kleiner ais n ist. Der zweite Fall 
kann nicht eintreten, wie sich aus folgender Betrachtung ergibt. Es sei {*U,} 
eine abzihlbare Umgebungsbasis von *A, die aus relativkompakten Um- 
gebungen *U, von *A besteht. Jedem *U, C*A entspricht in umkehrbar ein- 
deutiger Weise eine in A offene Menge U,c A. Alle U, sind in bezug auf G,, 
relativ-kompakt. Es gibt deshalb in G,, zu jedem U, eine relativ-kompakte 
offene Menge V’>U,. Sei {V{,} eine abzihlbare Umgebungsbasis von V’. 
Ist dann {W,,} eine abzihlbare Umgebungsbasis von 6,,— A, so ist {W,3U 
{Vi} eine abzihlbare Basis der offenen Mengen von G,,. Das steht aber 
im Widerspruch zu der Annahme, daB die Topologie von 6,, iiberabzahl- 
bar ist. 

A verfallt also in G,, in iiberabzihlbar viele irreduzible Bestandteile 
A,,j€ I (I eine Indexmenge). Nun ist aber die Menge der §* abzihlbar. Es 
muB also zu jeder Punktmenge {z,}, x;¢€ A;, 7 € 7, wenigstens ein Funktionen- 
system §* geben, das eine nirgends entartete Abbildung einer Umgebung 
U =U 0U,(z,) (U; zusammenhingend) einer iiberabzihlbaren Teilmenge {z;,}, 
i€ ‘ICI, der x; vermittelt. G,, ist zusammenhingend. Deshalb kénnen wir 
jedes xz; mit einem festen Punkt y € G,, durch eine Kurve €; ¢ G,, verbinden, 
die mit Ausnahme ihres Endpunktes z; in G,, —UA._ enthalten ist. Ist dann 
Vic (G,,— UA;) eine zusammenhingende Umgebung von €,;— U, so ist 
@=UV,UU ein zusammenhingender komplexer Raum mit iiberabzihl- 
barer Topologie, denn U A, zerfallt in © in iiberabzihlbar viele irreduzible 
Komponenten. Das stainde mit einem bekannten Satz iiber die Zerlegung von 
analytischen Mengen in ihre irreduziblen Bestandteile im Widerspruch, wenn © 
eine abzihlbare Umgebungsbasis besaBe. 

Die durch das Funktionensystem (f*, f,. . . f,,) gegebene Abbildung ist in 
© nirgends entartet. Nach Hilfssatz 1 mu8 darum © eine abzihlbare Um- 
gebungsbasis besitzen. Widerspruch! Damit ist Satz 8 bewiesen. 

Wir holen nun den Beweis von Hilfssatz 4 nach: R 3 

Wir haben zu zeigen, daB es zu jedem Punkt x¢ AU K ein G,,, x €G,,, 

| gibt. Um z gibt es in R eine Umgebung U, die durch eine umkehrbar ein- 
deutige holomorphe Abbildung 4: U2 auf eine analytisch-verzweigte Uber- 
lagerung 21 = (R, ®) der Einheitshyperkugel Z bezogen werden kann. U kann 
ferner so gewahlt werden, daB (A \U K) 7 U in einer in U analytischen Menge 
B+U enthalten ist. ®A(B) = B ist eine héchstens n— 1-dimensionale 
analytische Menge in Z. Wir diirfen annehmen, daB ® A(x) Mittelpunkt von Z 
ist. Durch geeignete unitére Drehung erreicht man, daB die komplex ein- 
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dimensionale Ebene z,= --- = z,= 0 B nur in isolierten Punkten schneidet. 
Es gibt dann Zahlen 0 < e, 0 < ‘5 < 6, derart, daB die Umgebung V : {z,2,+ 
+++ 42,2, <&,'8< |x| < 5} in Z liegt und keine Punkte von B enthiilt. 
V:{DA(zx)€ V, x¢€ U} enthalt deshalb keinen Punkt von AUK. Es gibt 
ein G,, > V. Setzen wir W = {z,2,+ +--+ + 2p2_<&, |z,|< 6} und W = {xe U, 
P A(x) € W}, so nimmt jede in W holomorphe Funktion ihr Maximum auf V 
an*). Jede Folge von in G,, holomorphen Funktionen, die gleichmaBig auf V 
konvergiert, konvergiert deshalb auch gleichmaBig im Innern von W. Daher 


gilt WC G,, und— da x¢€W—2x€G,,. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 


$ 3. Aquivalenz der K-vollstindigen Raume und der Riemannschen Gebiete 
tiber dem C”. 

Wir zeigen, daB jeder K-vollstandige Raum zu einem Riemannschen Gebiet 
iiber dem C" analytisch aquivalent ist. Seien zunichst einige Vorbereitungen 
gemacht! Es werde definiert: 

1. G sei ein beschriinktes Gebiet des projektiven Raumes P*" der inhomo- 
genen Veranderlichen z,. . . z,,. 

2. A + G sei eine analytische Menge in G. 

3. P- sei der n — 1-dimensionale projektive Raum der komplexen Rich- 
tungen des C"= P"— {co} ({co} = unendlichferne Punkte). Jedem x ¢€ P*-! 
entspricht in umkehrbar eindeutiger Weise eine Schar t(x) von parallelen 
komplexen Geraden im C". 1,(x) sei die durch z= (z,...z,) verlaufende 
Gerade dieser Schar. 

4. Es sei M die Menge der Punkte x¢ P*-', zu denen es einen Bereich 
3c G und eine Uerade g € r(x) gibt, derart, daB G7\g nicht leer ist und dab 
BagCBoaA gilt. 

Wir zeigen folgenden fiir die weiteren Betrachtungen grundlegenden Satz: 

Satz 9. Die Menge M c P"—"' iiberdeckt keine offene Menge von P"-'. 

Beweis. Es werde auf folgende Weise eine Menge B im Raume © x P*-! 
konstruiert : 

Ein Punkt (z, x), z€ G, x € P*-', liege genau dann in B, wenn es eine Um- 
gebung U (z) CG gibt, derart, daB U r\t,(x) C UA gilt. Wir zeigen: 

(1) B ist eine analytische Menge in G x P*-'. 

Sei (z°, x®) ein beliebigerPunkt vonG x P"-1. Kénnen wir beweisen, daB es im- 
mer eine UmgebungU x V von (2°, x°) gibt, in der B das gleichzeitige Nullstellen- 
gebilde von holomorphen Funktionen ist, so ist unsere Behauptung bewiesen. Wir 
wihlen fiir U einen Polyzylinder |z,—z?|< d umz® und fiir V eine Umgebung von x® 
in P*-1, die im Wirkungsbereich von Lokalkoordinaten w,. . .w,—1, To (Wy- - Wn) 
= 9: {z,= w,z,, v=1...n—1}, V:{|w,| <r}, bei entsprechender Nume- 
rierung der z, enthalten ist. U sei ferner so klein gewahit, daB *U : {|z,— z?| < 
< 2d} relativ kompakt in G liegt und daB A -\*U in *U simultanes Nullstellen- 
gebilde von endlich vielen holomorphen Funktionen f,...f, ist. Offenbar 
liegt ein Punki (z, 2) € U x V genau dann in B, wenn F,(z, w, t) = f,(z,+ wyt,..., 

32) ‘Das Maximumsprinzip der holomorphen Funktionen auf komplexen Raumen. 
Math. Ann. 129. 17 
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Zy—y + Wy t,Z, + t) = Ofiiry = 1... kund |t| < min (a, s ) ist. Br\ U x V stimmt 
also mit den gleichzeitigen Nullstellen der holomorphen Funktionen Fy, (z,w) 
= F,(z,w,t),vy=1...k, |tp] < min (a, ") von z, w tiberein. Damit ist (1) bewiesen. 


Wir bilden den durch B erzeugten komplexen Raum *B. *B ist durch 
eine holomorphe Abbildung a in natiirlicher Weise auf B abgebildet. Es werde 
mit A die Projektionsabbildung von G x P”-! in G und mit x die Projektions- 
abbildung von G x P*-! in P=-" bezeichnet. Wir verstehen unter der Faser- 
menge §, der Abbildung x o zu einem Punkt y ¢ *B die Vereinigung aller irre- 
duziblen Komponenten der analytischen Menge (x c)-'x a(y), die durch y 
verlaufen. Es sei nun m die Dimension einer beliebigen zusammenhangenden 
Komponenten *B, von *B, und r(y) sei die Dimension von §,, y€*B,. Wir 
setzen d = = r(y) und bezeichnen mit 9 = m—d den Rang der Abbildung 


xo in *B,. »t gilt folgende Aussage : 

(2) Der Rang o der Abbildung x o von *B, in P"-! ist kleiner als n — 1. 

In der Tat! Angenommen, * B, ware eine zusammenhingende Komponente 
von *B, bei der das nicht der Fall ist. Es sei K die Menge der nichtuni- 
formisierbaren Punkte von *B, und £ die in *B,— K analytische Menge der 
Punkte von *B,— K, in denen die Funktionalmatrix A der Abbildung xo 
einen kleineren Rang als 9 hat. Wie man leicht sieht, ist ZH héchstens m — 1- 
dimensional. Sei nun y ein beliebiger Punkt von *B,— K— E. Man zeigt 
leicht, da unter unserer Annahme 9 = n— | ist, daB sich in einer Umgebung 
W(y) so lokale Koordinaten w,...wW,, To(% o(w,...Wm)) =g: {z,= W,2,. 
vy=1...n—1}, W: {|w,| < d}, einfiihren lassen, daB genau die Punkte ‘mit 
gleichem w,. . .w,—, durch x o in den gleichen Punkt von P"-! geworfen werden. 
Ferner gibt es in einer Umgebung V von x o(y)-Koordinaten *w,.. .*w,-;, 
V : {|wF| < d}, derart, daB x o(w, . . . w,) = (wW,. . .Wp-1) € P"— ist. Es existiert 
daher eine holomorphe Abbildung « von V in W, so da8 in V : x o « gleich der 
Identitat ist. 

Wir konstruieren nun eine holomorphe Abbildung J’ von V x P in den 
projektiven Raum P" der inhomogenen Verinderlichen z,...z,. P ist dabei 
die Riemannsche Zahlenkugel mit der inhomogenen Veranderlichen u. Offen- 
bar wird I” durch die Setzung I"(x, u) = (2. . . Zn-1,4) € Tac ax)(") eindeutig 
definiert. J’ hat in V x P den Rang n, da in den Punkten (z, 00) von V x P 
die Fasermenge ¢/,,..) von J” nulldimensional ist. Die Entartungsmenge N 
von J" ist darum héchstens n — 1-dimensional**). In beliebiger Nahe jedes 
Punktes von V x P gibt es also Punkte, in denen J" nicht entartet ist und 
deshalb offen***) abbildet. Das J-Bild der Punkte (z,u)¢ Vx P, Aoa(z) 

= (%...Z,-1, 4), ist gleich (z,...z,-,,u)€A. Nach Konstruktion der Ab- 
bildung T wird daher eine offene Umgebung U dieser Punkte in A abgebildet. 
Da es eine offene Teilmenge von U gibt, die auf eine offene Menge des P” ab- 
gebildet wird, haben wir einen Widerspruch zu der Voraussetzung gewonnen, 


33) Vgl. R. Remmert, loc. cit.**). 
33a) Vgl. H. Graver und R. Remmesr, loc. cit.'*). 
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daB A eine héchstens n — 1-dimensionale analytische Menge in © ist. Damit 
ist (2) bewiesen. 

Der Beweis von Satz 9 vervollstandigt sich, wenn wir noch folgenden Satz 
heranziehen : 

Satz 10. RN sei ein komplexer Raum mit abzihlbarer Umgebungsbasis, der 
durch eine holomorphe Abbildung t in einen n-dimensionalen komplexen Raum © 
abgebildet wird. Auf jeder zusammenhingenden Komponente R, von R sei der 
Rang von t kleiner als n. Dann iiberdeckt t(R) keine offene Menge von ©. 

In der Tat ist Satz 9 bewiesen, wenn wir R = *B,G = P*-! und r= xo 
setzen, da die Menge M mit der Menge x o(* B) in P*-! iibereinstimmt. 

Beweis von Satz 10. Wir zeigen, daB es eine Umgebung U eines jeden 
Punktes x € XN gibt, derart, daB r(U) in © nirgends dicht liegt. Fiir U werde 
eine relativkompakte offene Menge in einer m-dimensionalen zusammen- 
haingenden Komponente ®, von © gewahlit. 1(U) ist dann abgeschlossen in @. 
V >U sei eine relativkompakte offene Menge von %,. Wir diirfen annehmen, 
daB U, V so klein gewahlt sind, daB t die Menge V in den Wirkungsbereich W 
eines lokalen Koordinatensystems (W, ¥, 21) abbildet und daB die Menge K 
der nichtuniformisierbaren Punkte von V in einer m— 1-dimensionalen 
analytischen Menge B, von V enthalten ist. Dabei ist 21 = (R, ‘®) eine ana- 
lytisch-verzweigte Uberlagerung eines Gebietes des C". Es sei ® = '® W. 
Die Funktionalmatrix A der Abbildung ®t von V — K in den C" hat den 
gleichen maximalen Rang 9 wie t. Die Punkte von V — K, in denen A einen 
kleineren Rang als 9 hat, bilden eine héchstens m — 1-dimensionale analytische 
Menge in V — K, die sich nach einem Satz von R. Remmert™) zu einer in V 
analytischen Menge B, fortsetzen 14Bt. Man kann V deshalb sogar so klein 
wahlen, daB B, in V in einer m — 1-dimensionalen analytischen Menge B, 
enthalten ist. Der Rang der Abbildung to (mit o: *A-— A) von dem durch 
A = B,U B, erzeugten komplexen Raum *A in © ist sicher kleiner als n. 
Denn nach einem Satz von R. Remmert**) bilden die Punkte von *A, in denen 
der lokale Rang *o, der Abbildung to kleiner als ihr maximaler Rang *o ist, 
eine niederdimensionale Menge in *A. In beliebiger Nahe eines jeden Punktes 
¥o¢ *A gibt es also wenigstens einen Punkt y, wo *o, = *o ist. Wahlen wir 
fiir y, dann einen Punkt aus *A, dem ein gewéhnlicher Punkt o(y,) von A — K 
entspricht, so ist die Fasermenge §),"= 0-1(F jy) A) von to in einer Um- 
gebung von y, wenigstens m — 1 — 9-dimensional. Somit gilt *9 < n. Machen 
wir die Induktionsvoraussetzung, daB unser Satz schon fiir komplexe Riume * A 
von kleinerer Dimension als m bewiesen ist, so ist t¢(*A 7~ U) eine in@ nirgends 
dichte Menge, wenn *A -\ U die Menge {*x ¢ *A, a(x) € U} bezeichnet. 

Ist nun z ein Punkt aus V — A, so gibt es eine Umgebung W(x) c V — A, 
in deren Nahe sich Koordinaten w,. . .w,,, W : {|w,| < d}, so einfithren lassen, 


34) Vgl. R. RemMeRrt, loc. cit.4*). Satz iiber die Nullstellengebilde der Funktional- 
determinanten holomorpher Abbildungen. 

35) Vgl. R. Remmert, loc. cit.*). Der Satz lautet: Sind R, @ komplexe Raume und 
bildet t den Raum & holomorph in © ab, so bilden die Punkte z von %, in denen der 
lokale Rang o;< k (k fest) ist, eine analytische Menge von %. 


17* 
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da8 durch ®t genau die Punkte mit gleichem w,. . .w, auf denselben Punkt 
des C" abgebildet werden. Die komplexe Mannigfaltigkeit M@ der Punkte 
W,+1- - -Wm_= 0 von W wird dann durch ®t auf eine g-dimensionale analyti- 
sche Menge B eines Gebietes des C" eineindeutig abgebildet. ®-1(B) ist eine 
héchstens n — 1-dimensionale analytische Menge in einer offenen Menge von ©, 
die die Punkte r(N) enthalt. Da r(M) = r(W) gilt, ist in W eine Umgebung 
von z gefunden, die durch t auf eine nirgends dichte Menge von © abgebildet 
wird. Da V—A Vereinigung von abzihlbar vielen solcher Umgebungen W, 
ist und die Vereinigung von abzahlbar vielen nirgends dichten Mengen keine 
offene Menge iiberdeckt, enthalt Ut(W,)\U1o(*A 1 0D) keine offene Menge 
von ©. Das gleiche gilt a fortiori fiir r(U). Da iiberdies r(U) abgeschlossen 
ist, ist r(0) und damit t(U) in @ nirgends dicht. 

R hat nach Voraussetzung eine abzihlbare Umgebungsbasis. Wir kénnen 
deshalb R durch abzihlbar viele Umgebungen U, ausschépfen, derart, daB 
t(U,) in@ nirgends dicht liegt. Das ergibt sofort, daB r(R) keine offene Menge 
von © enthilt. 

Wir zeigen jetzt eine dem Satz 9 entsprechende Aussage iiber Abbildungen 
durch holomorphe Funktionen: 

Satz 11. Hs sei R ein n-dimensionaler komplexer Raum mit abziihlbarer 
Umgebungsbasis, es seien f,...f,, k =n, endlich viele in R holomorphe Funk- 
tionen, die eine nirgends entartete Abbildung t von R in den C* vermitteln. Dann 
gibt es zu jedem e>0 und komplexen Zahlen a,,, v=1...n, w=1...k, 


k 
wenigstens eine Matrix ‘a, ,,, |'a,,,— 4,,,| < €, derart, daB die Funktionen 3’ ‘a, ,,f, 
#w=1 


eine nirgends entartete Abbildung von R in den C” vermitteln. 

Beweis. Wir beweisen den Satz durch Induktion iiber k > n. Der Satz ist 
fir n = k richtig. In diesem Falle ist w,= 2 ’a,,,f,, v= 1...n, genau dann 
eine nirgends entartete Abbildung, wenn |’a,,,| +0 ist. Sei Satz 11 fiir alle 
'k < k bewiesen. Wir zeigen dann seine Giiltigkeit fiir k. 

Da t den Raum & nirgends entartet abbildet, gibt es nach Satz 1 um 
jeden Punkt x¢€Q eine Umgebung U, die durch 1 eigentlich in eine Hyper- 
kugel H um 1(z) abgebildet wird. t(U) -\ H ist deshalb eine analytische Menge 
in H, deren Dimension dort gleich n ist. 


Sicher gibt es zu a,, eine Matrix ’a,,,, |a,,,— ““a,,| < 3 , bei der |"a,,|| + 0, 


v,4=1...n, ist. Die Matrix 6,,= "a,,, v=1...n,m=1...k, bain p= OH, 
x=1...k—n—1, ist dann eine Matrix vom Rang k — 1. Durche,= 2 b,,,w,, 
vy =1...k—1, wird daher eine Schar S(c,) von komplexen Geraden gegeben. 
Satz 9 besagt, daB es eine Matrix ‘b,,,, |6,,— ‘b,,| <6, v»=1...k—1, vom 
Rang k— 1 gibt, derart,daB alle Geraden ‘c, = 2''b, ,w,,die Menge t(U) -\ H nur in 
isolierten Punkten schneiden. Die Abbildung *r : w,=g,= 2''b,,, f,, v= 1...k—1, 
bildet dann U nirgends entartet in den C*-! ab. Nach Induktionsvoraussetzung 
gibt es Zahlen a,,, |@,,— 6)|< 6, v=1...n,4=1...k—1, derart, daB 
k-1 

> 4,,9, eine nirgends entartete Abbildung von U vermittelt. w, = 2 ‘a,,f, 
w=1 








die 
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mit ‘a,,,= » @,,’b,,, ist dann die gesuchte Abbildung von U. Es gilt, wenn 6 


hinreichend klein gew4hlt ist: |'a,,,— a,,| < e. 

Aus Hilfssatz 3 folgt unmittelbar, daB es zu endlich vielen holomorphen 
Funktionen h,. . .h,, die einen komplexen Raum ©" nirgends entartet abbilden, 
und zu einer beliebigen kompakten Teilmenge N von G" immer eine positive Zahl 
e gibt, derart, daB alle Systeme von k in @" holomorphen Funktionen 'h, mit 
|'h,— h,| < ein @" eine Umgebung von N nirgends entartet abbilden. Wir kénnen 
nun in R je eine Folge von Umgebungen U, und V,, V,¢ U,, so wihlen, daB 
in jedem U,, Satz 11 fiir & richtig ist und daB U V, den ganzen Raum X 
iiberdeckt, und Koeffizienten a},,, x = 1, 2,3... ., so bestimmen, daB 

1. |ays' — a¥ | <e,, De,< e ist, 


vie 


2. La>,f, eine nirgends entartete Abbildung einer Umgebung von U V,. 
x® =) 


definiert, 
3. wenn |a* —a,,| <<, gilt, z,= 2a,,f, auch noch eine nirgends ent- 


artete Abbildung einer Umgebung von U J, ist. ‘a,,,= lim a}, ist eine Koeffizien- 
v=1 “—> oO 

tenmatrix mit den in Satz 11 verlangten Eigenschaften fiir R. Die Giltigkeit 

von Satz 11 ist damit fiir R bewiesen. 

Satz 12. Ist R ein n-dimensionaler K-vollstindiger Raum, so gibt es in R 
n holomorphe Funktionen f,. . . f,,, die eine nirgends entartete Abbildung t von R 
in den C” vermitteln. 

Beweis. Da R nach Satz 8 ein abzihlbares Umgebungssystem besitzt, 
gibt es eine Folge B,, G,,,>2%,, von relativ kompakt in N enthaltenen Be- 
reichen, die R ausschépft. Wegen der K-Vollstindigkeit von R gibt es zu 
jedem &, endlich viele in holomorphe Funktionen g\” . . . gf, die B, nirgends 
entartet in den C* abbilden. Nach Satz 11 kénnen wir dann in Gn in R 
holomorphe Funktionen f()) . . . f) finden, die eine nirgends entartete Abbildung 
t! von %, in den C” vermitteln. Aus Hilfssatz 3 ergibt sich, daB zu DB, eine 
positive Zahl ¢, existiert, derart, daB alle in R holomorphen Funktionen ‘f‘’ 
mit |’f) — f| < e, in B, noch Y, nirgends entartet abbilden. Die Funktionen 
{(...{%,g@ ...g® vermitteln eine nirgends entartete Abbildung von B,. Nach 
Satz 11 gibt es deshalb n Funktionen f? = Da,,f? + 2 b,,9°, |f@ — | < 
< Min (e,, 4) in®,, die eine nirgends entartete Abbildung t* von %, definieren. 
Setzen wir dieses Verfahren zur Konstruktion von Abbildungen tr“ : z,= f(z), 
vy=1...n, fort, die folgenden Bedingungen geniigen: 

1. r* ist nirgends entartet in B,,,1, 


: ‘ 1)\. 
2. get — | < Min (e,, ),) in By 
3. ¢, > 0 ist so klein, daB alle Funktionen ‘f, mit |'f,— f| < De, in B,., 


v= 
noch eine nirgends entartete Abbildung von %, vermitteln, so konvergieren 
die Folgenf\”’ mit wachsendem yu gegen Grenzfunktionen f,. Die f, bilden nach 


Konstruktion ® nirgends entartet ab. 
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Wir konstruieren nun ein zu % analytisch aquivalentes Riemannsches 
Gebiet iiber dem C". 

Satz 13. Vermitteln die holomorphen Funktionen f,...f, eine nirgends ent- 
artete Abbildung ® von R in den C", 80 ist (R, D) ein Riemannsches Gebiet 
diber dem C*. 

Beweis. Wir haben zu zeigen, daB es zu jedem Punkt x ¢ RX eine Umgebung 
U gibt, derart, daB (U, ®) eine analytisch-verzweigte Uberlagerung von ®(U) 
ist. Nach Satz 1 gibt es um z eine relativkompakte Umgebung U und um 
@(x) eine Hyperkugel H, derart, daB ® die Umgebung U eigentlich in H 
abbildet. Sei K die Menge der nichtuniformisierbaren Punkte von U. Da @ 
nirgends entartet ist, ist die Funktionaldeterminante A der Abbildung ® 
in U — K nicht identisch Null. Das Nullstellengebilde von A, das rein n — 1- 
dimensional ist, l4Bt sich nach einem Satz von R. Remmert und K. Strem*) 
iiber die ,,Fortsetzung von analytischen Mengen‘ in die Menge K, die diinn 
von zweiter Ordnung ist, zu einer analytischen Menge ‘A von U fortsetzen. 
Es sei U so klein gewahlt, daB K in einer in U analytischen Menge ’’A enthalten 
ist. Setzen wir noch A=’A\ "A, so ist nach einem Projektionssatz von 
R. Remmert®’) M = @(A) eine analytische Menge in H. Man sieht leicht 
ein, daB 

1. UV — ®*(M) lokal topologisch auf H — M abgebildet wird, 

2. daB es zu jedem Punkt 2¢ U eine Umgebung V Cc U gibt, derart, dab 
V — ®(M) zusammenhingend ist. 

Ferner sind alle iibrigen Forderungen der Definition 1 erfiillt. 

Somit ist gezeigt, daB (U,®) eine analytisch-verzweigte Uberlagerung 
von H ist. Damit ist Satz 13 bewiesen. 

Fassen wir nun die Ergebnisse der beiden letzten Paragraphen in einem 
Hauptsatz zusammen! 

Satz A. Jeder K-vollstindige, n-dimensionale komplexe Raum QR ist zu 
einem Riemannschen Gebiet iiber dem C" analytisch dquivalent. R besitzt deshalb 
eine abzihlbare Umgebungsbasis. 


§ 4. Aquivalenz der holomorph-konvexzn Riemannschen Gebieie 
und der holomorph volisiandigen Riume. 
Im folgenden wollen wir unter einem Rechteckgebiet R im Raume von » 
komplexen Verinderlichen z,= u,+iv,, y= 1...mn, ein Gebiet verstehen, 
das durch Ungleichungen |u,| < a,, |v,| << 6, gegeben werden kann. Es gelte: 


veer 


0< 
0O< ——* < msg < "8 < 'S< é < ries 0 < re 


ay< ‘"a,< "a,< ‘a,< a,, 0< ""'b,< '"b,< "b,< 'b,< b,, 
ee SF eee &. 


Wir definieren : 

1. Q, bzw. Q, sei das Gebiet der Punkte {(z,. . . z,) € R, — a,< u,< 6} bzw. 
der Punkte {(z,. . . z,) € R, —6< u,< aj}. 

3) R. Remmert und K. Srem: Uber die wesentlichen Singularitaten analytischer 


Mengen. Math. Ann. 126, 263—306 (1953). 
37) Vgl. R. Remmert, loc. cit.'*). 
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2. D sei das Gebiet Q, - Q,. 

3.R sei ein komplexer Raum, der durch eine eigentliche, nirgends ent- 
artete, holomorphe Abbildung ®: R— R in R abgebildet ist. Ein Punkt x «XR 
heiBe tiber @(x) gelegen. Unter R-\D sei der Teilraum der Punkte von R 
verstanden, die iiber D liegen. (Analoges fiir R -\ Q, u. a.) 

Bezeichnet C: {\u,| <c,, |v,| << d,} ein Rechteckgebiet des C*, so werden 
wir unter ‘C (bzw. ’’C, ’’C) das Gebiet {|u,| < ‘c,, |v,| < ‘d,} (bzw. {|u,| < “’e,, 
\v,| < ““d,} usw.) verstehen. 

Es gilt nun folgender fundamentaler Satz: 

Satz 14. (Okasches Heftungslemma)*). Sind R -\ Q; holomorph vollstindige 
Réiume und ist auf Rr\ D eine holomorphe Funktion g gegeben, so gibt es auf 
jedem Rr\"'"’Q;, i = 1, 2, eine holomorphe Funktion g,, derart, daB g.—g,= 9 
auf Ro" D ist. Gilt \g| < M auf R-\'D, so lassen sich die g, zu jeder kompakten 
Teilmenge N;CRO"'Q, so bestimmen, daB \g,(N;,)| << KM gilt. K ist dabei 
unabhingig von g. 

Beweis. R -\ D ist nach Voraussetzung ein holomorph vollstandiger Raum. 
Es gibt deshalb endlich viele holomorphe Funktionen f,. .. f, in RD, die 
Rr\'D normal einbetten und deren Betrag in R -\'D kleiner als 1 — r ist. Im 
Gebiet ‘P: {(z,...z,) €'D, |w,| << 1+ ’r} des z,...z,, w,...w,-Raumes ist 
deshalb die Menge B: {(®(zx), f,(x)), x€R-'D} eine normal eingebettete 
analytische Menge. Bezeichne o die eineindeutige holomorphe Abbildung 
(®(x), f,(x)) >a von B auf R-\'D und sei g = go! Nach Voraussetzung gilt 
\g| << M in Rn\'D. Daher ist auch |g| < M auf B. Wir stiitzen uns nun auf 
den von K. Oxa und H. Cartan bewiesenen Fundamentalsatz (vgl. §1). In 
unserem Falle gilt: Es gibt ein g, \g| < K,M, in’ P, derart, daB g = @ auf 
Br\"P ist. Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein: 

1.”U sei im &,@,...@,-Raum das Gebiet der Punkte {|Re &| < ''d, 
[Im &| < "b,, 1—"r < |w,| << 1+ “r}. 

2.'S, bzw. ‘S, sei im 2z,...2,, W,...w,-Raum das Gebiet {—‘a,< u,< 
< —"6, (2... Z,) €'R, |w,| < 1 + ‘r} baw. das Gebiet {6 < u,< ‘a, (%. . . Z,) € 
€'R, |w,| < 1 +’r}. 

Es werde nun im Gebiet ‘P x’’U die Funktion: 

ao l 

A= Sai(@— ai) (oi — wi) --- (ons) 
betrachtet. A hat keine Polstellen auf (B/\’S;)x’’U, da fiir die Punkte von 
B: |w,| < 1— "’r gilt. Daher erhalt man eine Cousin-I-Verteilung in (R ~ ’Q,) x 
x"U, wenn man in (R7\'D)x"U die meromorphe Funktion 4 = 4.0 und 
in (R\'Q, -\'S;) x"U die identisch verschwindende Funktion vorgibt. y,, 7, 
seien je eine Lésung dieser Cousin-I-Verteilung fiir (R~Q,)x”U bzw. fir 
(R~\Q,)x"'U. Es gilt auf (R-\'D) x"’U, daB y,— A holomorph ist. 

Rr\'D ist konvex in bezug auf R-\'Q,. Folglich ist auch (R™'D)x"U 
konvex in bezug auf (R~\'Q,) x’U. Da (R7-\'Q,) und damit auch (R™’G;) x 
x"’U holomorph vollstandige Raume sind, gilt fir (R“\’D)x”U in bezug 

38) Vgl. K. Oxa, loc. cit). Der hier in besonderer Terminologie bewiesene Satz ist 
im wesentlichen das dort bewiesene Heftungslemma. 
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auf (R-\'Q;)x’’U der Approximationssatz. Es existieren in (R™‘Q,) x"'U y”) 
holomorphe Funktionen «,(z, &, @,. . . w,), derart, daB in (RD) x'"’U: 


“! 

lys— A—a,| <e (e beliebig klein positiv) 
ist. Setzen wir dann A,;= y,— «,, so ist |A,— A|<e in (R™"D)x'"U und = 
dort holomorph. Nach dem Cartan-Okaschen Satz gibt es daher unabhiangig Ko 
von der Wahl der Approximationsfunktionen «, eine Konstante K,> 0, der- 
art, daB f,= (A,— A)o auf (BO’’P)x””’U Spur einer in “’P x"’’U holo- glei 
morphen Funktion ji,, |#,| < € Kj, ist. Bilden wir nun in R\"’’’Q,: 9:(: 
ist 
di (2) = din 

1 a 
aw) 4 ef. + | Az (a, &, a... og) G9 (E, 2_(2) . . - Z_ (2), Dy...) d@,...d a, Wi 
i 1e|= 

wobei wir mit z,(x) die die Abbildung ® definierenden Funktionen und mit hole 

€, eine differenzierbare Kurve in bezug auf einen Punkt 2 €R 1 ’’’’Q; bezeich- 
nen, die im Rechteck |u,| < '’’’d, |v,| < “’’b, den Punkt z,= — i ’’”’b, mit dem Rar 
Punkt z,= + ib, verbindet, derart, da8 z,(x) rechts von ©, und links von ton 
€, liegt. €, sei ferner so orientiert, daB die S, links von €;, liegt. Es gilt, Rat 
daB €, homotop zu &, ist. voll 
InRn’’D ist dann: , 
1 1 -_ E E a fill 
g? (2) — g(x) = ani |J#/ ag mado | ag | Jugao| 
; ‘ end. 


1 a , 

+ ane J af [---frgdo yi 
at :: 4 

(mit dw = dw,...dm, und y;= A; — A). holc 


Der letzte Teil dieser Summe ist gleich g. Setzen wir 


lege 

1 a 
g9 = 9 — (9? — 9?) = ane J4 ef ‘[u- Ma) g do ne 
; ¢ 
und g) = g®o in Br\"” P, so erhalten wir durch: wai 
g® = ane) ag [- . [a #42) g dm eine Funktion in” P, deren Spur auf he 
Bo" P die Funktion g™ ist. In’ P gilt: \g| <4K,K,Me’’’b,< 4, wenn Es s 
e hinreichend klein gewahlt ist. Wir setzen nun: Wal 
, Um 
” = ena / dé / a7 / (H— Hag? do, J 
1 a 
fh a age dé |---| (u—pm) 9G? da h 
= @ai)F /4— Be) J ’ Lieg 
; so bi 


l ~~ 
a= axip | a8 [AG do und g°®= 4g! 


+ 
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go ist immer Spur von ”) und es gilt ig| < - M in” P. Ferner ist g\”— gy” 
=g?-) —g) in RV”"D. 

Ist N, eine beliebige kompakte Teilmenge von R/\’’’’Q;, so gibt es, wie 
man aus der Definition von g”) unmittelbar ersieht, eine von g unabhingige 


Konstante K, derart, daB |g”) (N,)| < oti M ist. x g(x) konvergiert also 


vere 


gleichmaBig im Innern von R7\"’’Q; gegen eine holomorphe Grenzfunktion 
g:(z). Es gilt deshalb: g,—g, = 2 gf — Tg” = Tig’-) — gy”) =g. Auf N, 
ist ferner |g,(x)|< KM. g, und K erfiillen also die in Satz 14 verlangten Be- 
dingungen. Damit ist Satz 14 bewiesen. 

Aus Satz 14 folgt, daB R selbst ein holomorph vollstindiger Raum ist. 
Wir zeigen: 

Satz 15. Sind R-\Q; holomorph volistindige Riume, so ist auch R ein 
holomorph vollstindiger Raum. 

Beweis. Kénnen wir zeigen, daB R-\"’’R ein holomorph vollstandiger 
Raum ist, so kann ®, da man ja,— ’’’’a,|, |b,—‘’’’b,| beliebig klein machen 
kann, durch eine Folge in bezug auf R konvexer, holomorph vollstandiger 
Réume ausgeschépft werden. Nach Satz 7 ist R dann selbst ein holomorph 
volistandiger Raum. 

Damit R-\"’’’R holomorph vollstaéndig ist, miissen zwei Bedingungen er- 
fiillt sein : 

1. Zu jedem Punkt z€R\"’R gibt es eine Umgebung U(z), die durch 
endlich viele in R7\’’’’R holomorphe Funktionen /,. . . f, normal eingebettet 
wird. 

2. Zu zwei beliebigen Punkten z, y€R-""’R gibt es immer eine inR "RR 
holomorphe Funktion /, bei der f(x) + {(y) gilt. 

Wir zeigen zunichst, daB 1. erfiillt ist. Es gelte etwa 1€R\"’Q,. Wir 
legen um x eine Umgebung %, die relativ kompakt in R -~’’’’Q, enthalten ist. 
Nach Voraussetzung gibt es nun in R/\ Q, endlich viele holomorphe Funkt- 
ionen “’f,. . ."f,, die G normal einbetten. 

Rv\ Dist konvex in bezug auf R > Q,. Wir kénnen deshalb in R + Q, holo- 
morphe Funktionen ‘f,. . .’f, finden, derart, daB in RD: |""f,—'f,| <é ist. 
Setzen wir g”)='f,—f, und sind g” Funktionen nach Satz 14, derart, dab 
g” = gf — g, |g| < Ke in Dist, so gilt (’f,—g”) — (‘f,—gf) =O0in RD. 
Es sei f,= f,—9,="f,—g2 MRO’ R. InBr A ist dann: |f,—"},|< Ké =e. 
Wahlen wir e hinreichend klein, so betten nach Satz 3 die Funktionen /, eine 
Umgebung von z normal ein. Somit ist 1. bewiesen. 

Es werde jetzt gezeigt, daB 2. erfiillt ist. Wir unterscheiden zwei Fille: 

a) D(x), D(y) € “’”’Q,, i = 1 oder = 2, 

b) D(z), Bly) ¢ D, B(x) <Q, Ply) €”" Qe. 

Liegt Fall a) nicht vor, so kann man 6 immer so klein wahlen und die Punkte 
so bezeichnen, daB Fall b) eintritt. 

Im Falle a): ®(x), D(y) <’’’’Q, sei ‘f eine holomorphe Funktion in R ‘4 Q,, 
derart, daB ‘f(x) +'f(y) ist. Nach dem Approximationssatz gibt es in RQ, 
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eine holomorphe Funktion ’’/, so daB auf R-\'D die Ungleichung |'’f —'f| < e 
gilt. Sind dann g,,g, Funktionen nach Satz 14 zu g =""f —f, so gilt: (""f — g.)— 
—(‘f—g) = 0 in RD und |g,(z)|, \gi(y)| < ¢ K. Es ist daher f(x) + f(y), 
wenn wir f ='f — g,="’f — g, setzen und « hinreichend klein gewahlt ist. 

Im Falle b) legen wir um ®(x), ®(y) relativ kompakt in ’’’’R — D enthaltene 
Hyperkugeln H,, vy = 1, 2. Da die Bereiche H, bzw. D\ H, konvex in bezug 
auf Q, bzw. Q, sind, sind die Bereiche R-\ H, bzw. R-\ (DU H,) konvex in 
bezug auf R-\Q, bzw. R-\Q,. Nach dem Approximationssatz kénnen wir 
deshalb in R -\ Q, eine holomorphe Funktion ‘f und in R 4 Q, eine holomorphe 
Funktion “’/ wihlen, derart, daB |'f| < « in Rm A,, |""f —1| < e in RO A, und 
\"f—"f| << « in Ro\'D gilt. Bilden wir wieder zu g =""f —'f die Funktionen 
Jr» Ja, 80 ist in RVD: (""f —g2)— (‘f —g) = 0. Also ist f ="f—g,="f—g, 
eine holomorphe Funktion in R-\“’’R. In z gilt |f —f| < Ke, in y: |f —"f| < 
< Ke. Somit ist sicher f(x) + f(y), wenn e hinreichend klein gewahlt ist. 
Damit ist Satz 15 bewiesen. 

Man kann Satz 15 benutzen, von lokalen Eigenschaften eines komplexen 
Raumes auf globale Eigenschaften zu schlieBen. Es seien wieder die gleichen 
Bezeichnungen |. bis 3. wie bei Satz 14 gewahlt. 

Satz 16. Erfiillt R die C-Bedingung, so ist R ein holomorph vollstindiger 
Raum. 

Beweis. Da R der C-Bedingung geniigt, gibt es nach Satz 4 um jeden 
Punkt z¢€® eine beliebig kleine Umgebung, die ein holomorph vollstandiger 
Raum ist. Da @ eigentlich und nirgends entartet abbildet, besteht {®®(z)} 
aus endlich vielen Punkten 2,, . . ., 7,€R. Sicher existiert in R eine Umgebung 
U von 2,...2,, die ein holomorph vollstaindiger Raum ist. Schlagen wir 
dann um (zx) eine Hyperkugel H ¢ R, die so klein ist, daB R-HCU gilt, 
so ist R-\ H ein holomorph vollstindiger Raum. Zu jedem Punkt P(x), x €R, 
existiert eine solche Hyperkugel H. Ferner ist die Menge {®(x), x € R} ab- 
geschlossen in R. Wir kénnen deshalb Konstanten: 


al, Get, be, Beth, y=l...n,~=0...8, 
~a,< a9 <a) <a! <@?<---<a'<@'*<@*! <a, —b<B<b<b< 
<1 <<< bt<b,, 

so bestimmen, daB R-\ G5'""3" holomorph vollstindige Raiume sind, wobei 
G5::--p% das Rechteckgebiet {a% < u,< a}, br <v, < bh +33 bezeichnet. 
Mehrmalige Anwendung des Satzes 15 ergibt sofort, daB RR, R: {a® < 
<u,< ast, b°< v,< b**1} ein holomorph vollstandiger Raum ist. Da |a,+ a@°|, 
\a,— a**1|, |b, + 6°), |b,— b**4| beliebig klein gemacht werden kann, folgt mit 
Satz 7 die Behauptung des Satzes 16. 

Um zu zeigen, daB jedes die C-Bedingung erfiillende, holomorph-konvexe 
Riemannsche Gebiet G iiber dem w,. . .w,,-Raum ein holomorph vollstandiger 
Raum ist, geniigt es wegen Satz 7 zu zeigen, daB jedes analytische Polyeder R 


von © ein holomorph vollstandiger Raum ist; denn © ist durch analytische 
Polyeder ausschépf bar. 
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Sei R: {|u,| < a,, |v,| < 6,} ein Rechteckgebiet des z,. . . z,-Raumes, werde R 
durch die Bedingungen {z ¢ G, (f,(z) . . . f,(x)) € R} (f,. . . f, holomorph in G) 
definiert und sei ferner mit w,= w,(x), y= 1...m, die Projektion von G 
auf die Grundpunkte bezeichnet. Auf % ist |w,(x)|< c. Bezeichnen wir dann 
mit R das Rechteckgebiet {|u,| < a,, |v,| < 5,, |u,|<c, |v,|<c,vy=1...k, 
u=k+1...k+ m} des 2... 24._,-Raumes, so bildet die holomorphe Ab- 
bildung 
D: z, = f(x)... 2 = fa Z), Zea. = Wy (Z) . - - Zim = Wm(Z) das Polyeder R 
eigentlich und nirgends entartet in R ab. (R, ®) geniigt den bei den Satzen 14, 
15, 16 gemachten Voraussetzungen. Da ® ferner wie © die C-Bedingung er- 
fullt, folgt aus Satz 16, daB R ein holomorph vollstandiger Raum ist. Wir 
haben damit folgenden allgemeinen Satz gewonnen: 

Satz B. Ein holomorph-konvexes Riemannsches Gebiet iiber dem C", das der 
C-Bedingung geniigt, ist ein holomorph vollstindiger Raum. 


( Eingegangen am 1. Dezember 1954.) 
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Derivations on Commutative Normed Algebras. 
By 
I. M. Sineer and J. Wermer in New York City and Providence, Rhode Island. 


A derivation D on an algebra is a transformation on the algebra such that 


(i) D(a + 6b) = D(a) + D(b) 
(ii) D(A a) = A D(a), A any scalar 
(iii) D(a b) = D(a) b + a D(b). 


We are concerned with derivations on commutative Banach algebras over 
the complex field, where by a Banach algebra we mean a normed algebra 2 
which is complete in its norm. The radical of % is the intersection of all maxi- 
mal ideals M in 2% which are such that 2/M has a unit. If the radical reduces 
to the zero element, 2 is called semi-simple. 

A derivation on 2 is said to be bounded if 


(iv) sup Pel = |D| <0 


Theorem 1"): Let 2 be a commutative Banach algebra and D a bounded 
derivation on A. Then D maps A into its radical. In particular, if A is semi- 
simple, D = 0. 

Proof of Theorem 1: A non-zero linear functional / on 2 is called multi- 
plicative if f(a b) = f(a) f(b) for all a, b in A. We need the following result, 
due to GELFAND: 

(1) If f is multiplicative, |f(a)| < a] for each a. Since D is bounded, 

Sala 
ane nt 

= 
n=0 
dimensional algebras it is well-known?) that e*? (a b) = e*” (a) e*” (6) for a, bin A. 
Guided by the formal process, we proceed as follows: 


<oo if t<oo, and so for any complex number / the series 


—, converges to a bounded operator on % which we call e*”. For finite- 


1) Smtov showed in his paper “On a property of rings of functions’, Doklady Akad. 
Nauk SSSR. (N.S.) 58, 985—988 (1947), that the algebra of all infinitely differentiable 
functions on an interval cannot be normed so as to be a Banach algebra. Prof. I. Ka- 
PLANSKY conjectured that the “reason’’ for this was that non-zero derivations could not 
exist on a commutative semisimple Banach algebra. Theorem 1 proves this conjecture 
for bounded derivations. It seems probable that hypothesis (iv) is superfluous. 


*) See CuevaLiey: “Theory of Lie Groups”, p. 137. Princeton Univ. Press. (1946). 
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Fix a multiplicative functional f and a complex number A and set ¢, (a) 
= f(e*” (a)), ain A. Then ¢, is a linear functional and we claim q, is multi- 
plicative. For by (i) and (iii), 


D"(ab) » D(a) Di(b) 
—s i in 


it¢jen et }! 
Hence 
x _A" f(D" (ab)) = f (D* (a)) - f (D* (b)) 
awe FH Se gs 
n=0 n=0 i+jen =" 
Also 


$, (a) « p (b) = ys He) )( ep ) 


;! jt 
1! j-0 3}! 


i= 


Since the series in the preceding line converge absolutely, it follows that 
(a b) = p,(a) (6). Hence by (1), we have 


(2) |g, (@)| s ja] for each a in A and each J. But g,(a)= aie 
n=0 ‘i 


is an entire function of A for a fixed a. By (2) this entire function is bounded 
in the whole plane. Hence it is a constant. Hence f{(D"(a))= 0,21. In 
particular {(D(a)) = 0. But { was an arbitrary multiplicative functional and 
so D(a) is annihilated by every multiplicative functional. Hence D(a) lies 
in the radical, which is the assertion of the theorem. 

Applications of Theorem 1: 

Wie.anpt has shown [Uber die Unbeschrinktheit der Operatoren der 
Quantenmechanik“, Math. Ann. 121, 21 (1949—50)] that if a, b are bounded 
operators on a normed vector space, then a b— ba + 1. We can use Theorem 1 
to strengthen this result as follows: 

Corollary 1.1: Let a,b be bounded operators on a Banach space and 
assume that a b — ba lies in the uniformly closed algebra generated by a and 1. 
Then a b— 6a is a generalized nilpotent, i.e. has a spectrum which consists 
only of zero. 

Proof: Let 2% be the uniformly closed algebra generated by 1 and a. For 
any bounded operator c, let D(c) = cb—bc. Then D is a derivation on the 
algebra of all bounded operators. We assert that D maps 2 into itself. For 
D(a) € 2% by hypothesis. If P is a polynomial, D(P(a)) = P’(a)- D(a) and 
so D(P(a)) isin A. Finally, if c is any element of %, c is a limit of polynomials 
in a and so D(c) is in &. Thus D is a derivation of A. Finally D is bounded, 
since |D(c)| < 2 |b) |c/. By Theorem 1, then, D maps 2% into its radical. 
Thus D(a) is in the radical of 21. Hence by well-known results, 

1 
lim |(D(a))"|" = 0 and so D(a)=ab—ba 
n-> co 
is a generalized nilpotent; Q.E.D. 

For other extensions of WIELANDT’s Theorem, see P. R. Hatmos, “Commu- 

tators of operators II’’, Amer. J. of Math. 76, 191—198 (1954). 
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Corollary 1.2°): Let C® denote the algebra of all infinitely differentiable ( 
complex-valued functions on an interval. Then there exists no norm under ] 
which C@ is a Banach algebra. i 
Proof: Suppose there is such a norm. For each / in C™ set Df =/'. 
Then D is a derivation on C®. We can show that D is bounded. 
For consider any point ¢, in the interval, and let @,, be the functional 
t(to+ +) — 14, 
which maps f into /'(t,). For n= 1,2,... set L,(f) =, ... : 


ote & 


Now the maps: f-> f(t,) and f—>f (1 + 7) are multiplicative and hence bounded 


linear functionals. It follows that L, is a bounded linear functional for each n. 
Now lim L,,(f) = f' (to) = 9:,(f). Hence by a well-known result the functional 


n-> co ° 


%:, is bounded. 
To show D bounded it suffices, by a theorem of Banacn, to show that if 
f,>f and Dj,—~g then Df=g. But if f,—f, f(t) >? (t) for each t by the ( 
preceding, and so 
g(t) = lim f, (t) = f' (t) = Df (t) 
n—co 


for each t. Hence Df = g. Thus D is bounded. 

Now C® is semi-simple since f(t)= 0 for all t implies f= 0. Hence by 
Theorem !, D=0. But this is false. Hence the assertion of the theorem 
must hold. 

Derivations into Larger Algebras. 

Let &% be a commutative Banach algebra which is embedded in some 
larger algebra B as closed subalgebra. Let D be a (bounded) linear trans- 
formation of 2 into B. Since 2% ¢ B, the product of a and D(b) is defined in B 
if a,b are in A. D is called a (bounded) derivation of 2 into B if, when a,, a, 
are in Q, 

D(a,a,) = D(a,) a,+ a, D(a,). 


What algebras 2 admit derivations into some commutative extension B? 
We need the following notion: 

A (bounded) point derivation of Y is a (bounded) linear functional d @ 
associated with a multiplicative linear functional g such that 


d, (4,42) = d,(a,) * Y(ay) + Y(a,) d, (43). 

Theorem 2: If there exists a non-zero (bounded) point derivation d, of Y, 
then there exists a commutative extension B of A and a non-zero (bounded) deri- 
vation D of UA into B. If A is semi-simple, B can be taken to be semi-simple. 

If UC B and if D is a non-zero (bounded) derivation of A into B but not 
into the radical of B, then there exists a non-zero (bounded ) point derivation of A. 

Proof: Let B consist of all pairs (a, A), a in %, A a complex number, i.e. B 
is the direct sum of 2 with the complex numbers. Multiplication is defined by : 


3) Originally proved by Sixov, cf. footnote 1). 
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(ay, Ay) * (4g, Ag) = (@y 4g, Ay Ag). The norm in B is given by |\(a, 4)|| = max (jal), |A|). 
It is easy to check that B is a commutative Banach algebra and is semi-simple 
if is. 

Let now ¢ be a multiplicative functional on % and d an associated point 
derivation. Let 2, be the set of all (a, 4) with A = (a). The map: a (a,¢(a)) 
is an algebraic isomorphism of % onto 2%, which preserves norm since 
|p(a)| < la]. We identify 2 with 2, so that 2% is embedded in B, as closed 
subalgebra of B. 

D is defined by D((a, y(a))) = (0, d(a)). Then D is linear. 


D((q, 91()) * @2,  (43))) = D(@a,, 9(a,4,)) 
= (0, d(a,a,)) = (0, d(a,) p(a,) + p(a,) d(a,)) 
= (0, d(a,)) (2, Y(a3)) + (, Y(a,)) ©, d(a,)). 


Hence D is a derivation. It is bounded if d is bounded. 

To prove the partial converse, we note that since D(Q) is not in the radical 
of B, (where D is the given derivation of 2 into B), there exists some multi- 
plicative functional g on B whose restriction to D() is not zero. Define d 
on % by d(a) = y(D(a)). Then d is not zero and 


d(a,a,) = p(D(a,a,)) = y(D(a,) - a,+ a, D(a,)) 
= p(D(a,)) paz) + v(a,) p(D(a,)) 
= d(a,) (az) + P(a,) d(a,) 


i.e. d is a point derivation on A. d is bounded if D is. 

Note: In the construction in the preceding proof, the maximal ideal 
space of B was disconnected. One can however, give an example of a bounded 
derivation from an algebra 2% into a larger algebra B, where the space of 
maximal ideals of B is connected. 

Suppose 1¢2. Then point derivations can be interpreted in terms of 
ideals as follows. Let M, = {a| g(a) = 90}, where @ is a multiplicative 
linear functional. Then M, is a maximal ideal in A. Let Mj be the set of 
linear combinations of squares of elements of M, and let M? be the closure 
of M?. Then non-zero (bounded) point derivations associated with exist if 
and only if M2 + M,(M? + M,). For if so, we can find a linear non-zero 
(bounded) functional / annihilating M? and 1. Then / is a (bounded) point 
derivation associated with g. For any element a in 2 can be written as: 
a=a'+ p(a)-1,a’ in M,. Then 


1(a,a_) = U((ay + y(a,)* 1) (as + (a) - 1) 
— ai, a + (ay) a3 + af @ (ay) + (a) Play) * 1) 
= p(a,) U(ag) + L(aj) play). 


Conversely, if d is a non-zero (bounded) point derivation associated with the 
multiplicative functional gy, then d(M,)+0 and d(M}) = 0, (d(M?2)= 0), 
whence M3 + M,(M} + M,); consequently we have the: 
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Corollary 2.1. Assume 2% is semi-simple with unit. A has no non-zero 
(bounded) derivations into a semi-simple commutative extension B if and only 
if M2 = M,(M? = M,) for all multiplicative . 

Corollary 2.2. The algebra C(X) of all continuous functions on a compact 
Hausdorff space X has no non-zero derivations into any semi-simple commu- 
tative extension B. 

Proof: It suffices to show that M;} = M, for all g. Now M, consists of 
all functions f vanishing at a point x. If f ¢ M,, the real and imaginary parts 
of f vanish at x. Suppose f is real; then we can write f = ft— f- where }*, f 
are nonnegative, continuous and vanish at x. They have continuous square 
roots. Hence f € Mj and all is proved. 

Added in Proof: In a paper “On the Spectra of Commutators” (Proc. Amer. Math. 
Soc. 5, No. 6. Dec. 1954, pp. 929—931) C. R. Purwam has proved the following result: 
“If A, B are bounded operators on a Hilbert space and C = A B— BA, and if 
AC=CA and BC = C B, then the spectrum of C consists of 0 alone.” By considering 
the derivation D with D(a) = a B — Ba on the algebra generated by A and C, Putnam’s 
theorem is readily seen to be a consequence of our Theorem 1. 


U.C.L.A. and Columbia Univ. and Brown Univ. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1954.) 
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Smallest Lattice-Point Covering Convex Set. 
By 
Juan J. ScuArrer in Montevideo. 


1. Some years ago, L. A. SantaL6 proposed the following problem [3}: 

Consider in a plane the square lattice of points with integral coérdinates with 
respect to a pair of rectangular axes. A plane set F will be called a covering 
set if, for any position of F in the plane, it contains at least one of the lattice 
points. The problem consists in finding, among all covering sets, that (or those) 
of least area. 

J. L. Massera and the present author discussed this problem at some 
length in [2], with special reference to the case of convex sets. Criteria were 
given for some kinds of “‘minimality’’. In a later 
paper, [5], the present author pursued this method, 
and also used an analytic method to find the 
smallest convex covering set of width 1. 

Somewhat earlier, D. B. Sawyer [4], also using 
analytic methods, found the smallest convex cover- 
ing set having a centre. In both the cases mentioned, 
the smallest set was found to be the set F, consisting 
of a unit square and two segments of a parabola, 
the angle formed by the tangent to the parabola 
and the side of the square being 2/4 (see figure 1). 
Its area is 4/3. 

In this paper we shall prove that F, is indeed 
the smallest among all convex covering sets (with 
no further restrictions). The proof draws heavily 
upon some methods of [4] and [5], but for con- Fig. 1. 
venience this paper is self-contained, except for the 
result on convex curves quoted in the proof of Lemma 1. The main result is 
stated in Theorem 2. 

This paper was first presented at the Mathematical Seminar of the Uni- 
versity of Ziirich, at the suggestion of Profs. B. L. van DER WAERDEN and 
J. J. Burcknarpt, to whom the author wishes to express his thanks; he 
is also indebted to the latter for calling his attention to the work of Sawyer. 

2. We shall require some preliminary notations and results. The term 
lattice will always refer to a unit square lattice. The term covering set will 
always designate a closed convex set, which is covering in the sense defined 
above. It is plainly indifferent for the verification of the covering property 
whether we consider the set placed in the lattice plane or the lattice placed 
in any position on a plane containing the set. This remark will be very useful. 
Math. Ann. 129. 18 
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It is obvious that a covering set must have interior points; for if it had 
not, being convex, it would be contained in a straight line, and this can be 
placed on the lattice so as to contain no lattice point. 

From now on, the term covering set will refer only to bounded sets; this 
is no loss of generality, since a convex unbounded set with interior points 
has infinite area. (It can in fact be shown that an unbounded convex covering 
set always contains a bounded one.) 

Lemma 1. Every covering set contains a unit square. 

Proof: Let F be a covering set, f its boundary. Since F is bounded and 
has interior points, f is a closed convex curve, and there exists a square S 
having its four vertices on f (for the proof, see [1]). Since F is convex, S is 
contained in F. We now place F on the lattice in such a way that the centre 
of S and the centre of a lattice square coincide and the sides of the two squares 
be parallel. Since F is convex, it is entirely contained in the union of the two 
strips whose intersection is S. If the length of the sides of S were < 1, these 
strips would be interior to the strips whose intersection is the lattice square: 
hence they, and therefore F, would contain no lattice points, contradicting 
the assumption that F is a covering set. Hence the length of the sides of S is 
> 1 and therefore F contains a unit square. 

From now on we shall single out a specific unit square S, contained in F. 
Consider the lines of support of F which are parallel to the sides of S,. They 
form two strips containing F. Let r= 1+ 6 and s be the widths of these 
strips, so chosen that 
(1) l<sl+6b=rcgs. 

It follows that 6 => 0. 

Lemma 2. /f F is a covering set, then s > \2, and any of the following con- 
ditions : 

a) diam. F > 2, 

b) s > 5/3, 

ce) b= 4/13, 
implies that area F > 4/3. 

Proof: Since the boundaries of the strips above defined are lines of support, 
they contain points of F. Therefore F certainly contains the square S, and 
triangles having their base on each side of S, and their vertex on each line 
of support. Considering their combined areas we have: 


(2) area F > 1 + (r — 1)/2 + (s — 1)/2 = (r + 8)/2. 
Now F is contained in a rectangle of sides r and s. Therefore, taking into 
account (1) and (2), 
(diam. F)?< r?+ s?< r?+ 8?+ 2 (r—1)(s— 1) = (r+ s—1)?+ 1 
< (2 (area F) — 1)?+ 1 
and hence, if diam. F > 2, then 2 (area F)—1=>)3 > 5/3, and therefore 
area F > 4/3. 
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We shall next show that 

(3) s2 2. 
If (3) did not hold, then, by (1), F would be contained in a square of sides 
of length s < /2. Such a square, however, is not a covering set, as is most 
easily seen by placing it on the lattice at an angle of 2/4; this contradicts 
the assumption that F is a covering set. 

If s > 5/3 we have, from (1) and (2), area F > (1 + 5/3)/2 = 4/3 as was 
to be proved. If b > 4/13 we have, from (2) and (3), area F > (17/13 + y2)/2 > 
> 4/3, as is readily verified. 

We may therefore in the following preliminary discussion restrict ourselves 
to those covering sets which satisfy: 

(A) diam.F <2 J2<8<5/8 05b< 4/13 <)2—1 

We shall now introduce a pair of coérdinate axes; the y-axis shall be one 
of the edges of the strip of width r = 1 + 6 (this strip is thus defined by 
0<2<1+5). The z-axis may be chosen as one of the edges of S,, say in 
such a way that S, lie above it. 

We now imagine a unit square with diagonally opposite vertices placed on the 
edges of the strip of width r; this is possible, since under (A) r < V2. We 
denote with B and B’ the abscissae of the remaining vertices. It follows 
immediately that 


(4) B=(1+6—)2—(1+5)*/2  BY=(146+4+)2—(146)9/2 B+ BY=14b 
and from these values or the geometrical definition 
(5) bs B< Bal 
with equality at either end if and only if 6 = 0 

In the closed interval B < x < B’ we now define the functions 
(6) f(z)=VlI—2® x(x) = 1 + B— f(z). 
f(x) is clearly monotone decreasing, z(x) monotone increasing, and both map 
the interval [B, B’] onto itself. Thus, {(B) = z(B’) = B’, f(B’)=2(B)=B 
Furthermore {(f(x)) = x identically, and finally, from 1 = 2*+ (f(x))*= 2*+ 
+ (1+ b6—2z(zx))? we have, for B< x < B’, 


(7) dz(x)/dx = z/(1 + b—2z(z)) > 0. 

We also require the following result : 

Lemma 3. For any 2x), B< x < B’, define x,= 2(29), . - ., Xj4,= 2(2%;)- 
Then limz,;= B. 


Proof: For B < x < B’, we certainly have 2*°—(B+ B’)x+ BB<0 
or x > (z*+ BB’)/(B+ B’). Since B< x< B’ implies B< f(z) < B’, we 
have, by (6), f(z) > (1+ BB’— z*)/(B + B’), and from (6) and (4), z(z) < 
< B+ B—(1+ BB — 2z*)/(B + B’). Hence 
a#—1+B% x (By  *— 

te 


z(x)— B<- 
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Since by assumption B < z,< B’, it follows from (6) that B < 2x,< B’ for 
all i, and thus 


lua, —B< rE (z,— B)< 2,—B 


so that 2z;,,< 2,, and therefore by induction z,;< 2, for all i. We now set 
(8) a=(B+ 2,)/(B+ B’) <1. 
In the above inequality we have now more precisely 


Yiu B< atk 

and by induction (z;,,— B) < a*- (xy— B) whence, by (8), the lemma follows. 

3. We are now ready to examine the covering set more closely. According 

to our previous choice of codérdinates, the square S, is the set of points de- 

fined by OS yS 1, tS x<51+t. For t we have the obvious restrictions 
0<t,1+t<1+5, whence 0<it< bd. It now follows from (5) that 


(9) t<B< Bsl+t 


(x,— B) < a: (x,— B) 


where equality holds at either end if and only if b = 0. 

Since F is convex and z = 0, x = 1 + b are lines of support, we may re- 
present F as the set of points satisfying 
(10) O<27r51+5 —h,(z) S ysl +h,(z) 


where h, (x), h,(x) are single-valued continuous functions of z for 0 < x < 1+. 
Since F contains So, (10) implies 
(11) h(x) >0 h(x) > 0 t<rsl+t. 

Consider now a point P on the upper boundary are of F, such that its 
abscissa lies between B and B’. Say, P= (2, 1+ hy(x»)), B< x< B’. 
Since B’ < 1 [by (5)], there exists a point Q, zg= 0, such that yg< yp and 


PQ=1. We find Q = (0, 1 — f(xy) + 4, (x)). On the perpendicular at Q to 
PQ consider the point R such that xp > 0, and QR = 1. Obviously 


(12) R = (f (Zo), 1 — xo— f(x) + Ay (%))- 


We wish to prove that R lies in F. To do this, we consider the lattice to which 
P, Q, R belong as lattice points. P is in F by assumption. By (A), the only 
other lattice points which might lie in F are those whose distance from P is 
< 2. This leaves 8 points to consider. Excepting Q and R, they are (see fig 2): 


S = (— f(x), 1 + to— f (xq) + Ay (Xo) T = (%o— f (9), 1 + %+ Ay(xp9)) 
U = (2 xy— f(x), 1 + tot F(X) + hy(%o)) V= (2 xq, 1 + f(%) + hy (xo) 
W= (2 Lot f(x), 1— Xt f (Xo) + hy (Xq)) X= (%q+ F(X), 1 — + hy (2p) 


Clearly S lies outside the strip 0< x < 1+ 6 containing F, and hence out- 
side F. We now examine X. From the proof of Lemma 3 we have x,= z(%») < 
< 2, whence by (6), z)+ f(%9) > 1+. Thus X also lies outside the strip. 
(This is evident from the geometrical definition of B, B’ and consideration 
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of the square PQRX.) The point W, which lies to the right of X, cannot 
belong to the strip either. 

Let § = arccos x». Then f(z.) = sin#. If 6 > 2/4, the point T lies to the 
left of Q and hence outside the strip. If 6 < 2/4, we use (11) and (9), and 
find yp= 1 + a+ hy (x9) ]| 1+ x= 1 + cosO = 1 + 2/2 > 5/3. Since there 
are points of F with y = 0 (the 
lower side of S,), 7 belonging U 
to F would imply s 2 yr — 
— > 5/3, which contradicts 
assumption (A). A similar ar- 
gument applies to V and a 
fortiori to U. 

It follows that the only 
lattice points besides P which 
may be in F are Q and R. 
Assume now that R were not 
in F. We could then displace 
the lattice slightly upward; 
since F is closed, the dis- 
placement may be chosen 
sufficiently small so that no 
new lattice point comes to lie 
in F; but P now lies outside 
F, and the only lattice point 














which may still lie in F is Q. <i 
This, however, may be also 
removed by a slight leftward Fig. 2. 


displacement of the lattice, 
thus leaving no lattice point at all in F. This, however, contradicts the 
assumption that F is a covering set. Hence R lies in F. 

Comparing (12) with (10) we find 1 — ry— f(x») + hy (x9) > — he(f (%)). 
Since P was arbitrary as long as B < x,< B’, we have h,(x) + h,(f(x)) => x + 
+ f(x)— 1 for all x, B < x < B’; but since h,(zx), h,(x), f(x) are continuous, 
the inequality holds for the closed interval [B, B’). 

We might have considered the point Q on the right-hand boundary of 
the strip instead of the left; the argument would have followed in a similar 
way; and substituting z by 1 + 6— x for convenience we should have ob- 
tained h,(1 + b— x) + A,(1 + b—f(x)) > 2+ f(x)—1 for all x in [B, B’). 
We have thus proved the following result: 

Theorem 1. If F is a covering set satisfying (A), and h,(x), hg(x) are defined 
by (10), then these functions satisfy, for all z, B< x < B’ the inequalities 
(13a) hy (x) + ha(f(z)) 2 2 + f(x)—1 
(13b) h,(1 + b— x) + A,(1 + b— f(x) > x+f(z)—1 
(Note: It can be proved (see [5]) that, if 6 = 0, these conditions together 
with (11) are also sufficient for covering.) 
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4. Before proving our main theorem we require one more auxiliary result. 
Lemma 4. Let g(x) be a continuous function defined for B< x < B’ and 


B 
satisfying p(x) + p(z(x)) = 0 for every x in this interval. Then [ o(x)dx=0, 


Bb 
and equality holds if and only if (x) = 0 identically in the whole interval. 
Proof. (cf. [4]). By the assumed inequality and the continuity of g(z), 
and by the use of (6) and (7) we have 
B 


B B 
0 sf (p(x) + p(z(x))] ada = p(x) xdx + f p(y): (lL+b—y) dy 


r 
= (1+ 56): f p(x)dz 
b 


and equality holds if and only if g(x) + y(z(x)) = 0 identically in the whole 
interval. Consider now an arbitrary x), B < x,< B’. If the last-mentioned 
identity holds, then, in the notation of Lemma 3, ¢(x,) + 9(2,) = 0, and, 
by induction, p(z;,,) + y(x,) = 0 for all i, or g(x,;) = (—1)*- p(x). Since 
g(x) is continuous, we may apply Lemma 3 and obtain lim g(x,) = lim (— 1)! » 


i> co i— oo 


< p(%_) = p(B), and the last limit exists only if g(x) = 0. Since 2) was 
arbitrary, g(x) vanishes identically in the interior, and by continuity on the 
boundary also, of the interval [B, B’]. 

We now wish to define precisely the set F,, mentioned in the introduction. 
In our notation, it is the set defined by 

(F,) b=0, A(x) =h,(x)=—2?+2 (OS x1) 

and its area is 4/3. 

Theorem 2. If F is a covering set, then area F = 4/3, equality holding if 
and only if F coincides with F 4. 

Proof: We shall divide the proof into several steps: 

I. If F does not satisfy condition (A), then, by Lemma 2, area F > 4/3, 
and the theorem is proved. We may therefore assume that F satisfies (A). 
To evaluate the area of F we split it into two parts: 


1) the area in the strip t< 7S. - +t. According to (10) this area is 
1+t 
4,= f {1 + hy(x) + hy(x)]dx=1 +f (h (x) + hp(x)) dx. Since by (11) the 


integrand i in the last integral is non- unpiie, we may write by (9): A,=> 1+ 
ri (hy (x) + hy(x)) dx, where equality holds, by (9), if b = 0 (and, as is easily 
B 


proved but not relevant to our purpose, only in that case). 

2) the area outside the strip << +< 1+ 1. This consists at least of the 
area of two triangles with their bases on the sides of S, and their vertices 
on the lines x = 0, x = 1+ 6. Their joint heigh being 6, we have: A,> 6/2, 
with equality certainly if b = 0. 

Combining, we have 


B 

(14) area F = A,+ A,> 1 + b/2 + f (hy (x) + ha(x)) dx 
B 

with equality if (and indeed only if) b = 0 
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II. We define, for B < x < B’, the continuous function 
(15) h(x) = (hy(x) + ha(1 + 6 — z))/2. 
If in (13b) we substitute x by f(x) and take into account (6), and then add 
the result to (13a), we obtain, by (6) and (15) 
(16) h(x) + h(e(x)) = x + f(x)—1. 

We next define, in the same interval, the function 

h, (x) = (— 2?+ (1 + b) x — b/2)/(1 + 5). 

It is easy to verify 
(17) hy (x) + hy(z(x)) = x + f(x) —1. 


We also compute 
B 


(18) A(b) = 1+ 0/2+2 [ hy(x) ae = 1+ b/2 + (1/3) /2— (1+ o)(1 «one ) 
i 


1+6 
and a simple calculation shows that 

(19) A(b) = 1 + 6/2 + (1/3) V2— (1 + 5)? = 4/3 

if 0 < 6 < 4/13 (which is true in our case by condition (A)), equality holding 
at either end if and only if b = 0. 

III. By subtraction of (17) from (16) it follows that (x) = A(x) — h,(x) 
satisfies the assumption of Lemma 4. 

In the second half of the integral in (14) we substitute x by 1 + b— 2, 
and taking into account (4), combining with (15) and (18) and applying (19) 
and Lemma 4 we have 

B BR 
area F>1 + b/2+ f (hy(x) + hy(1+6—2))dx=1+4 6/2+2fh(x)dzx 
B 7 
(20) > 
= A(b) +2 f (h(x) — hy (x)) dx = A(b) => 4/3 
B 
which proves the first part of the theorem. 
IV. It remains to investigate the case of equality in (20). By (19), (14) 


and Lemma 4, this is the case if and only if b = 0 and h(x) = h,(x) identi- 
cally in B< x< B’. We are thus left with 


(21) b=0, hh=—2*+ 2, hy(x) +h, (1— zx) = 2h, (x) (OS 21). 


From (21) we have in particular h,(0) + h,(1) = 0, but by (11) this implies, 
since t = 0, hy (0) = 0, 


(22) h, (0) = hg (1) = 0. 
Adding (13a) and (13b) (x being replaced by f(x) in the latter), we 
now obtain, by (21), the identity hy(x) + ho(z(x)) = «+ f(x)—1, and so 
equality holds in both formulae (13), which now become 
hy (x) + ha(f(x)) = x + f(x)—1 
hy (1 — f(x)) + Ag(1 — 2) = 2 + f(x)—1. 
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Subtraction and use of (6) give 
(23) h, (x) — hg(1 — x) = hy (z(x)) — A, (1 — z(zx)) 


identically. Consider an arbitrary z,, 0 < 2,< 1. In the notation of Lemma 3. 
(23) implies 
hy (2) — hg (1 — 2) = Ay (2,) — hg(1 — 2) = -- - = hy (x) — A, (1 — 2,) 
for all i. Since h,(x) and h,(z) are continuous, Lemma 3, together with (22). 
implies 
hy (29) — hy (1 — xq) = lim (Ay (2z,) — hg (1 — 2,)) = Ay (0) — hy(1) = 0 
io 


and since 2, was arbitrary, we have for all z, 0 < x < 1, 
hy(z) —h,(1— x) = 0 


and by continuity this holds for the closed interval [0, 1]. Combining with (21) 
and considering that hy (x) = ho(1 — z) identically, 
hy (x) = ha(x) = hy (x) = — 2? + 2 (Os xr< l). 

But this is precisely the relationship defining F,. 

V. To complete the proof it remains to show that F, is actually a covering 
set. This has been done repeatedly (see [2], 
[4], [5)). A simple proof is as follows: 

P Let 6 be the angle between a unit lattice 
vector and the z-axis of our coérdinate 
system. If 6 = 0 or 2/2, the unit square 
S, (0< x<1,0< y< 1) contained in F, 
certainly contains a lattice point. We may 
therefore assume 0 < 6 < 2/2. Consider 

' the point P = (cos@, 1 + hy(cos@)) and the 
points Q and R, constructed as in the 

S proof of Theorem | (see figure 3). Since 

the inequalities (13) are now identities, 

R lies on the lower boundary of F,. Con- 

Pp sider also the reflections P’, Q’, R’ of 
P, Q. R, with respect to the centre (1/2, 

Fig. 3. 1/2) of Fy. By construction, PQ, QR, 

P’Q, QR’ are parallel to the lattice 

axes. Consider the unit square PQRS. Since its sides are parallel to 
the lattice axes, it contains at least one lattice point. We claim that the 
hexagon PR’'QP’ RQ’ also contains at least one lattice point. For, if the 
lattice point in PQRS lie in the quadrilateral PQRQ’ it already lies in the 
hexagon; otherwise it lies either in the triangle PQ’ S, and then another 
lattice point lies in Q P’ R (and hence in the hexagon), since the latter triangle 
is the image of the former under a unit translation parallel to PQ, and hence 
carrying the lattice onto itself; or else it lies in the triangle SQ’ R, and then, 
for similar reasons, another lattice point lies in PR’ Q (and hence in the hexa- 
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gon). Our claim is thus proved, and since the hexagon is contained in F 4, 
we have shown that F, contains a lattice point. Since this is true for all 
values of 6, F, is a covering set, as was to be proved. The proof of the theorem 
is thus complete. 

Added in proof. In a letter dated January 26, 1955, Dr. D. B. Sawyer has kindly 
communicated to the author an alternative proof, closely following the lines of [4], found 
independently by him after this paper had been accepted for publication. Dr. SawyEr’s 
proof has also been submitted to a mathematical journal. 
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Zur Theorie der Modifikationen. 
I. Stetige und eigentliche Modifikationen komplexer Raiume. 


Von 


Hans Gravert und RemnHoitp RemMert in Miinster (Westf.) 


Einleitung. 


In der Funktionentheorie mehrerer komplexer Veranderlichen kennt man 
seit langem analytisch iniquivalente komplexe Mannigfaltigkeiten, die im 
Hinblick auf ihre funktionentheoretischen Eigenschaften in vielerlei Hin- 
sicht als nicht wesentlich voneinander verschieden erscheinen. Es gelten 
z. B. in allen mehrfach-projektiven komplexen Raumen die bekannten Sitze 
von Hurwrrz-Weterstrass') und CHow?”), die aussagen, daB in solchen 
Raiumen meromorphe Funktionen stets rationale Funktionen und analytische 
Mengen stets algebraische Mengen sind. Aus dem Satz von Hurwirz-WEIER- 
strass folgt insbesondere, daB die Kérper der meromorphen Funktionen bei 
allen mehrfach-projektiven Raumen gleicher Dimension isomorph sind. Der 
Grund fiir dieses Verhalten kann darin gesehen werden, daB zwei mehrfach- 
projektive Raiume gleicher Dimension durch gewisse Abanderungsprozesse 
auseinander hervorgehen, unter denen viele funktionentheoretische Eigen- 
schaften invariant sind. 

Im Falle zweier komplexer Veranderlichen lassen sich z. B. der Osgoodsche 
Raum P! x P" (kartesisches Produkt zweier Riemannscher Zahlerkugeln P") 
und der einfach-projektive Raum P? durch folgenden AbianderungsprozeB 
ineinander iiberfiihren: Im Raum P! x P! wende man im Schnittpunkt s, 
der beiden unendlich fernen komplexen Geraden G, und G, den von H. Horr 


1) K. Wererstrass hat den in Rede stehenden Satz fiir den Fall des Osgoodschen 
Raumes in der Arbeit: Untersuchungen iiber die 2r-fach periodischen Funktionen von 
r Veranderlichen, Crelles Journal 89, 1—8 (1880), ohne Beweis ausgesprochen; den ersten 
Beweis gab A. Hurwitz: Beweis des Satzes, daB eine einwertige Funktion beliebig vieler 
Variablen, welche iiberall als Quotient zweier Potenzreihen dargestellt werden kann, eine 
rationale Funktion ihrer Argumente ist, Crelles Journal 95, 201—206 (1883). 

Fiir beliebige mehrfach-projektive komplexe Raume wurde der Satz von D. Jackson 
bewiesen: Note on rational functions of several complex variables. Crelles Journal 146, 
185—188 (1916). 

*) W. L. Coow: On compact analytic varieties. Amer. Journ. of Math. 71, 893—914, 
(1949). Wegen weiterer Beweise siche: H. Kneser: Analytische Mannigfaltigkeiten im 
komplexen projektiven Raum. Math. Nachr. 4, 382—391 (1950/51); H. Cartan: Pro- 
blémes globaux dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables complexes, 
Proceed. Intern. Congr. of Math. 1950, vol. 1, S. 152—164; R. Remmert und K. Stern: 
Uber die wesentlichen Singularitéten analytischer Mengen. Math. Ann. 126, 263—306 
(1953); H. Cartan: Séminaire 1953/54, Exp. XIV sowie W. Stroy: Einige Bemerkungen 
zur Fortsetzbarkeit analytischer Mengen. Math. Z. 60, 287—304 (1954). 
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beschriebenen o-ProzeB*) an, d. h. man setze in s, in bestimmter Weise eine 
Riemannsche Zahlenkugel P} ein. Die unendlich fernen Punkte des entstan- 
denen Raumes X bestehen alsdann aus den drei komplexen Geraden G,, G,, 
Pj, von denen G, und G, unter sich keinen und mit Pj} jeweils genau einen 
Schnittpunkt haben. Andererseits zeigt sich, daB man ebenfalls den Raum X 
erhalt, wenn man in den Schnittpunkten s,, s, der Achsen des einfach-pro- 
jektiven Raumes P? mit der unendlich fernen Geraden P} den o-ProzeB an- 
wendet. Die eingesetzten Sphiren stimmen dann mit den obigen Geraden G, 
und G, iiberein. — Der Ubergang von P! x P! zu P* kann also durch den 
o-ProzeB und seine Umkehrung beschrieben werden*). Der o-ProzeB nebst 
seiner Umkehrung stellt aber, wie man aus der algebraischen Geometrie®) 
weiB, einen AbainderungsprozeB dar, der auf die Funktionentheorie in vielerlei 
Hinsicht keinen EinfluB hat. 

Man kann sich nun die Aufgabe stellen, allgemein solche im Sinne der 
Funktionentheorie ,,zulissigen Abinderungsprozesse‘‘ zu untersuchen und 
insbesondere danach trachten, diejenigen Abanderungsprozesse niher zu 
beschreiben, die die Ringe der holomorphen bzw. die Kérper der meromorphen 
Funktionen invariant lassen. Einen ersten Schritt in dieser Richtung taten 
H. Bennxke und K. Srern*). Ausgehend von der Frage nach den méglichen 
AbschlieBungen des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C" gelangten 
sie zum Begriff der ,,Modifikation’, der als eine erste Prizisierung des Be- 
griffes der ,,funktionentheoretisch zulissigen Abinderung*: angesehen wer- 
den kann. 

Sind zwei komplexe Riume X und ’X (das sind komplexe Mannigfaltig- 
keiten mit algebroiden Singularitaéten; genaue Definition siehe §1) vor- 
gegeben und ist N eine abgeschlossene Punktmenge in X, so daB X — N 
nicht leer und zusammenhingend ist, so heiBt nach H. Brunke und 
K. Srern der komplexe Raum ‘X eine Modifikation von X in N, wenn X — N 
Teilgebiet von 'X ist, und wenn es zu jeder Umgebung U(N)CX und zu 
jedem Punkt ‘x ¢’N ='X —(X — N) eine Umgebung 'U ('x) c’X gibt, derart, 
daB 'U ('x) \(X —N) in U(N)—N enthalten ist. — Durch diese Definition 
wird in der Tat ein AbinderungsprozeB beschrieben: der komplexe Raum X 
wird durch Ersetzen der Menge N c X durch die Punkte einer neuen Menge 'N 
zu einem komplexen Raum ‘X abgeandert. 


*) H. Horr: Uber komplex-analytische Mannigfaltigkeiten. Rend. Mat. appl. Serie V, 
10, 169—182 (1951), sowie H. Horr: Schlichte Abbildungen und lokale Modifikationen 
4-dimensionaler komplexer Mannigfaltigkeiten. Comm. Math. Helv. 29, 132—155 (1955). 

*) Generell lassen sich zwei mehrfach-projektive komplexe Raume gleicher Dimension 
durch einen verallgemeinerten o-ProzeB (monoidale Transformation) und seine Umkehrung 
ineinander iiberfiihren. Vgl. hierzu: E. Kreyszic: Stetige Modifikationen komplexer 
Mannigfaltigkeiten. Math. Ann. 128, 479—492 (1955); gewisse Resultate der vorliegenden 
Arbeit sind hier fiir komplexe Mannigfaltigkeiten bereits angegeben. 

5) Nach W. V. D. Hopes und D. Pepor: Methods of Algebraic Geometry III, Cam- 
bridge University Press (1954), S. 222 ist ein o-ProzeB nebst seiner Umkehrung eine bi- 
rationale Transformation. 

*) H. Bennxe und K. Stern: Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten und Rie- 
mannscher Gebiete. Math. Ann. 124, 1—-16 (1951). 
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Der vorliegenden Arbeit liegt ebenfalls der soeben angegebene Modifi- 
kationsbegriff zugrunde. Wir fordern allerdings nicht, daB X — N ein Teil- 
gebiet von ‘X ist, sondern lediglich, daB es ein Teilgebiet ‘X —’N von ‘X gibt. 
das durch eine holomorphe Abbildung t auf X — N eineindeutig bezogen ist. 
Im iibrigen setzen wir voraus, daB die abgeschlossene Menge N lokal jeweils 
in einer von X verschiedenen analytischen Menge enthalten ist (zur genauen 
Definition vgl. Def. 1, § 1). Einfache Beispiele zeigen nun’), daB bei solchen 
allgemeinen Modifikationen nicht zu erwarten ist, daB funktionentheoretische 
Invarianzaussagen, wie sie hier interessieren, gelten kénnen. Daher engen 
wir den allgemeinen Begriff der Modifikation sofort durch eine Zusatzforderung 
zum Begriff der stetigen Modifikation ein. Wir nennen einen komplexen 
Raum ‘X eine stetige Modifikation eines komplexen Raumes X, wenn ‘X 
eine Modifikation von X ist und wenn jede Umgebung U eines beliebigen 
Punktes aus der zu ersetzenden Menge N c X bei Ersetzung der in U liegenden 
Punkte von N durch Punkte von ‘N in eine Umgebung eines jeden dieser 
neuen Punkte iibergeht (priizise Fassung siehe Def.3, §1). Es zeigt sich 
(Satz 2, § 2), daB eine Modifikation ‘X eines komplexen Raumes X genau 
dann eine stetige Modifikation ist, wenn die eineindeutige holomorphe Modi- 
fikationsabbildung t von '‘X —'N auf X — N zu einer holomorphen (nicht not- 
wendig eineindeutigen) Abbildung von ‘X in X fortsetzbar ist. Man kénnte 
daher die Fortsetzbarkeit der Modifikationsabbildung t direkt zur Definition 
der stetigen Modifikation erheben. Eine solche Definition scheint den Verff. 
jedoch nicht angemessen, da sie sich zu sehr von der intuitiven Grundvorstellung 
der stetigen Modifikation, die rein topologischer Natur ist, entfernen wiirde. 

Bei einer stetigen Modifikation kann die Menge N C X stets so klein ge- 
wahlt werden, daB kein Punkt von N nur durch einen Punkt von ‘N ersetzt 
wird (Satz 3, § 2); solche Modifikationen nennen wir wesentliche Modifi- 
kationen. Fiir wesentliche Modifikationen zeigen wir (Satz 4, § 2), daB die 
Menge ‘N stets eine analytische Menge in ‘X ist, die, falls der Raum X eine 
n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit ist, entweder leer oder rein 
(n — 1)-dimensional ist. 

Bei einer stetigen wesentlichen Modifikation ist die Menge N c X im all- 
gemeinen noch keine analytische Menge in X, wie ein Beispiel in § 4 zeigt. 
Das erreicht man erst, wenn man den Begriff der stetigen Modifikation noch 
weiter zum Begriff der eigentlichen Modifikation einschrankt (Satz 5, § 3). 
Unter einer eigentlichen Modifikation ‘X eines komplexen Raumes X wird 
dabei eine stetige Modifikation verstanden, bei der die (fortgesetzte) Modi- 
fikationsabbildung t von ‘X in X eine eigentliche Abbildung im Sinne von 
N. Boursakr®) ist, d. h. bei der die Urbildmengen kompakter Mengen kom- 
pakt sind. 

Bei einer eigentlichen wesentlichen Modifikation eines n-dimensionalen 
komplexen Raumes X ist die Menge N stets eine héchstens (n — 2)-dimen- 





7) Vgl. hierzu auch W. Stoti: Uber meromorphe Modifikationen. Habilitationsschrift 
Tiibingen 1954, S. 7. 
8) N. Boursaki: Topologie Générale, 2. Aufl., Chap. 1, § 10.9. 
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sionale analytische Menge in X (Satz 7, §3). Daraus folgt (Satz 8, § 3), daB 
bei jeder eigentlichen Modifikation die Ringe der holomorphen und die Kérper 
der meromorphen Funktionen der Riume X und ‘X kanonisch isomorph sind. 
Eigentliche Modifikationen sind daher ,,funktionentheoretisch zulissige Ab- 
anderungen“ im eingangs erwahnten Sinne. 

§ 3 enthalt ferner noch eine Aussage iiber den komplexen Raum ‘X in der 
Umgebung der eingesetzten Menge ‘N. Wir beweisen, daB in hinreichender 
Nahe jeder irreduziblen Komponente von ‘N keine mit dieser Komponente 
gleichdimensionale analytische Menge liegen kann, die von derselben ver- 
schieden ist (Satz 10). Mittels dieses Kriteriums kann gezeigt werden, daB 
der komplex-projektive Raum P" nicht durch eine eigentliche wesentliche 
Modifikation aus einem zu ihm analytisch iniquivalenten komplexen Raum 
erzeugt werden kann. 

§ 4 enthalt Beispiele fiir Modifikationen. Es wird insbesondere eine eigent- 
liche wesentliche Modifikation angegeben, in der die Menge ‘N nicht von der 
maximalen Dimension n — 1 und mithin der komplexe Raum X keine komplexe 
Mannigfaltigkeit ist. 


§ 1. Der Begriff der Modifikation. 


Wir stellen in diesem Paragraphen grundlegende Begriffe zusammen. Es 
ist zweckmaéBig, neben komplexen Mannigfaltigkeiten sogleich komplexe 
Raume zu betrachten. Zu dem Zwecke fiihren wir zunichst den Begriff der 
analytisch-verzweigten Uberlagerung ein ®). 

Ein lokal-kompakter Hausdorffscher Raum R heiBt eine analytisch-ver- 
zweigte Uberlagerung des n-dimensionalen Einheitspolyzylinders Z*: {\z,| < 1, 
.. +» [Z,| < 1}, wenn folgendes gilt : 

1. R ist durch eine stetige eigentliche Abbildung ® auf Z" bezogen. Der 
Punkt r¢ R hei®t tiber dem Punkt z = ®(r)¢ Z" gelegen. Uber jedem Punkt 
z € Z" liegen nur endlich viele Punkte von R. 

2. Es gibt eine (evtl. leere) analytische Menge M in Z*, derart, daB 
®-(M) in R nirgends dicht liegt und daB R = R—©-(M) durch @ lokal- 
topologisch auf Z" — M bezogen ist. 

3. Zu jedem Punkt r¢R gibt es beliebig kleine Umgebungen’®) U(r), 
derart, daB U(r) — U(r) \®(M) zusammenhingend ist"*). 

Die Punkte von R, in denen @ nicht lokal-topologisch ist, heiBen Ver- 
zweigungspunkte von R. Unter der Dimension von R wird die komplexe 
Dimension des Polyzylinders Z* verstanden. 

*) Wir fiihren in dieser Arbeit den Begriff des komplexen Raumes im Anschlu8 an 
H. Beanke und K. Stem loc. cit.*) ein. H. Cartan: Séminaire 1951/52, Exp. XIII und 
Séminaire 1953/54, Exp. VI gibt eine andere Definition (espace analytique général). 
Jeder komplexe Raum im Sinne von H. Cartan ist ein komplexer Raum im Sinne von 
H. Beanxke und K. Ste. 

10) Unter Umgebungen werden im folgenden stets offene Mengen verstanden. 

108) Man kann zeigen, daB & eine offene Abbildung von R auf Z* ist; vgl. hierzu die 
demnachst erscheinende Arbeit der Verff.: Analytisch verzweigte Uberlagerungen und 
komplexe Raume. 
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Inanalytisch-verzweigtenUberlagerungen R laBt sich der grundlegendeBegriff 
der holomorphen (und damit dann auch der meromorphen) Funktion einfiihren. 

Eine stetige, komplex-wertige Funktion g auf einer offenen Menge WC R 
heiBt eine holomorphe Funktion auf W, wenn es zu jedem Punkt r¢ RAW 
eine Umgebung U(r) C W gibt, die durch ® topologisch auf ®(U (r)) CZ" ab- 
gebildet wird, derart, daB g-@®~' eine holomorphe Funktion in ®(U (r)) ist. 

Eine Abbildung /’: WC" einer offenen Menge W¢ R in den C” werde 
holomorph genannt, wenn die die Abbildung beschreibenden Funktionen 
z,= f,(r) (vy = 1,..., 2; €W) holomorphe Funktionen auf W sind. 

Sind R, R’ (mit zugehérigen Projektionsabbildungen ®, ®’) zwei analytisch- 
verzweigte Uberlagerungen, so hei®t eine stetige Abbildung /’: W—> R’ einer 
offenen Menge WCR in R’ eine holomorphe Abbildung, wenn ®’- [’: WC 
eine holomorphe Abbildung ist. Ist /°: W- R’ eine holomorphe eineindeutige 
Abbildung von W auf /’(W), so ist die Umkehrabbildung /-: [(W)—W 
ebenfalls eine holomorphe Abbildung?®). 

Unter einer komplez-analytischen Struktur auf einem Hausdorffschen Raum 
X wird folgendes verstanden: 

1. X ist mit einer Uberdeckung U von lokalen Koordinatensystemen 
(U;,w;) (CJ, J eine Indexmenge) versehen. Dabei wird unter einem lokalen 
Koordinatensystem (U,y) eine offene Menge U < X verstanden, die durch 
eine fest vorgegebene topologische Abbildung wy: U>W auf eine offene 
Menge W einer analytisch-verzweigten Uberlagerung R bezogen ist. 

2. Sind (U,,y,) und (U;,y;) zwei lokale Koordinatensysteme aus U mit 
nichtleerem Durchschnitt U;- U;, so ist die topologische Abbildung y,- y; ': 
yp (U;,A\U,;)+y(U,U,) eine holomorphe Abbildung. Wir sagen, (U;, y,) 
und (U;, y;) hangen holomorph zusammen. 

3. Ist (U, y) ein lokales Koordinatensystem, das mit simtlichen (U,, y,;) € 1 
holomorph zusammenhingt, so gilt (U, wy) ¢ U (Maximalitaétsforderung). 

Erfiillt eine vorgegebene Uberdeckung U zunichst nur die Bedingungen |. 
und 2., so kann man U durch Maximalisierung zu einer komplex-analytischen 
Struktur machen. 

Einen zusammenhangenden Hausdorffschen Raum X mit einer fest vor- 
gegebenen komplex-analytischen Struktur nennen wir einen komplexen Raum. 
Ihm kommt eine eindeutig bestimmte komplexe Dimension zu (denn alle R, 
sind gleichdimensional). Ist X ein n-dimensionaler komplexer Raum, so 
schreiben wir: X = X". 

Ein Punkt x eines komplexen Raumes X heiBbt ein wniformisierbarer Punkt 
von X, wenn es ein lokales Koordinatensystem (U, y) € U gibt, derart,daB x « U 
und w die Menge U auf die triviale Uberlagerung des Einheitspolyzylinders, 
d. h. also auf den Einheitspolyzylinder selbst abbildet. Ein komplexer Raum 
mit lauter uniformisierbaren Punkten heiBt eine komplexe Mannigfaltigkeit. 

In jedem offenen zusammenhangenden Teil X* eines komplexen Raumes 
(bzw. einer komplexen Mannigfaltigkeit) X wird in natiirlicher Weise durch 





1b) Dies ist nicht véllig trivial. Man hat zum Beweise im wesentlichen zu zeigen. 
daB I eine offene Abbildung ist. Vg]. H. GRavert und R..REmMMERT loc. cit. ?%*). 
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die komplex-analytische Struktur von X eine komplex-analytische Struktur 
induziert, die X* zu einem komplexen Raum (bzw. einer komplexen Mannig- 
faltigkeit) macht. Ferner ist das kartesische Produkt zweier komplexer Riume 
(bzw. zweier komplexer Mannigfaltigkeiten) in natiirlicher Weise mit einer 
komplex-analytischen Struktur versehen und mithin ein komplexer Raum 
(bzw. eine komplexe Mannigfaltigkeit). 

Die Gesamtheit aller uniformisierbaren Punkte eines komplexen Raumes X 


bildet eine komplexe Mannigfaltigkeit X, die eine dichte zusammenhingende 
Teilmenge von X ist. 

Die Begriffe der holomorphen und meromorphen Funktion sowie der holo- 
morphen Abbildung von komplexen Réumen ineinander usw. lassen sich nun 
in bekannter Weise definieren; wir gehen darauf nicht naher ein. Dagegen ist 
es unzweckmaBig, die analytische Menge als gleichzeitiges Nullstellengebilde 
von holomorphen Funktionen zu definieren, da es noch unbekannt ist, ob 
es auf jeder analytisch-verzweigten Uberlagerung R eine holomorphe Funktion 
{ gibt, deren Verzweigungsverhalten mit dem von R iibereinstimmt. Vielmehr 
heiBe eine Teilmenge M eines komplexen Raumes X eine analytische Menge 
in X, wenn es zu jedem Punkt von X eine Umgebung U gibt, derart, daB 
Mr\U Bildmenge einer eigentlichen, nirgends entarteten, holomorphen Ab- 
bildung A von endlich vielen komplexen Raumen ‘X,,.. .,’X, in U ist. Eine 
holomorphe Abbildung A eines komplexen Raumes ‘X in einen komplexen 
Raum X hei®t dabei nirgends entartet, wenn /-!(x) fiir x¢€X stets aus 
isolierten Punkten besteht. Unter der Dimension einer analytischen Menge A 
in einem Punkt z¢ A verstehen wir die maximale Dimension der komplexen 
Raume ‘X,,...,’X,, deren A-Bild x enthilt. Es laBt sich zeigen, daB die Di- 
mension von A unabhiangig von der Wahl der ‘X,,. . .,’X, definiert ist*®°). 

Man kann zeigen, daB das gleichzeitige Nullstellengebilde von holomorphen 
Funktionen immer eine analytische Menge ist. Umgekehrt kann man jede 
analytische Menge einer komplexen Mannigfaltigkeit lokal als gleichzeitiges 
Nullstellengebilde von holomorphen Funktionen darstellen"). 

Fiir analytische Mengen im hier definierten Sinne gelten ahnliche Resultate 
wie fiir analytische Mengen in komplexen Mannigfaltigkeiten. Zum Beispiel 
zerlegt eine niederdimensionale analytische Menge in einem komplexen Raum 
den Raum nicht und liegt dort nirgends dicht?®*). 

Ist X irgendein komplexer Raum und M irgendeine irreduzible analytische 
Menge in X, so kann M im allgemeinen nicht als ein komplexer Raum (bzgl. der 
induzierten Struktur) aufgefaBt werden. Der Menge M 1la8t sich jedoch 
ein komplexer Raum Y zuordnen: In jedem Punkt z¢ M zerfillt M 
in endlich viele analytische Primkeime p,. Bildet man die Menge aller Paare 
(z, p,), wo € M, so laBt sich in {(x, p,)} in natiirlicher Weise eine Topologie 

1c) Vgl. hierzu wieder H. Gravert und R. Remmerr, loc. cit. '*), wo grundlegende 
Aussagen dieser Art exakt bewiesen werden. 

11) Dieser Satz wurde von R. Remmert bewiesen: Holomorphe und meromorphe Ab- 
bildungen analytischer Mengen, erscheint demnachst in den Math. Ann.; vgl. ferner: 


K. Stern: Analytische Abbildungen allgemeiner enalytischer Raume. Colloque de Topo- 
logie de Strasbourg, Avril 1954. 
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und eine komplex-analytische Struktur einfiihren, so daB die Abbildung 
(x, p,)—> x stetig und holomorph ist. Dadurch wird {(x, p,)} zu einem komplexen 
Raum Y. Wir nennen Y den durch M erzeugten komplexen Raum!"!*). — Ist X 
eine komplexe Mannigfaltigkeit und hat M nur gewodhnliche Punkte, so ist 
Y eine zu M analytisch homéomorphe komplexe Mannigfaltigkeit. Ist M 
nicht irreduzibel, so kann in analoger Weise ein nicht zusammenhingender 
komplexer Raum Y definiert werden, dessen zusammenhaingende Kompo- 
nenten den irreduziblen Komponenten von M entsprechen. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir nun den Begriff der Modifikation 
ein. Wir folgen mit einer geringfiigigen Abweichung der Definition von 
H. BEHNKE und K. Srer’”’). 

Def. 1: Hin Quintupel ('X,’N,1t..N,X) heiBe eine Modifikation, wenn 
tolgende Bedingungen erfiillt sind : 

1.’X, X sind gleichdimensionale komplexe Riume; 'N bzw. N sind abge- 
schlossene, evil. leere Mengen in 'X bzw. X, die von 'X bzw. X verschieden sind. 

2. Es gibt zu jedem Punkt x¢ N eine zusammenhiingende Umgebung U (x) 
mit einer N-\U(x) umfassenden analytischen Menge M+U. (Wir sagen: 
N ist diinn in X.) 

3.7: X —N+X — N bildet den Raum 'X —'N eineindeutig und holomorph 
auf den Raum X — N ab. 

4. Ist U eine beliebige Umgebung von N, so enthilt die Vereinigung von 
t1(U — N) mit 'N stets eine Umgebung von 'N. 

Wir sagen auch: Der komplexe Raum ‘X ist eine Modifikation des kom- 
plexen Raumes X bzw. der komplexe Raum ‘X geht durch eine Modifikation 
in der Menge N ¢ X aus dem komplexen Raum X hervor. 

Die Bedingung 4. stimmt mit der Forderung b) bei H. BEHNKE und 
K, Srem iiberein?*). 

Def. 2: Zwei Modifikationen ('X;, 'N,, t;, N;, X,;) (i= 1,2) werden dqui- 
valent genannt, wenn gilt: ‘X,='X,, X,= X, und t7'(x) = 1, "(zx) fiir jedes 
x€ X,— (N,UN,). 

Als Beispiel'*) einer Modifikation betrachten wir das Quintupel (‘X, ‘N, 
t, N, X), wobei ‘X bzw. X den zweidimensionalen Osgoodschen Raum mit den 
Variablen ‘z,, ‘2, bzw. z,, z, bezeichnen soll und ‘N bzw. N die komplexen 
Geraden ‘z,= 0 bzw. z,= 0 sein sollen. t sei die durch die Gleichungen 


2 =z, 

Zp='z°e7 
vermittelte Abbildung. Man iiberlegt sofort, daB eine Modifikation im Sinne 
von Definition 1 vorliegt ; man sieht ferner, daB die in X meromorphe Funktion 
Z, vermége t in die Funktion 'z,- e**’ iibergeht, die auf ‘N wesentlich singular 
ist. Ebenso gibt es analytische Mengen in X (z. B. simtliche Ebenen z,= a 


118) Hinsichtlich der genauen Beschreibung vg]. H. GRavertT und R. REMMERT, loc. 
cit. 1°), 

33) H. Beanxe und K. Srex loc. cit.*). 
18) Siehe W. Stott, loc. cit.’). 
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mit a+0, aoc), deren durch t vermitteltes Bild in 'X auf der Ebene ‘z,= 0 
wesentliche Singularitaten hat. 

Das angegebene Beispiel zeigt, daB der eingefiihrte Begriff der Modifikation 
fiir unsere Belange noch zu weit gefaBt ist. Wir schrinken ihn daher durch eine 
Verschirfung der Bedingung 4., Def. 1 ein. 

Def. 3: Eine Modifikation ('X,'N, +t, N, X) heife eine stetige Modifikation, 
wenn sie folgende Bedingung erfiillt: 

4’. Ist (U,), 7€ J, eine beliebige offene Uberdeckung von N, so enthiilt jede 
Menge t*(U,— U; \N)U'N eine offene Menge V,, derart, daB die Vereinigung 

V, eine Umgebung von 'N ist. 
es 
Diese Definition kann als eine Prizisierung dessen angesehen werden, 


was man sich intuitiv unter einer zulassigen Einsetzung einer Menge ‘N in 
eine Menge N vorstellt. Man méchte jedenfalls erreichen, daB eine jede Um- 
gebung U eines beliebigen Punktes x¢ N nach erfolgter Ersetzung der Punkte 
von U7\ N durch gewisse Punkte von ’N in eine Umgebung ‘U dieser Punkte 
iibergeht. Das aber wird genau durch Definition 3 gewihrleistet. Man sieht 
am obigen Beispiel, daB bei allgemeinen Modifikationen diese Eigenschaft 
gewissen Umgebungen U (x) nicht zukommt. 


§ 2. Eigenschaften stetiger Modifikationen. 

Eine grundlegende Eigenschaft stetiger Modifikationen formulieren wir in 

Hilfssatz 1: Ist ('X,'N,1, N, X) eine stetige Modifikation, so ist die Ab- 
bildung t :'X —’'N+X — N in jeden Randpunkt von 'N stetig fortsetzbar. 

Beweis: Sei ‘x¢’N irgendein Randpunkt von ‘N; sei ‘x,¢’X —’N irgend- 
eine gegen ‘x konvergierende Folge. Um zu zeigen, daB r('z,) « X — N gegen 
einen Punkt x¢ N konvergiert, wihlen wir eine offene Uberdeckung (U,) 
von N durch relativ-kompakte Mengen U;. Der Punkt ‘z ist in wenigstens 
einer der Mengen V, enthalten, die nach Definition 3 den U, zugeordnet sind. 
Da fast alle ‘x, in der Menge V;— V,;7\'N liegen und dieselbe durch t in 
U,— U,\N abgebildet wird, liegen fast alle r(‘z,) in U;— U,;-\ N. Die Folge 
t(‘z,) besitzt daher einen Haiufungspunkt z auf N. Da die Uberdeckung (U,) 
von N beliebig fein gewaihlt werden kann, kann es nicht zwei verschiedene 
Haufungspunkte geben. Aus diesem Grunde ist x unabhingig von der Wahl 
der Folge ‘x, eindeutig durch den Punkt ‘x bestimmt. Erklirt man nun als 
t-Bild von ‘x den Punkt z, so hat man die gewiinschte stetige Fortsetzung von t. 

Aus Hilfssatz 1 folgt 

Satz 1: Ist ('X,'N,t, N, X) eine stetige Modifikation, so gibt es zu jedem 
Punkt 'x¢'N eine zusammenhiingende Umgebung 'U mit einer 'N\'U um- 
fassenden analytischen Menge 'M +'U. ('N ist diinn in 'X.) 

Den Beweis dieses Satzes stiitzen wir auf eine Verallgemeinerung eines be- 
kannten Satzes von T. Rapé™): Hine in einem komplexen Raum X stetige 
und auBerhalb ihrer Nullstellen holomorphe Funktion ist holomorph in X. 


4) T.Rap6: Uber eine nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaltigkeit. Math. 
Z. 20, 1—6 (1924); H. Benwxe und K. Srern loc. cit.) und H. Cartan: Sur une extension 
d’un théoréme de Radé. Math. Ann. 125, 49—50 (1952). 


Math. Ann. 129. 19 
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Wir zeigen zunichst: ‘N ist in einer Umgebung ‘U eines jeden Rand- 
punktes ‘x ¢’N diinn. Sei 2 = r(‘x) das Bild der nach Hilfssatz 1 in ‘x stetig 
fortgesetzten Abbildung t. In einer Umgebung U (zx) existiert eine holomorphe, 
nirgends identisch verschwindende Funktion f, die auf U -\ N verschwindet. 
Sei ‘U eine zusammenhingende Umgebung von ‘z, derart, daB alle Punkte 
von ‘U, die nicht zum offenen Kern von ‘N gehéren, durch die fortgesetzte 
Abbildung t in U abgebildet werden. Die Funktion f-7 ist in ‘U —'’N1\’U 
holomorph und wird durch die Forderung f - t(’N -\'U) = 0 zu einer in ganz 
’U stetigen Funktion ‘f fortgesetzt. Nach dem verallgemeinerten Satz von 
T. Rapé ist dann ‘f in ganz ‘U holomorph und damit ‘N -\’U im Nullstellen- 
gebilde einer in ‘U holomorphen Funktion enthalten, die nach Konstruktion 
in ‘U nicht identisch verschwindet. 

Zeigen wir noch: jeder Punkt von ‘N ist Randpunkt von ‘N, so ist offen- 
bar Satz 1 bewiesen. Angenommen, es gabe einen inneren Punkt ‘x,¢'N. 
Sei ‘2 (t) eine ‘x, mit einem Randpunkt ‘x von ’N verbindende Kurve. Wegen 
der Abgeschlossenheit von ‘N giibe es von ‘x, her einen ersten Randpunkt 
‘x, von ‘N auf ‘z(t). In jeder Umgebung von ‘z, lagen dann innere Punkte 
von ‘N. Das aber ist nach dem bereits bewiesenen unméglich, denn in einer 
zusammenhingenden Umgebung ‘U(‘z,) ist ‘N in einer von ‘U verschiedenen 
analytischen Menge enthalten. 

Anmerkung: Satz 1 steht in enger Beziehung zu einem von H. BEHNKE 
und K. Srern bewiesenen Satz'>). Die dort gemachte Voraussetzung, daB N 
im Nullstellengebilde einer in einer vollen Umgebung U(N) definierten, 
nirgends identisch verschwindenden, holomorphen Funktion enthalten ist, 
konnte hier durch die schwichere Bedingung 2. der Def. 1 ersetzt werden. 

Es schlieBt sich an: 

Satz 2: Hine Modifikation ('X,'N,t, N, X) ist genau dann stetig, wenn 
die Abbildung t :'X —’N-+X— N zu einer holomorphen Abbildung t:'X +X 
von ‘X in X fortsetzbar ist. 

Beweis: Ist 1t:'X —’N-+X— WN zu einer holomorphen und also auch 
stetigen Abbildung t:'X-X von ‘X in X fortsetzbar, so ist die vorgegebene 
Modifikation, wie man unmittelbar sieht, stetig. Wir beweisen die Umkehrung. 
Da nach Satz 1 die Menge ‘N sicher nirgends dicht in ‘X ist, ist r:'X —’N > 
> X — N nach Hilfssatz 1 zu einer stetigen Abbildung von ‘X in X fortsetzbar. 
Da ferner ‘N in der Umgebung 'U eines jeden Punktes ‘x¢’N in einer analyti- 
schen Menge 'M +’U enthalten ist, so folgt nach einem bekannten Satz von 
Riemann iiber hebbare Singularitaten die Behauptung. 

Im folgenden werden ausschlieBlich stetige Modifikationen betrachtet. 
Unter t werde fortan stets die nach Satz 2 fortgesetzte Modifikationsabbildung 
von ‘X in X verstanden. 

Ist ('X,’N, 1, N, X) irgendeine stetige Modifikation, so kann man in vielen 
Fallen eine aquivalente Modifikation ('X, ‘N »T; N , X) finden, bei der die 
Menge N in der Menge N echt enthalten ist. Ein einfaches Beispiel hierzu 
wird durch die stetige Modifikation (‘C",’0, t,0, C") gegeben, wobei ‘0 bzw. 0 
4s) H. BEHNKE und K. Srern loc. cit*), Satz 2, S. 14. 
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den Nullpunkt des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes und 1 die 
identische Abbildung dieses Raumes auf sich bezeichnet. Die angegebene 
Modifikation ist aquivalent zur trivialen Modifikation ('C",’A, 1, A, C*), 
wobei ‘A bzw. A die leere Menge ist. 

Wir betrachten im folgenden Modifikationen, die nicht von dieser Be- 
schaffenheit sind. 

Def. 4: Hine stetige Modifikation ('X,'N, 1, N, X) heiBt eine stetige wesent- 
liche Modifikation, wenn es keine dquivalente stetige Modifikation ('X,'N, 4 
Ny, X) gibt, derart, daB die Menge N echt in der Menge N enthalten ist. 

Aus dieser Definition folgt sofort : 

Eine stetige Modifikation (‘X,'N, a N, X) ist dann und nur dann wesent- 
lich, wenn es keine dquivalente stetige Modifikation ((X,'N, 1, N, X) gibt, derart, 
daB die Menge 'N echt in der Menge 'N enthalten ist. 

Es gilt weiter 

Satz 3: Zu jeder stetigen Modifikation ('X,'N,+t, N, X) gibt es genau eine 
diquivalente stetige, wesentliche Modifikation ('X,'N,t,N,X). Die Menge 'N 
ist eine (evtl. leere) analytische Menge in 'X, die keine isolierten Punkte enthiilt. 

Zum Beweise sind gréBere Vorbereitungen erforderlich. Wir fuhren zu- 
naichst den Begriff des lokalen Ranges einer holomorphen Abbildung ein. 

Seien X und ‘X zwei komplexe Raiume (nicht notwendig gleicher Dimen- 
sion), sei t :'- X-» X eine holomorphe Abbildung von ‘X in X. Ist x¢ X irgend- 
ein Punkt, so verstehen wir unter der Fasermenge von t iiber x die in 'X ana- 
lytische (evtl. leere) Menge r~*(x)!5*). 

Unter dem lokalen Rang r der Abbildung t in einem Punkt 'x¢ '‘X verstehen 
wir die natiirliche Zahl n — k, wobei n die Dimension von ’X und k die Dimension 
derjenigen analytischen Menge bezeichnet, die aus simtlichen durch ‘z laufen- 
den, in ‘X irreduziblen Komponenten der Fasermenge von t iiber t(’x) besteht. 

Es gilt nun der 

Satz: Die Gesamtheit der Punkte 'x<'X, in denen der lokale Rang einer 
holomorphen Abbildung t:'X-+>X kleiner als eine fest vorgegebene natiirliche 
Zahl ist, bildet eine analytische Menge in 'X**). 

Nennt man einen Punkt ‘x¢’X eine Entartungsstelle der holomorphen 
Abbildung t: 'X-— X, wenn der lokale Rang von t in ‘z kleiner als die komplexe 
Dimension von ‘X ist, so folgt insbesondere : 

Die Gesamtheit aller Entartungsstellen einer holomorphen Abbildung t :'X +X 
bildet eine analytische Menge in 'X (Hntartungsmenge der Abbildung t). 

Nun zum Beweis von Satz 3! Es sei (‘X,’N,1, N, X) die vorgegebene 
stetige Modifikation. Wir definieren als Menge 'N die eee der 
Abbildung t und als Menge N die Menge X — 1 ('X —'N). ‘N ist nach dem 


150) Dab bei der hier gegebenen Definition der analytischen Menge die Urbilder ana- 
lytischer Mengen beziiglich holomorpher Abbildungen analytische Mengen sind, ist nicht 
selbstverstandlich, sondern bedarf eines Beweises. Vgl. hierzu H. GRavEertT und R. Rem- 
MERT, loc. cit. 1°), 

16) Vgl. R. REMMERT sowie auch K. STEIN, loc. cit."). 
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vorstehenden eine analytische Menge in ‘X und nach Definition in ‘N enthalten; 
daraus folgt, daB N in N enthalten und mithin diinn in X ist. Es bleibt zu 
zeigen, daB r :’'X —’N-+X — N eine eineindeutige offene Abbildung ist. Wir 
ziehen folgenden, weiter unten bewiesenen Hilfssatz heran. 

Hilfssatz 2: Es seien X, 'X zwei n-dimensionale komplexe Réiume; es sei 
t :'X-+X eine holomorphe Abbildung von 'X in X. Dann ist t eine offene Ab- 
bildung in jeder offenen Teilmenge von 'X, die keine Entartungsstellen von t 
enthdlt). 

Aus diesem Hilfssatz folgt zunichst, daB + eine offene Abbildung von 
‘X —'N auf X — N ist. Daher ist N eine abgeschlossene Menge in X. 

Ware 1 :'X —'N+X — N nicht eineindeutig, so giibe es zwei verschiedene 
Punkte ‘z,, ‘x, in 'X —'N mit r(’z,) = t('x,) = x. Nach Hilfssatz 2 existieren 
punktfremde Umgebungen ‘U('z,) und ‘U('x,) sowie eine Umgebung U(z), 
derart, daB jeder Punkt aus U(x) Bild wenigstens eines Punktes aus ’U ('z,) 
und ‘U (‘z,) ist. Da N diinn in X ist, giibe es also auch einen Punkt z ¢ U (x) 
— U(x)-\N mit dieser Eigenschaft. Das ist jedoch nicht méglich, da jeder 
Punkt aus X — N genau ein t-Urbild hat. 

Nach Konstruktion enthilt ‘N keine isolierten Punkte. Weiter ist klar, 
daB bei jeder zu (‘X, 'N » Ke N , X) aquivalenten Modifikation ('X, 'N aie N , X) 
die Menge 'N die Menge ‘N umfaBt. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

Beweis von Hilfssatz 2. Da die Behauptung des Hilfssatzes lokaler Natur 
ist, diirfen wir annehmen, daB ‘X und X analytisch verzweigte Uberlagerungen 
‘R und R mit den zugehérigen Uberlagerungsabbildungen ‘® und @ sind. Es 
sei t:’'R-R in ’R nirgends entartet. Wir haben zu zeigen, daB es um jeden 
Punkt ‘x¢’R eine beliebig kleine Umgebung ‘V('x) gibt, derart, daB 1(‘V) 
eine Umgebung von z = 1('z) iiberdeckt. 

Die Abbildung @ r ist in ‘R nirgends entartet. Nach einem Satz iiber Ab- 
bildungen durch holomorphe Funktionen’**) gibt es daher um ‘z eine beliebig 
kleine Umgebung’ V und um ®(z) eine Hyperkugel H, derart, daB ®t den Bereich 
’V eigentlich in H abbildet.’V wird daher durch rt eigentlich in V = t*(H) CR 
abgebildet. ®t hat als nicht entartete Abbildung in den uniformisierbaren 
Punkten von ’R eine nicht identisch verschwindende Funktionaldeterminante A. 
Die in ‘V abgeschlossene Hiille der Nullstellenmenge von A ist eine analytische 
Menge ‘A, in ’V1*"). Wir setzen ‘A = ‘A, U ‘®-!('M), wobei 'M eine analytische 
Menge ist, iiber der alle Verzweigungspunkte von ’R liegen. A = 1(‘A) ist 
eine analytische Menge in V; denn A ist Bild einer eigentlichen, nirgends 
entarteten holomorphen Abbildung des durch ‘A erzeugten komplexen Raumes 
*’ A in V. A ist eine niederdimensionale analytische Menge in V und liegt deshalb 
dort nirgends dicht. Ist U ein zusammenhiingender Teilbereich von V, so ist 
offenbar U-— U,\A auch zusammenhingend. 


16a) Vgl. H. Gravert: Charakterisierung der holomorph vollstandigen komplexen 
Raume. Math. Ann. 129, 223—259 (1955), Satz 1. 
sb) Vgl. R. Remment, loc. cit."). 
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Es sei nun U C V eine zusammenhingende Umgebung von z. Wir zeigen, 
daB r('V)>U gilt. Da t die Menge ‘U —1-(A)4\'U mit ‘U = 12 (U)n'V 
eigentlich und lokal-topologisch in U — U \ A abbildet und U— UA au- 
sammenhingend ist, muB jeder Punkt von U—U/\A ein Urbild in 'U — 
—'U -\t-*(A) haben. Ferner ist jeder Punkt x, von A -\ U Konvergenzpunkt 
einer gegen 2x, konvergierenden Punktfolge z,¢ U—U;r\A. 1*(z,) hat 
wenigstens einen Haufungspunkt ‘x, in 'U. Offenbar gilt r(‘x,) = t (2). Also 
ist jeder Punkt von U Bildpunkt von ‘U und damit von ‘V. Wir haben ge- 
zeigt, daB das t-Bild jeder offenen Menge von ‘R eine offene Menge in R ist. 
Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Nunmehr beweisen wir einen grundlegenden Satz iiber stetige wesentliche 
Modifikationen. 

Satz 4: Ist {'X",'N,1+, N, X") eine stetige wesentliche Modifikation und ist 
X" eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, so ist die Menge 'N eine 
entweder leere oder rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in 'X". 

Die Behauptung dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem auch an sich 
interessanten 

Hilfssatz 3: Es sei A eine holomorphe Abbildung eines n-dimensionalen 
komplexen Raumes Y" in eine komplexe Mannigfaltigkeit X"; es sei M eine 
hichstens (n — 2)-dimensionale analytische Menge in Y", derart, daB A in Y"— M 
eineindeutig ist. Dann bildet 4 den Gesamtraum* Y" eineindeutig in X" ab. 
(Y" ist also insbesondere eine komplexe Mannigfaltigkeit )*"). 

Beweis: Ware der Hilfssatz falsch, so gibe es einen komplexen Raum Y" 
minimaler Dimension n, fiir den die Aussage des Satzes nicht richtig ist. 
Da Hilfssatz 3 eine lokale Eigenschaft ausdriickt, diirfen wir annehmen, dab 
Y*" einer analytisch-verzweigten Uberlagerung R* des Einheitspolyzylinders Z” 
aiquivalent ist und daB A die Uberlagerung R* in den komplexen Zahlenraum C” 
abbildet. Die Entartungsmenge K der Abbildung / ist eine héchstens (n — 2)- 
dimensionale analytische Menge in R"; denn K ist notwendig in M enthalten. 
Man sieht analog wie im Beweise von Satz 3 (unter Benutzung von Hilfssatz 2), 
daB Ain R"— K eineindeutig ist. Wir zeigen, daB jede irreduzible Komponente 
von K vermége / auf genau einen Punkt des C" abgebildet wird. Wire das 
nicht der Fall, so gabe es eine in R” irreduzible Komponente K’ von K, derart, 
daB A(K’) mindestens zwei verschiedene Punkte enthielte. Es seien etwa die 
z,-Koordinaten dieser Punkte voneinander verschieden. Wir betrachten dann 
in einer Umgebung W eines Punktes x’¢ K’, in die keine von K’ verschiedene 
Komponente von XK eindringt, die durch x’ laufende Niveaufliche F der in W 
holomorphen Funktion z,- 4. F ist eine rein (n — 1)-dimensionale analytische 

17) Es gilt folgende Verallgemeinerung von Hilfssatz 3: Hs sei A eine holomorphe Ab- 
bildung eines n-dimensionalen komplexen Raumes Y" in eine n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit X"; es sei M eine héchstens (n—2)-dimensionale analytische Menge in Y", 
derart, daB in jedem uniformisierbaren Punkt von Y"—M die Funktionalmatriz der Ab- 
bildung A den Rang n hat. Dann ist Y" eine komplexe Mannigfaltigkeit, und die Funktional- 
matrix von / ist in jedem Punkt von Y" vom Range n. — Zum Beweis vgl.: H. GRAUVERT 


und R. RemMert: Plurisubharmonische Funktionen in komplexen Raumen und An- 
wendungen auf einen Satz von Oka. 
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Menge in W und schneidet K’ und mithin K in einer héchstens (n — 3)- 
dimensionalen analytischen Menge!’*), da die Funktion z,-4 auf K’ nicht 
konstant ist. 

Die Beschrankung A* von A auf F ist eine Abbildung von F in die (n — 1)- 
dimensionale analytische Ebene {z,= z,- A(x’)} CC": sie kann daher als eine 
Abbildung von F in einen C"—' aufgefaBt werden. 

Bilden wir nun den durch F erzeugten (n — 1)-dimensionalen (nicht not- 
wendig zusammenhingenden) komplexen Raum Y"-! (vgl. hierzu § 1) und be- 
zeichnen wir mit i’ die A* in kanonischer Weise zugeordnete holomorphe 
Abbildung von Y"~ in den C*-, so ist zunichst klar, daB 2’ héchstens in 
derjenigen, nicht héher als (n — 3)-dimensionalen analytischen Teilmenge von 
Y"-! entartet ist, die ttber F ~\ K’ liegt. (Man beachte, daB alle Punkte von 
F — K’ gewohnliche Punkte von F sind und mithin bei der Bildung von 
Y"-! die Menge F in der Nachbarschaft dieser Punkte ,,nicht geaindert*‘ wird.) 
Weiter gibt es aber auch mindestens eine zusammenhingende Komponente 
y'~' von Y"-1, derart, daB 2’ in gewissen iiber K’ liegenden Punkten von 
Y!~! wirklich entartet ist. In der Tat! Durch den Punkt 2’¢ K’ liuft nach 
Voraussetzung eine mindestens eindimensionale, in Y" analytische Menge, die 
durch 2 auf den Punkt A(z’) ¢C" abgebildet wird. Diese Menge ist in F 
und mithin auch in einer der in W irreduziblen Komponenten von F ent- 
halten. Bezeichnen wir mit F, eine solche Komponente und mit ¥7~' den 
zugehérigen zusammenhangenden komplexen Raum, so hat 2’ in Y?~! Ent- 
artungspunkte. 

Somit hat sich ergeben, daf fiir das Paar Y‘~', 4’ die Behauptung von 
Hilfssatz 3 falsch ist. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, daB n 
minimal sein sollte. Also wird doch jede irreduzible Komponente von K durch / 
auf genau einen Punkt des C” abgebildet. 

Sei nun Z/ ein ganz im Innern von Z" gelegener Polyzylinder, sei RY der 
iiber Z} gelegene Teil von R". In Rj zerfallt K - Ri in héchstens endlich viele 
irreduzible Komponenten. Bezeichnen wir mit y,,..., y, die A-Bilder dieser 
Komponenten, so ist 4(R{— KR?) ein Gebiet G im C" mit den Punkten 
Y; -- -, Ys als Randpunkten, denn andernfalls wire 4 in R]}— K -\ Ri} nicht 
eineindeutig. Da 4 den Raum R"— K eineindeutig abbildet und jeder Rand- 
punkt von R}— K 7 Ri, der nicht zu K gehért, innerer Punkt von R"— K ist, 
ist jedes A-Bild eines Randpunktes von R{— K -\ Ri ein Randpunkt von G. 
Daher sind y,, . . ., y, keine isolierten Randpunkte von G. 

Es gibt um jeden Randpunkt y von G, der von 4, . . ., y, verschieden ist, 
eine Umgebung U ¢ C", die aus G einen holomorph-konvexen Bereich heraus- 
schneidet. Ist nimlich x das eindeutig bestimmte /A-Urbild von y in R"— K, 
so ist R" in der Umgebung von x uniformisierbar. Es gibt daher um z in 
R"— K eine holomorph-konvexe Umgebung V. Der Durchschnitt derselben 
mit R’ ist wieder holomorph-konvex, da R} holomorph-konvex ist. Das /-Bild 
von V ist dann eine gewiinschte Umgebung U des Randpunktes y. 


178) Der Durchschnitt analytischer Mengen ist eine analytische Menge; vgl. H. Grav- 
ERT und R. ReMMERT, loc. cit. 1°). 
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Wir benutzen nun den folgenden 

Satz: Es sei G ein Gebiet im C"; es seien y,, . . ., y, nichtisolierte Randpunkte 
von G. Um jeden Randpunkt y von G, der von y,, ..., y, verschieden ist, gebe es 
eine Umgebung U(y) Cc C", die aus G einen holomorph-konvexen Bereich heraus- 
schneidet. Dann ist in G die Funktion g(z) = —\Inr(z) eine stetige plurisub- 
harmonische Funktion. (r(z) = euklidischer Abstand des Punktes z¢ G vom 
Rande von G.)**). 

Mittels der durch diesen Satz gegebenen Funktion q bilden wir nun in 
R'— K -\ R* die stetige plurisubharmonische Funktion g*=  - A. Dieselbe 
strabt bei Anniherung an die Punkte von K ~\ RY gegen + co. Das aber ist 
nicht méglich, da K/\ R% eine héchstens (n — 2)-dimensionale analytische 
Menge in R? ist und allgemein der Satz gilt: Ist w eine plurisubharmonische 
Funktion in einem n-dimensionalen komplexen Raum X auferhalb einer hichstens 
(n — 2)-dimensionalen, in X analytischen Menge, so ist w eindeutig zu einer 
in ganz X plurisubharmonischen Funktion fortsetzbar"*). 

Damit ist Hilfssatz 3 und mithin auch Satz 4 bewiesen. 

Anmerkung: Satz 4 ist im allgemeinen falsch, wenn der komplexe Raum X 
nichtuniformisierbare Punkte enthalt. Das zeigt ein in § 4 angegebenes Bei- 
spiel. 

Wir fiigen noch an: 

Satz 5: Ist ('‘X,'N,1t, N, X) eine stetige Modifikation, so gibt es einen 
natiirlichen Umkehrhomomorphismus t* des Kérpers k(X) der auf X mero- 
morphen Funktionen in den Kérper k('X) der auf 'X meromorphen Funktionen. 
t* bildet den Ring 3(X) der auf X holomorphen Funktionen in den Ring 3('X) 
der auf 'X holomorphen Funktionen ab. Es gibt weiter, falls t den Raum 'X auf 
X abbildet, einen natiirlichen Umkehrhomomorphismus Tt des Verbandes V (X) der 
in X analytischen Mengen in den Verband V('X) der in 'X analytischen 
Mengen. 

Dieser Satz ist wegen Satz 2 trivial. 

In Satz 5 ist t* im allgemeinen kein Isomorphismus von k(X) auf k(‘X). 
Die offenbar stetige Modifikation (HZ, A, 1, z,., P'), wobei E die offene z-Ebene, 
A die leere Menge, t die identische Abbildung von £ in die Riemannsche 
Zahlenkugel P! und z,, den unendlich fernen Punkt von P' bezeichnet, liefert 
ein Gegenbeispiel; denn die Funktion e*¢k(#) hat kein r*-Urbild in k(P"). 
Ebenfalls ist, wenn t eine Abbildung von ‘X auf X ist, t im allgemeinen 
kein Isomorphismus von V(X) auf V('X). Hierfiir werden wir ein Beispiel 
im § 4 angeben. 

Satz 5 zeigt, daB der Begriff der stetigen Modifikation in gewisser Hinsicht 
die Eigenschaften der in der Einleitung beschriebenen Abanderungsprozesse 
hat. Um Modifikationen zu erhalten, unter denen die algebraische Struktur 
der Ringe der holomorphen bzw. der Kérper der meromorphen Funktionen 
vollig invariant ist, ist es notwendig, den Modifikationsbegriff noch weiter 
einzuschranken. 


18) Hinsichtlich des Beweises vgl.: H. GRavert und R. Remmert loc. cit.'’). 
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§ 3. Eigentliche Modifikationen. 

Def.5: Hine stetige Modifikation ('X,'N,t,N,X) heiBe eine eigentliche 
Modifikation, wenn t :'X + X eine eigentliche Abbildung von 'X in X ist. 

Man iiberlegt sofort, daB bei einer eigentlichen Modifikation die Abbildung 
t:'X-+X den Raum ‘X auf den Raum X abbildet. 

Es gilt nun 

Satz 6: Ist ('‘X,’N,1, N, X) eine eigentliche Modifikation, so ist das t- Bild 
einer jeden in 'X analytischen Menge eine analytische Menge in X. 

Dieser Satz ist ein Spezialfall des folgenden, hier nicht zu beweisenden 
Satzes. 

Satz: Ist r:'X-+X eine eigentliche holomorphe Abbildung des komplexen 
Raumes 'X auf den komplexen Raum X, so ist das t-Bild M einer jeden in 
‘X analytischen Menge 'M eine analytische Menge in X. Ist t in jedem Punkt 
von 'M entartet, so ist die Dimension von M kleiner als die Dimension von ‘M). 

Nach Satz 3 ist jede stetige Modifikation ('‘X",’N,1, N, X") aquivalent 
mit einer stetigen wesentlichen Modifikation ('‘X*, 'N, r, N, X"), bei der ‘N 
eine analytische Menge in ‘X" und N = X*"— 1('X"—'N) ist. Bei eigentlichen 
Modifikationen gilt N = 1(’N), da t den Raum 'X* auf X" abbildet. Mithin 
ist in einem solchen Fall N ebenfalls eine analytische Menge. Ihre Dimension 
ist nach dem vorstehenden Satz héchstens n — 2, da t nach Konstruktion der 
héchstens (nm — 1)-dimensionalen analytischen Menge 'N in jedem Punkt von 
‘N entartet ist. Damit haben wir gewonnen: 

Satz 7: Zu jeder eigentlichen Modifikation ('X",’N, 1, N, X") gibt es genau 
eine dquivalente eigentliche wesentliche Modifikation ('X",’N, +, N, X"), bei der 
‘N und N analytische Mengen sind. N ist héchstens (n — 2)-dimensional. 

In jeder eigentlichen, wesentlichen Modifikation (‘X",’N,1, N, X") wer- 
den also, wenn das t-Bild jeder irreduziblen Komponente von ‘N eine rein 
(x — 1)-dimensionale analytische Menge ist, die Raume ‘X" und X" vermége 
t eineindeutig und holomorph aufeinander bezogen. Das kann so gedeutet 
werden, da in solchen Fillen die Menge nur ,,durch sich selbst‘* ersetzt wer- 
den kann. 

Fiir den Fall n = 1 folgt: Jede eigentliche Modifikation einer Riemannschen 
Fliche ist der identischen Modifikation dquivalent. 

Satz 5 verscharft sich bei eigentlichen Modifikationen in folgender Weise : 

Satz 8: Ist ('X,'N,+t, N, X) eine eigentliche Modifikation, so gibt es einen 
natiirlichen Isomorphismus t* des Kérpers k(X) der auf X meromorphen Funk- 
tionen auf den Korper k('X) der auf ‘X meromorphen Funktionen. t* bildet 
den Ring 3(X) der auf X holomorphen Funktionen auf den Ring 3('X) der auf 
‘X holomorphen Funktionen ab. Die Umkehrung t-' des natiirlichen Umkehr- 
homomorphismus T des Verbandes V(X) der in X analytischen Mengen in den 
Verband V ('X) der in 'X analytischen Mengen ist zu einem Homomorphismus 
von V('X) auf V(X) fortsetzbar. 





19) Vgl. R. REMMERT sowie auch K. Sretn loc. cit."). 
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Beweis: Der erste Teil des Satzes ist bewiesen, wenn man gezeigt hat, 
daB jede meromorphe bzw. holomorphe Funktion ‘f auf ‘X das r*-Bild einer 
meromorphen bzw. holomorphen Funktion f auf X ist, d. h. daB es ein f € k(X) 
baw. f ¢ §(X) gibt mit ‘f = r-f. 


g Wir diirfen annehmen, daB die vorgelegte Modifikation wesentlich ist. 
Wir bilden dann auf X"— N die meromorphe bzw. holomorphe Funktion 
i f'-t. Diese ist, da N eine héchstens (n — 2)-dimensionale analytische Menge 
in X" ist, nach bekannten Satzen zu einer meromorphen bzw. holomorphen 
. Funktion f auf X” fortsetzbar. Es gilt ‘f = rf. 
Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, definieren wir einen Homo- 
‘ morphismus t von V(‘X) auf V(X) durch die r-Projektion der in 'X analyti- 
. schen Mengen in X. Diese Definition ist wegen Satz 6 sinnvoll. Da ¢-t 
“1 die identische Abbildung von V(X) auf sich vermittelt, ist somit Satz 8 
‘ bewiesen. A 
t Den Begriff der eigentlichen Modifikation benutzen wir, um eine Aqui- 
y valenzrelation in der Menge aller komplexen Raume einzufiihren. 
Def. 6: Zwei komplexe Riitume X und Y heifen verwandt, wenn es endlich 
. viele komplexe Ritwme X,, X;, ..., X, mit X,= X, X,= Y gibt, derart, daf fiir 
. alle 0(0< 9 <r) der Raum X, eine eigentliche Modifikation des Raumes X,_, 
n oder X,_, eine eigentliche Modifikation von X, ist. 
T Aus Satz 8 folgt sofort: 


n Satz 9: In verwandten komplexen Riumen sind die Kérper der mero- 
morphen Funktionen und die Ringe der holomorphen Funktionen kanonisch 
u isomor ph *°). 


vy Beispiele verwandter komplexer Raiume werden durch die mehrfach- 
projektiven komplexen Réume gleicher Dimension gegeben*"). 

“ Wir geben noch eine fiir gewisse Fragen niitzliche Charakterisierung der 

n Menge 'N einer eigentlichen wesentlichen Modifikation ('X JN, ft, N , X) an. 

e Dabei miissen wir allerdings voraussetzen, daB der Raum X (und damit auch ’X) 

ot eine abzihlbare Basis hat, d.h. daB es abzihlbar viele offene Mengen in X 

r- gibt, derart, daB jede weitere offene Menge in X als Vereinigung von gewissen 
dieser Mengen darstellbar ist. 

n Satz 10: Sei ('X,'N, > N, X) eine eigentliche wesentliche Modifikation, bei 


der X und 'X komplexe Réiume mit abzihlbarer Basis sind. Besteht dann 'K 
aus rein k-dimensionalen irreduziblen Komponenten von 'N, so gibt es eine Um- 


= gebung 'U('K), derart, daB jede in 'X analytische, rein k-dimensionale Menge, 
t- die in 'U('K) enthalten ist, bereits in 'K liegt. 

. Wir zeigen zunichst: 

f Hilfssatz 4: Ist M eine rein k-dimensionale analytische Menge in einem 


komplexen Raum Y mit abzihlbarer Basis, so gibt es eine Umgebung V(M), 


is #0) Fiir die Verbainde der analytischen Mengen ist eine entsprechende Aussage nicht 
so einfach zu formulieren; vgl. hierzu jedoch die demnachst in den Math. Annalen er- 
scheinende Arbeit der Verff.: Zur Theorie der Modifikationen IT. 

1) Vgl. E. Kreyszie loc. cit.*). 
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in der keine hiher als k-dimensionale analytische Menge von Y enthalten 
ist™*). 

Beweis: Man konstruiert zunichst leicht unter Verwendung einer abzihl- 
baren Basis der offenen Mengen von Y eine Folge V, von Umgebungen von M 
mit folgenden Eigenschaften: 


a) Der Durchschnitt ¢ V, stimmt mit M iiberein. 

vy=1 

b) Ist Ac Y irgendeine kompakte Menge, so ist V,,, A relativ kompakt 
in V,7\A enthalten. 

Es sei nun B, eine Y ausschépfende Folge von offenen, relativ-kompakten 
Mengen in Y .Wiare die Aussage des Hilfssatzes falsch, so giibe es ein 9, derart, daB 
in jedem V, eine rein ‘k-dimensionale (‘k > k),in Y analytische Menge M, lage, von 
der eine irreduzible Komponente in V, - B,,, eindrange. Denn andernfalls kénnte 
man zu jedem yu ein v(x) finden, so daB keine “k-dimensionale ('’k > k), in 
V,(,) enthaltene analytische Menge von Y Punkte mit B,, gemeinsam hiitte. 


Alsdann ware U V,,,, © B, eine Umgebung von M mit der im Hilfssatz be- 
w=1 
haupteten Eigenschaft. 
Aus Forderung b) fiir die Folge V, ergibt sich, daB UM, (Y — M) eine 


v=1 
analytische Menge in Y — M ist. Da die Dimension derselben in jedem ihrer 
Punkte gréBer als die Dimension von M ist, so folgt aus einem bekannten 
Satz iiber die Verteilung der Singularitaéten einer analytischen Menge’), 


daB U M, abgeschlossen in Y und dort eine analytische Menge ist. Das aber 
v=1 


ist nicht méglich. Nach Konstruktion der M, gibt es nimlich eine Folge von 
Punkten z,¢ M,7 B,,, die sich gegen einen Punkt x¢ M hauft. In der Um- 


He? 

gebung von z kann U M, keine analytische Menge sein; denn dieselbe wiirde 
v=1 

in beliebiger Nahe von x notwendig stets aus abzahlbar unendlich vielen 

irreduziblen Komponenten bestehen, was einem bekannten Zerlegungssatz fiir 

analytische Mengen widerspricht. Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 


Zum Beweis von Satz 10 konstruieren wir zunichst eine Umgebung ‘I! ('K). 
die keine irreduzible Komponente von ‘N enthalt, die nicht in ‘K liegt und 


218) Die Forderung, daB der Raum Y” eine abzahlbare Basis besitzt, ist fiir die Giiltig- 
keit von Hilfssatz 4 wesentlich. Ersetzt man namlich nach H. Horr loc. cit.*), sowie E. 
CaLaBi und M. RosEn.icut loc. cit™*), jeden Punkt x der Ebene z,= 0 in P! x P! durch 
eine Tragersphare S,, der der z,-Richtung entsprechende Punkt fehlt, so erhalt man eine 
komplexe Mannigfaltigkeit Y*, die dieser Forderung nicht geniigt. Die Menge der Punkte auf 
S,, die der z,-Richtung entsprechen, bilden eine nulldimensionale analytische Menge in 
Y* Man zeigt leicht, daB jede Umgebung U dieser Menge aus den Punkten einer vollen 
Umgebung der Ebene z,= 0 des P! x P* besteht. In dieser und damit auch in U liegen aber 
im Gegensatz zum Hilfssatz 4 iiberabzihlbar viele eindimensionale analytische Mengen 
z= c¢, c+ 0. 

#2) Vgl. R. Remmert und K. Stern loc. cit*) sowie W. Rotustern: Zur Theorie der 
Singularitéten analytischer Funktionen und Flachen. Math. Ann. 126, 221—238 (1953); 
ferner: H. Cartan: Séminaire 1953/54 Exp. XIII u. XIV. 








det 


ein 


in 
als 
Un 
Da 


lic] 








Theorie der Modifikationen. I. 291 
deren Dimension gréBer oder gleich k ist. Bezeichnet man mit ’’'K die Ver- 
einigung derjenigen irreduziblen Komponenten von 'N, die nicht zu 'K gehoren, 
so ist ‘K \""K ='K eine héchstens (k — 1)-dimensionale analytische Menge 
in ‘X. Wir wahlen nach Hilfssatz 4 eine Umgebung V, von ‘K, die keine héher 
als (k — 1)-dimensionale analytische Menge von ‘X enthalt und weiter eine 
Umgebung V, von ‘'K - ‘K, die keinen Punkt mit ‘N —’K gemeinsam hat. 
Dann hat ‘V = V, -\ V, offenbar die oben angegebene Eigenschaft. 

Die Menge K = 1('K) ist eine héchstens (k — 1)-dimensionale analytische 
Menge in X, da t auf 'K entartet ist. Nach Hilfssatz 4 gibt es um K eine Um- 
gebung V, in der keine k-dimensionale, in X analytische Menge liegt. Die 
Menge ‘U = r*(V)7\‘V ist dann eine Umgebung von ’K mit der in Satz 10 
behaupteten Eigenschaft. In der Tat: Sei ‘K, irgendeine in ‘U gelegene, rein 
k-dimensionale, in ‘X analytische Menge. Wiirde ‘K, nicht in ‘K enthalten sein, 
so wire wegen der Konstruktion von‘ V die Abbildung t nicht iiberall auf’ K, ent- 
artet. Daher miiBte t(’K,) eine in X analytische Menge von derDimension k sein. 
Das ist jedoch wegen 1t('K,)C V nicht méglich. Satz 10 ist mithin bewiesen. 

Als Anwendung von Satz 10 merken wir etwa an, daB der einfach-projektive 
Raum P* keine eigentliche wesentliche Modifikation eines zu ihm analytisch 
iniquivalenten komplexen Raumes sein kann, da in beliebiger Nahe einer be- 
liebigen irreduziblen k-dimensionalen algebraischen Menge A gleichdimen- 
sionale irreduzible algebraische Mengen liegen, die von A verschieden sind **). 


§ 4. Beispiele von Modifikationen. 

Ein wichtiges Beispiel einer eigentlichen wesentlichen Modifikation stellt 
der Hopfsche o-ProzeB dar, der sich wie folgt beschreiben laBt: FaBt man die 
Gesamtheit der eindimensionalen analytischen Ebenen durch den Nullpunkt 0 
des C" in bekannter Weise als (n — 1)-dimensionalen komplex-projektiven 
Raum P"~ auf und ordnet man jedem Punkt z ¢ C"— 0 die z mit 0 verbindende 
analytische Ebene zu, so erhalt man eine holomorphe Abbildung y : C"— 0— 
-> P"-! des C"— 0 auf den P"-". Der Graph G” von y ist eine singularitaten- 
frei in (C"—0)x P"" liegende n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. 
Gleiches gilt fiir die abgeschlossene Hiille G" von G* in C" x P"-'. Bezeichnet 
man mit o die Projektion von G” in C” und mit 'N die iiber 0 liegende Menge 
von G", so ist (G",'N, a, 0, C") eine eigentliche wesentliche Modifikation, die 
man den Hopfschen o-ProzeB nennt. 'N ist dem Pr analytisch aquivalent : 
die komplexe Mannigfaltigkeit G" entsteht also aus dem C" durch Einsetzen 
des (n — 1)-dimensionalen komplex-projektiven Raumes P"-' in den Null- 
punkt 0 des C". 

Mittels des o-Prozesses geben wir nun ein nichttriviales Beispiel einer 
stetigen, nichteigentlichen, wesentlichen Modifikation ('X,’N,+t, N, X) an. 
Es sei X = C?, N eine auf der Ebene z,= 0 liegende, gegen den Nullpunkt 0 
konvergierende Punktfolge x,, die 0 enthilt. 


3) Allgemeine Bedingungen dafiir, daB ein komplexer Raum keine eigentliche wesent- 
liche Modifikation eines zu ihm analytisch iniquivalenten komplexen Raumes sein kanr., 
werden in der unter *°) zitierten Arbeit der Verff. angegeben. 
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Durch gleichzeitige Anwendung des o-Prozesses auf jeden der Punkte 
x, + 0 und durch Einsetzen einer Tragersphire in 0, aus der der zur z,-Richtung 
gehérende Punkt entfernt ist, erhalt man eine komplexe Mannigfaltigkeit ‘X, 
die in natirlicher Weise durch eine holomorphe Abbildung t auf X bezogen 
ist™*). Bezeichnen wir mit ‘N die Gesamtheit der fiir die x, eingesetzten 
Punkte, so ist (‘X,’N, 1, N, X) eine stetige wesentliche Modifikation. Diese 
Modifikation ist nicht eigentlich, denn die analytische Menge ‘N C'X wird 


durch tauf die nichtanalytische Menge | U | Cc C* abgebildet. Jedoch bildet t im 
v=1 


Gegensatzzudemim AnschluBan Satz 5 gegebenen Beispiel den Raum’ Xauf X ab. 
Als zweites Beispiel geben wir eine eigentliche wesentliche Modifikation 
(‘X"*1, 'N, 1, N, X"*") an, bei der 'X"*! eine (n + 1)-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit und ‘N eine singularitatenfrei in ‘X"*! liegende Riemannsche 
Zahlenkugel ist (nm = 2). “ 
Im 2n-dimensionalen, n-fach projektiven Raum Q?"= X Pr mit den in P? 


jeweils inhomogenen Koordinaten w,, z,(v = 1,..., n) Tenshi X"*! die 
durch die Gleichung % " 

I a ee 

Wy, W, Wn 


gegebene (n + 1)-dimensionale analytische Menge (n = 2). Jeder vom Null- 
punkt 0 verschiedene Punkt z¢ X"*! ist ein gewdhnlicher und daher ein uni- 
formisierbarer Punkt von X"*!. Da iiberdies X"*! irreduzibel ist, ist X"*+!— 0 
eine komplexe Mannigfaltigkeit. X"*! selbst ist ein (n + 1)-dimensionaler 
komplexer Raum, da man die Punkte von X"*! in einer geeigneten Umgebung 
des Nullpunktes 0 ¢ Q?" in naheliegender Weise topologisch und holomorph 
auf eine analytisch-verzweigte Uberlagerung des (n + 1)-dimensionalen Ein- 
heitspolyzylinders abbilden kann. 

Auf X"*! existiert eine komplex-eindimensionale Schar { Z (t)} von n-dimen- 
sionalen analytischen Ebenen 

21 
E(t): |= =---=—= =4}, 

wobei ¢t die Punkte einer Riemannschen Zahlenkugel P" durchlauft. Durch 
jeden Punkt z¢ X"*'— 0 lauft genau eine Ebene E(t) der Schar; alle Ebenen 
E(t) laufen durch 0. 

Modifiziert man jede Komponente P? von Q?" im Nullpunkt (w,. z,) 
= (0,0) von P? durch den Hopfschen c-ProzeB zu einer Mannigfaltigkeit ‘P>. 


so ist die Mannigfaltigkeit ‘Q?" = X’P? eine eigentliche wesentliche Modifi- 
v=] 

kation von Q?". Bezeichnet t’ die zugehérige Modifikationsabbildung, so 

haben die meromorphen Funktionen 


f= >’ (y= 1, ..., 2) 


in ‘P? und mithin auch in 'Q?" keine Unbestimmtheitsstellen. 


24) Siehe etwa E. Catasr und M. RosENicut: Complex analytic manifolds without 
countable base, Proceed. Amer. Math. Soc. 4, 335—340 (1952). Das in dieser Arbeit an- 
gegebene Beispiel wurde miindlich auch von H.Hopr mitgeteilt ; vg]. auch H.Hopr, loc.cit.*). 
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Die den Ebenen E(t) in ’Q®" entsprechenden analytischen Mengen ‘E (t), 
die durch die Gleichung , 
E(t): {h=---=f.=8 


gegeben werden, sind das kartesische Produkt der in ‘P? analytischen Mengen 
{f,= (vy =1,...,m). Da diese Mengen in ’P? singularititenfrei eingelagert 
und irreduzibel sind, ist auch jede Menge ‘E(t) irreduzibel und besteht nur 
aus gewohnlichen Punkten. Zwei Mengen ‘EZ (t,) und ‘E(t,) mit t,+ t, haben 
keinen Punkt miteinander gemeinsam. Durch 1’ wird jede Menge ‘E(t) ein- 
eindeutig und holomorph auf die Ebene £ (t) abgebildet. 

Wir behaupten nun: Die Gesamtheit aller Mengen 'E(t) — d.i. die durch 
die Gleichung 

f — f n 


in 'Q®" beschriebene analytische Menge — ist eine (n + 1)-dimensionale, singu- 
laritétenfrei in 'Q?" liegende komplexe Mannigfaltigkeit ‘X"** 

Das ergibt sich wie folgt: Bezeichnet g,('x) bzw. h,(‘x) die in ‘Q?" mero- 
morphe Funktion w,- t’ bzw. z,- t’ (v= 1,..., ») und setzt man 

r,('x) = |g,('x)| + |h,("x)| (v=1,...,m), 

so wird, wie unmittelbar ersichtlich, eine hinreichend kleine Umgebung eines 
jeden Punktes ‘x¢’Q?" mit r,('x) +0(»=1,...,m) durch 1’ eineindeutig 
auf eine Umgebung von 1’ (‘z) € Q*" abgebildet. Alle Punkte ‘x¢’X"*+! mit 
r,(‘x) +0(»=1,...,m) sind daher sicher gewéhnliche Punkte von ‘X**?. 

Sei nun etwa ‘z,¢’'X"*! ein Punkt, fiir den genau 1r,,...,7, (lS ks n) 
verschwinden. Wir diirfen annehmen, daB die Funktionen f,,.. ., f,, gps, 
hesas - ++» Gn» hy in ‘xq endlich sind, denn das kann man stets durch Ubergang 
von f, zu f>*, dem eine Vertauschung von w, und z, entspricht, und durch 
Ausiibung einer projektiven Transformation auf die g,, h,(v=k+1,...,m) 
erreichen. Durch die Funktionen g,,..., 9,5 fy, «+ +> fes Gera Resa «+ +> Ino Mn 
werden alsdann lokale Koordinaten in einer Umgebung von 'z,¢ ‘Q?" definiert. 
Durch evtl. Vertauschung der g, mit den h, erreicht man noch, daB gilt: 
9 ('%) #O(v=k+1,...,m). 

In der Funktionalmatrix der Funktionen /,— f,, .. ., /,— /, verschwindet 


nunmehr die Determinante 
}1 0 | 
: 
1 


alts — fiy ++ + In — fr) os al 
O(far «+ +s fees Ress + + + hn) 9e+1 





| 
| 
0 ‘. | 
im Punkte ‘xz, nicht. Daher ist ‘x, ein gewohnlicher Punkt von ‘X"*!. Da 
‘X"*1 zusammenhingend ist, ist die Behauptung bewiesen. 

Jede Menge ‘E(t) enthailt genau einen Punkt ‘zx(t), der vermége 1’ auf 
den Nullpunkt 0< Q?" abgebildet wird. Die Menge 'N = {'x(t)} aller dieser 
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Punkte ist daher eine singularitatenfrei in ‘X"*! liegende irreduzible ein- 
dimensionale analytische Menge, die durch y :'x (t)>t eineindeutig und holo- 
morph auf eine Riemannsche Zahlenkugel P! bezogen ist. 

Die Beschrankung t von t’ auf ‘X"*! bildet ‘X"*!—'N eineindeutig und 
holomorph auf X"*!— 0 ab. Das Quintupel (‘X"*!, ‘N, 1, 0, X"*!) ist daher 
eine wesentliche Modifikation, bei der ‘X"*! eine (n + 1)-dimensionale kom- 
plexe Mannigfaltigkeit und ‘N die Riemannsche Zahlenkugel ist. (‘X"*?, ‘N, 1, 
0, X"*") ist sogar eine eigentliche Modifikation, da ’X"*! und X"*! kompakt sind. 

Das Beispiel zeigt, daB im Falle n + 1 => 3 Satz 4 sogar bei eigentlichen 
wesentlichen Modifikationen seine Giiltigkeit verliert, wenn der komplexe 
Raum X keine komplexe Mannigfaltigkeit ist. Der hier angegebene Raum 
X**! kann mithin keine komplexe Mannigfaltigkeit sein. Der Punkt 0 ist 
eine nichtuniformisierbare Stelle. Diese Singularitaét wird durch die ange- 
gebene Modifikation ,,aufgelést*‘. 

‘X"+1 ist ein komplex-analytischer Faserraum. Zunichst wird die Menge 'N 
von jeder Menge ‘E(t) in genau dem einen Punkt ‘x(t) geschnitten; daher gibt 
es eine natiirliche Abbildung p von ‘X"*! auf ’N. p ist eine holomorphe Ab- 
bildung. Weiter gibt es zu jedem Punkt ‘x(t,)<’N eine Umgebung ‘V = {'x(t), 
t ¢ U(t,)}, derart, daB p-('V) ,,trivial gefasert’‘ ist. Ist nimlich ‘V eine be- 
liebige solche Umgebung, so wird p-"(’ V) durch t auf die Menge {E (t), t ¢ U (t,)} < 
c Q*" abgebildet. Ist U(t,) hinreichend klein gewiahlt, so sieht man, dab 
jede Ebene H(t) aus dieser Menge durch die holomorphe Abbildung /",,: 2— 
—+>(w,(z),...,w,(x)) baw. P,: x+(z,(x),...,z,(2)) eineindeutig auf einen 

n 


Osgoodschen Raum X P! mit den Koordinaten w,,...,w,, bzw. 2, .. ., 2, 
v=1 

bezogen wird. Die Abbildungen ‘/’,,:’x+(g,('zx),...,g,('x)) baw. 'T,:’2> 

—>(h,('x), . . ., h, ('x)) bilden jede Menge ‘E(t) c p-'('V) eineindeutig und holo- 


morph auf X P} ab. Da ferner die Abbildung y~-p verschiedene Mengen 
v=1 

‘E(t) trennt, wird p-('V) durch ‘Tx y- p:'x>(g,('2), . . -, Gn ('), t) baw. 

durch die analog zu beschreibende Abbildung ‘J’, x y - p eineindeutig und holo- 


n 
morph auf X P! x U(t,) so abgebildet, daB die Menge ‘EZ (t)c p-'('V) jeweils 


v=1 


n 
auf die Menge X P! x t bezogen ist. Das besagt aber, daB ‘X"*! ein komplex- 


. 
v=1 


analytischer Faserraum mit der Riemannschen Zahlenkugel P! als Basis, dem 
n 
n-dimensionalen Osgoodschen Raum X P! als Faser und p als Projektions- 


vy=1 


abbildung ist. Die im Osgoodschen Raum X P! wirkende Fasergruppe stimmt, 
v=1 


da evtl. statt der Abbildung /’,, die Abbildung /’, zu wihlen ist, der eine Er- 
setzung der w, durch tw, entspricht, mit der Gruppe 


{w,>tw,, y= 1,...,; t eine beliebige komplexe Zahl t + 0} 
iiberein. 
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Die angegebene Faserung ist analytisch nicht trivial, denn es gibt auBer ‘N 
keine analytischen Schnittflichen in ‘X"*!, die in hinreichender Nahe von 
'N verlaufen. Jede solche wiirde nimlich durch t auf eine kompakte ein- 
dimensionale analytische Menge in X"*! abgebildet, die in einer endlichen 
Umgebung des Nullpunktes 0 des Q?" enthalten wiire, was nach einem be- 
kannten Satz iiber analytische Mengen nicht méglich ist **). 

Der Raum ‘X**! ist im itibrigen eine algebraische Mannigfaltigkeit**). 
Zunichst sind nimlich die Raiume 'P? solche Mannigfaltigkeiten, da sie durch 
Anwendung des o-Prozesses aus den projektiven Riumen P? entstehen. Als- 
dann ist auch der Raum ‘Q?" als kartesisches Produkt der ‘P? eine alge- 
braische Mannigfaltigkeit?’). Da ‘X"*! in ‘Q®" singularititenfrei liegt, hat 
mithin auch ‘X"*! diese Eigenschaft ; denn durch eine singularititenfreie Ein- 
bettung von ‘Q?*" in einen einfach-projektiven Raum wird auch ‘X**? singu- 
laritétenfrei in diesen Raum eingelagert. 

Dem komplexen Raum X"+! kommt ein Interesse an sich zu. Da er nim- 
lich n-dimensionale analytische Mengen enthilt, die sich jeweils nur in 
einem Punkte schneiden, kann er als Beispiel fiir die folgenden Aussagen 
dienen : 

a) Es gibt m-dimensionale komplexe Réiume, in denen meromorphe Funk- 
tionen existieren, deren Unbesttmmtheitsstellen isoliert liegen. 

b) Es gibt m-dimensionale komplexe Réiwme, in denen rein (m — 1)-dimen- 
sionale analytische Mengen existieren, die Punkte enthalten, in deren Umgebung 
die Mengen nicht als Nullstellengebilde von weniger als (m— 1) lokal-holo- 
morphen Funktionen darstellbar sind**). 

Die Beweise sind auf Grund der vorstehenden Ausfiihrungen sehr einfach. 

Zu a): Die auf X"*! meromorphe Funktion ¢ = t(x), die jeder Ebene Z(t) 
den Wert ¢ zuordnet, hat den Nullpunkt 0 als einzige Unbestimmtheitsstelle. 

%) Die angegebene Faserung ist auch nicht topologisch trivial. Denn ware X"+! 
dem Osgoodschen Raum homéomorph, so miiBte das SchnittproduktZ, x Z, x Z,x +++ XZ» 
der einen unendlich fernen Ebene Z, von ‘X"+! mit sich selbst und den iibrigen unendlich 
fernen Ebenen Z,,. . ., Z, von ‘X"+1 einem geraden Vielfachen der Nullzelle homolog sein ; 
dagegen zeigt man leicht, daB Z, x Z,x Z,x «++ x Z, der Nullzelle selbst homolog ist. 

**) Unter einer algebraischen Mannigfaltigkeit wird eine komplexe Mannigfaltigkeit 
verstanden, die analytisch aquivalent ist zu einer singularitatenfrei in einem einfach- 
projektiven komplexen Raum liegenden analytischen Menge. 

*7) Das kartesische Produkt zweier algebraischer Mannigfaltigkeiten ist eine alge- 
braische Mannigfaltigkeit, da sich jeder mehrfach-projektive komplexe Raum singu- 
laritatenfrei und analytisch in einen geniigend hochdimensionalen einfach-projektiven- 
komplexen Raum einbetten l4Bt. Vgl. etwa W. V. D. Hopcr und D. Pepor: Methods 
of Algebraic Geometrie II. Cambridge University Press 1952, S. 93—100. 

*s) K. Oxa: Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, VIII, Lemme fon- 
damental (suite). Journ. Math. Soc. of Japan 3, 259—278 (1951), hat bereits darauf 
hingewiesen, daB in m-dimensionalen komplexen Raumen rein (m— 1)-dimensionale 
analytische Mengen nicht immer als Nullstellengebilde einer holomorphen Funktion lokal 
darstellbar sind. — Jedoch sei ausdriicklich angemerkt, daB in einem beliebigen m-dimen- 
sionalen komplexen Raum im Sinne von H. Cartan jede analytische Menge lokal stets als 
gemeinsames Nullstellengebilde von nicht mehr als m holomorphen Funktionen beschrie- 
ben werden kann. Vgl. hierzu: H. Gravert: Charakterisierung der Holomorphiegebiete 
durch volistandige KAHLERsche Metrik, erscheint demnachst in den Math. Annalen. 








296 Hans Gravert und RermHoip Remmert: Theorie der Modifikationen. I. 


Zu b): Wiirde sich eine Ebene £ (t,) in einer Umgebung U des Nullpunktes 
als gemeinsames Nullstellengebilde von weniger als n in U holomorphen 
Funktionen g,, . . ., g,(8 < n) darstellen, so wiirden g,, . . .,g, auf allen von E (t,) 
verschiedenen Ebenen E (t) in U nur im Nullpunkt gemeinsam verschwinden. An- 
dererseits besitzen aber, da jede Ebene E (t) eine komplexe Mannigfaltigkeit ist, 
die g,, ...,g, nach dem zweiten WeiérstraBschen Satz in U -\ E(t) mindestens 
eine (n — s)-dimensionale analytische Menge als gemeinsame Nullstellenmenge. 

Der im C**" liegende komplexe Raum X"*? hat weiter die bemerkenswerte 
Eigenschaft, daB es keine Umgebung des Nullpunktes 0 ¢ C?" gibt, derart, 
daB Ur\ X"*? eineindeutig und holomorph auf eine analytische Menge in 
einer Umgebung des Nullpunktes eines komplexen Zahlenraumes C’ der 
Dimension r <. 2” abbildbar ist. Andernfalls hatten nimlich zwei verschiedene 
Ebenen E(t,) und E(t.) eine mindestens eindimensionale analytische Menge 
miteinander gemeinsam. — Die analytische Menge X"*+! kann also nicht 
lokal-irreduzibel (und mithin erst recht nicht normal?**)) in einen C’ mit r < 2n 
eingebettet werden. Indessen gibt es natiirlich bereits im C"*? eine in der Um- 
gebung des Nullpunktes analytische Menge, deren zugehériger komplexer Raum 
mit X"*!/\ U iibereinstimmt, wo U eine geeignete Umgebung von 0 ¢ C"* ? ist. 

Im vorstehenden Beispiel wurde ein komplexer Raum X mit einer nicht- 
uniformisierbaren Stelle durch eine eigentliche wesentliche Modifikation in 
eine komplexe Mannigfaltigkeit ‘X iibergefiihrt®®). Auch das Umgekehrte 
ist méglich. Bezeichnet man namlich mit ‘X? den Graphen der meromorphen 
Abbildung w = z? - z>' von C? in P' und mit t die Projektion des Graphen ‘X* 
auf C? und mit ‘N die durch diese Projektion in den Nullpunkt des C? ab- 
gebildete Menge, so zeigt das Beispiel ('X?,’N, rt, 0, C?), daB es auch eigentliche 
wesentliche Modifikationen gibt, die komplexe Mannigfaltigkeiten in komplexe 
Réume mit nichtuniformisierbaren Stellen iiberfiihren, denn bekanntlich ist 
die durch die Gleichung z,= )z,w dargestellte analytische Menge, die mit 'X? 
iibereinstimmt, im Nullpunkt nicht uniformisierbar**). Da die Menge ‘N mit 
der Riemannschen Zahlenkugel analytisch aquivalent ist, lehrt das Beispiel 
(‘X?,'N, t, 0, C?) weiter, daB man in den Nullpunkt 0 des C? eine Sphiire P' 
auch so einsetzen kann, daB die sich ergebende Modifikation kein o-ProzeB ist. 
Dann hat aber nach einem Satz von H. Horr der Raum 'X* notwendig nicht- 
uniformisierbare Punkte*). 


(Eingegangen am 18. Oktober 1954.) 


#84) Zur Theorie der normalen Einbettung einer analytischen Menge vg]. H. GRavERT 
loc. cit.**), wo sich weitere Literaturhinweise finden. 

2®) Ein allgemeines Verfahren, zweidimensionale komplexe Raume durch eigentliche 
Modifikationen in komplexe Mannigfaltigkeiten zu iiberfiihren, wurde von F. Hinz: sRUCH 
angegeben: Uber vierdimensionale Riemannsche Flachen mehrdeutiger analytischer 
Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen. Math. Ann. 126, 1—22 (1953). Fiir 
dreidimensionale algebraische Mengen wurde ein solches Verfahren von O. ZARISKI mit- 
geteilt: Reduction of the singularities of algebraic three dimensional varieties. Ann. of 
Math. 45, 472—542 (1944). Fiir den Fall héherer Dimension ist bis heute unbekannt, 
ob sich algebroide Singularitéten durch eigentliche Modifikationen auflésen lassen. 
3°) Vgl. H. BennxeE und K. Srern loc. cit.*). 
%1) Siehe H. Horr loc. cit.*). 
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BeHREns, E.-A. 
Math. Annalen, Bd. 129, S. 297—303 (1955). 


Ein topologischer Beitrag 
zur Strukturtheorie nichtassoziativer Ringe. 
Von 
Ernst-Aveust Benrens in Frankfurt am Main. 


Einleitung. 


Im Jahre 1945 hat N. Jacosson [1] fiir die Menge der primitiven Ideale 
eines assoziativen Ringes eine Topologie angegeben, unter der diese Menge 
ein bikompakter 7'5-Raum wird. Bereits M. H. Stone [1] hatte 1937 den 
topologischen Raum der Primideale eines Booleschen Ringes untersucht. 
Nachdem 1954 in E.-A. BeHRENs [3] die Primideale eines beliebigen nicht- 
assoziativen Ringes (Naringes) die Hauptrolle spielten, liegt es nahe, fiir die 
Menge dieser Primideale eine Topologie wie bei JacoBson zu erkliren und 
den dabei entstehenden, wieder bikompakten 7'y-Raum fiir die Strukturtheorie 
der Naringe nutzbar zu machen. 

Das erscheint um so angebrachter, weil einerseits die bisherigen Defini- 
tionen eines Radikales fiir Naringe die zugehérigen halbeinfachen Naringe 
nur als subdirekte aber nicht als direkte Summe darzustellen gestatten (meist 
auch nicht bei Voraussetzung sehr scharfer Kettenbedingungen, vgl. Brx- 
RENS [2]), andererseits aber sich auch fiir nichtassoziative Ringe Beziehungen 
zwischen dem topologischen Zusammenhang des Strukturraumes und der 
Darstellung eines halbeinfachen Naringes als direkte Summe herstellen 
lassen (siehe § 2). 

Dabei ergeben sich jedoch mehrere Strukturriume, je nachdem welche 
Radikal-Definition man zugrunde legt. Der Strukturraum nach dem Radikal 
von M. F. Smixey [1] (siehe auch BEHRENS [1]) besteht aus allen maximalen 
Idealen m des Naringes 0; die Punkte des Raumes nach dem Radikal von 
Beurens [2] sind die groBmodularen Ideale g beziiglich F(c) = (c?— cc); und 
schlieBlich kann man auch das Radikal von McCoy [1] (Durchschnitt aller 
Primideale p) auf Naringe verallgemeinern. Wenn o ein Einselement besitzt, 
ist jedes m ein g und jedes g ein p, so daB die drei Strukturriume M, G, P 
als topologische Unterriiume in dieser Reihenfolge ineinander liegen. Die 
algebraischen Beziehungen zwischen den Radikalen von 0 spiegeln sich dann 
in topologischen Einbettungseigenschaften der zugehérigen Strukturriume 
des Naringes 0. Dabei wird man auf topologische Sitze iiber 7,-Raiume ge- 
fiihrt, die sich hinterher rein topologisch beweisen lassen, wofiir Satz 3 in § 3 
ein Beispiel ist. 

Das Problem der Darstellung eines halbeinfachen Naringes als direkte 
Summe direkt unzerlegbarer Naringe laBt sich, wie oben gesagt, durch Unter- 
suchung der Zusammenhangsverhiltnisse in bikompakten 7'y-Raumen férdern. 

Math. Ann. 129. 20 
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Dazu kénnte man sich des Ergebnisses von Stone [1], S. 375—376, bedienen, 
daB die Untersuchung allgemeiner 7',-Riume auf die ihrer Abbildungen in 
bikompakte Boolesche Raume, die wieder eng mit den Booleschen Ringen 
zusammenhingen, hinausliuft; oder man kann auch nach L. Kapiansky [1] 
den Verband der auf dem bikompakten 7',-Raum stetigen Funktionen heran- 
ziehen, der dann und nur dann direktes Produkt zweier Teilverbinde ist, 
falls sich der Raum in zwei punktfremde, abgeschlossene Teilmengen zerlegen 
laBt. 

§ 1. Strukturriiume eines Naringes. 


Unter einem Primideal in einem nichtassoziativen Ring (Naring) © ver- 
steht man ein Ideal p, das das Produkt a - 6 zweier Ideale a und 6 nur dann 
umfaBt, wenn a oder 6 in p liegt (BEHRENS [3]). Dabei ist a- 6 das kleinste 
Ideal, das alle Produkte a- b, a€ a, b€ 6 enthilt. Die Menge der von 0 ver- 
schiedenen Primideale in 0 1aéBt sich durch folgende Definition der abge- 
schlossenen Mengen zu einem topologischen Raum P machen: 

Definition: Sei A eine Menge von Primidealen in 0, A+9. Sei D, 
=Np, péA, dann sei A = {p; p2D,} die (abgeschlossene) Hiille von A. 
Ferner sei 8 = 8. — Wenn A = A, heife A abgeschlossen. 

Die Zuordnungsvorschrift A-> A geniigt den Axiomen von KuRaTowskKI 
(vgl. P. ALeExanpDRoFF und H. Hopr [1], Kap. I, § 2) fiir einen topologischen 
Raum, denn A ¢ A und A = A sind trivial und 40 B = AU B laBt sich, da 
alle p Primideale sind, so beweisen: Wenn p¢ A B, sei etwa p ¢ A, also 
P29, 294 A9Dg= Dgyy, daher p¢ AUB. Andererseits, wenn p ¢ Av B, 
also weder p 29, noch p 29, dann gilt p) D, - Dz, da p Primideal. Wegen 
D4 °D_gS9D4ADg= Dyyp umfabt p dann auch nicht D,,,z, also p¢ AUB 
q.e.d. 

Dieser topologische Raum P ist ein 7,-Raum, d.h. von zwei Punkten p 
und q besitzt mindestens einer eine Umgebung, die den andern Punkt nicht 
enthalt, oder, was bekanntlich auf dasselbe hinausliuft (vgl. ALEXANDROFF- 
Horr [1], Kap. I, § 4), aus {p} = {q} folgt p = q. 

Beweis: p € {q} zieht nach sich p29,,)= q; analog q 2p. — Im allge- 
meinen ist aber P kein 7,-Raum, d.h. wenn p + q, brauchen nicht beide 
Punkte je eine Umgebung zu besitzen, dieden anderen Punkt jeweils nicht enthilt, 
oder gleichbedeutend damit, ein einzelner Punkt p braucht keine abgeschlossene 
Menge zu sein (ALEXANDROFF-Hopr a.a.Q.). Wenn nimlich {p} = p, ist 
nur p Primoberideal von 9, = p. — Falls allerdings in © jedes Primideal 
maximal ist, mu8 P ein 7,-Raum sein, z. B. bei dem Ring C der ganzen 
rationalen Zahlen. Aber selbst fiir C ist P kein 7,-Raum, denn zu p und q, 
p + q, gibt es keine zwei punktfremde Umgebungen. 

Beweis: Wenn A aus nur endlich vielen Punkten p besteht, ist A abge- 
schlossen, denn in dem 7,-Raum P ist jeder Punkt eine abgeschlossene 
Menge. Wenn A jedoch unendlich viele Punkte p enthilt, ist 9, = (0), also 
A = P. Daraus folgt, daB A dann und nur dann abgeschlossen ist, wenn A 
leer oder der ganze Raum ist oder aus nur endlich vielen Punkten besteht. 
Die offenen Mengen in P sind also die Komplemente CA der nur endlich 
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viele Punkte enthaltenden Mengen A sowie natiirlich @ und P. Daher ist 
niemals der Durchschnitt zweier offener, nicht leerer Mengen CA und CB 
leer, denn fast alle den unendlich vielen Primzahlen entsprechenden Punkte 
gehéren weder zu A noch zu B. 

Neben dem Raum P sind noch gewisse topologische Unterriume von P 
fiir die Strukturtheorie des Naringes 0 wichtig, nimlich der Raum G der grof- 
modularen Ideale g von 0 und der Raum M der maximalen Ideale m von 0. Nach 
BEHRENS [2] ist ein Ideal g groBmodular, wenn es ein Element c in 0 gibt, 
das zwar nicht selbst in g liegt, fiir das aber das von c* — c erzeugte zweiseitige 
Ideal F (c) = (c?— c) in g enthalten ist (modular), und wenn jedes echte Ober- 
ideal von g das Element c enthalt (groBmodular). Statt dessen kann man 
auch sagen (BEHRENS [2]), g ist groBmodular, wenn der Restklassenring 0/g 
ein Idempotent, nimlich die Restklasse c’ besitzt, das den Durchschnitt aller 
von (0’) verschiedenen Ideale erzeugt. Daraus folgt, daB ein groBmodulares 
Ideal g prim ist; wenn namlich weder a noch 6 in g liegen, also die Rest- 
klassen a’ und b’ beide ungleich Null sind, liegt c’ sowohl in dem Ideal(a’) 
als auch in (b’), also wegen c’ = c’* auch in (a’) - (b’), woraus (a) - (b) Cg folgt. — 
Die Menge G der groBmodularen Ideale ist also in dem Raum P enthalten, 
dessen Topologie eine Topologie in G induziert: A sei eine Menge in G, dann 
ist A = {p;p 29,} und folglich die in G abgeschlossene Hiille von A die 
Menge A -\G@ = {g; g29,}. Man kénnte also auf die Heranziehung der Prim- 
ideale ganz verzichten und von vornherein die Topologie in G analog der von 
P erklaren. 

Wenn 0 ein Einselement | enthialt, ist bekanntlich jedes maximale Ideal m 
prim; es ist aber auch groBmodular, denn 1 ¢m, wohl aber F(1) = (1°— 1) 
=(0) Cm, und das einzige von m verschiedene Oberideal von m ist 0 =(1). 
Daher bildet die Menge M aller maximalen Ideale, wenn 1 € 0, einen topologi- 
schen Unterraum von G@ und daher auch von P: 


P2G2M. 


Nach einer friiheren Bemerkung ist M ein 7,-Raum. 

Das nichste Ziel ist einzusehen, daB diese drei Strukturriume von o bi- 
kompakt sind. Dazu benutzt man ein auf JacoBson [1] zuriickgehendes 

Lemma: Voraussetzung: Mit U sei einer der drei Riume P, G oder M be- 
zeichnet, und es seien die A, ein System von in U abgeschlossenen Mengen. Beh.: 
NA, +8 gilt dann und nur dann, wenn es ein Ideal (Punkt) u in U gibt mit 
29,,Cu. 

Die Summe der Ideale D,, in 0 besteht dabei aus allen Summen von 
jeweils endlich vielen Elementen aus diesen A.,,. 

Beweis: Sei u¢ A,, also u in jeder der in U abgeschlossenen Mengen A, 
enthalten. Daraus folgt u 29,, fiir alle 1, also auch u2 29,,. Wenn umge- 
kehrt 2 D,,C u, dann liegt u in der in U abgeschlosenen Hiille jedes A,, also 
in A,= A, und damit inf A,,. 

Korollar: Wenn 1¢€0 und die Voraussetzungen des Lemmas erfiillt sind, 
ist A, + 8 dquivalent 2 D,,+ 0. 

)* 
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Beweis: 1. AusN A,+9@ folgt 29, ,Ccu+(1). — 2. Sei 2D, + (1). 
Dann gibt es nach dem Lemma von Zorn in 0 ein maximales, 2 9,, enthal- 
tendes Ideal m, das man fiir das Ideal u in jedem der drei Riume U = P, G, M 
nehmen kann. 

Satz: Wenn 1 € 0, ist jeder der drei Riwme P, G, M bikompakt. 

Beweis: Seien wieder die A, ein System in U abgeschlossener Mengen 
und A,= 9. Daraus folgt nach dem Korollar 2 9,,= 0, also muB sich 1 
darstellen lassen durch 1 = d,+--+ + dy, d,€ D4). Jedes Element a des 
Naringes © lat sich dann schreiben als a = a-d,+--++a-d, und liegt 


daher bereits in D4.) +°** + D4y,)- Aus Y' D4y,)= © folgt, wieder nach 
k=1 


dem Korollar, A,y,)\***\Ay,)= 9 und daraus, daB U bikompakt ist. 


§ 2. Darstellung eines halbeinfachen Naringes 
als direkte Summe und topologischer Zusammenhang. 

DaB jedem zum Naring 0 isomorphen Ring dieselben topologischen Riume 
P,G und M zugeordnet sind, ist klar. Aber auch bei Restklassenbildung nach 
dem jeweils zugehérigen Radikal andert sich der Raum nicht; das soll Fol- 
gendes heiBen: Der Durchschnitt R =p aller Primideale p von © ist das 
Radikal von o nach McCoy [1], analog sind B = Ng bzw. S = Mm die Radi- 
kale von BEHRENS [2] bzw. von Smivey [1] (vgl. auch BeHrens [2]). Be- 
zeichnet nun wieder U einen der drei Riume P,G, M und Rad 0 das zuge- 
hérige Radikal R(o) bzw. B(o) bzw. M(o), so werden wegen Rad o = Nu, 
u € U, beim natiirlichen Homomorphismus von 0 auf 0’ = 0/Rad 0 die Ideale u 
aus 0 eineindeutig auf die Ideale u’ aus 0’ unter Erhaltung aller Durchschnitte 
abgebildet. Daraus folgt die Gleichheit der zu 0 und 0’ gehérenden topologi- 
schen Riume U bzw. U’. Das legt nahe die 

Definition: P, G und M sind die bzw. zu den Radikalen von McCoy, BEHRENS 
und SMILEY gehérenden Strukturréume von 0. 

Der nach McCoy halbeinfache Ring 0/R(o) ist subdirekte Summe primer 
Ringe, d. h. von Ringen, in denen aus (a) - (b) = (0) folgt a = 0 oder b = 0 
(siehe dazu BEHRENS [3]). Analog ist 0/B(o) subdirekte Summe von Ringen, 
bei denen der Durchschnitt aller Ideale a + (0) von einem Idempotent erzeugt 
wird ; und schlieBlich ist 0/S(o) subdirekte Summe von einfachen Ringen mit 
Einselementen. Die Darstellung eines Naringes 0 als subdirekte Summe gibt 
aber iiber die Struktur von 0 nicht so gut AufschluB wie die Darstellung als 
direkte Summe. Die Frage nach einer solchen Darstellung lat sich nun ins 
Topologische wenden auf Grund des folgenden, auf primitive Ideale in asso- 
ziativen Ringen zuriickgehenden Satzes von Jacosson [1]: 

Satz 1: Vor.: U sei einer der drei Strukturriume P,G, M des Naringes 0, 
1€0. © sei halbeinfach im Sinne des zu U gehirenden Radikales. Beh.: 0 ist 
dann und nur dann direkte Summe zweier halbeinfacher Ringe, wenn U nicht 
zusammenhdngend ist. 

Beweis 1.: Es sei 0 = 0, @ 0, direkte Summe und U,= {u; u 20,}, ¢ = 1, 2. 
Behauptet wird, daB U = U, U, eine Zerlegung von U in zwei punkt- 
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fremde, abgeschlossene Mengen ist. Es ist dabei klar, daB U, in U abge- 
schlossen ist. Ferner ist 0/0, isomorph 0,, wobei die Ideale u, von 0, ein- 
eindeutig denjenigen Idealen u von © entsprechen, die 0, enthalten. Daraus 
folgt U,+ 0, analog U,+ 9. — Da 0, halbeinfach, also der Durchschnitt 
aller U, aus 0, gleich (0) ist, ist wegen 0/0, = 0, in o das Ideal Dy, = 0,, analog 
Dy,= %. Nun zieht 0 = 0,+ 0,= Dy, + Dy,, zusammen mit der Abge- 
schlossenheit von U, und U,, nach dem Korollar aus § 1 nach sich U, >, U,= 9. 

SchlieBlich ist auch U,\v U,= U, denn lige etwa der Punkt uy aus U weder 
in U, noch in U,, wire also das Ideal uy weder von 0, noch von 0, Oberideal, 
dann wire auch nicht 0,- 0, in u, enthalten, da ja nach § 1 alle Ideale u prim 
sind; das widerspricht aber 0,°0,¢0,7\0,=(0) CU. — 2. Umkehrung: 
U = U,7\ U, sei eine. Zerlegung von U in zwei punktfremde, abgeschlossene 
Teilmengen, und es sei 0,= Dy;, i = 1, 2. Wieder nach dem Korollar aus § 1 
ist 0 = 0, + 0». Weiter ist 0, 0, gleich dem Durchschnitt aller u aus U, oder 
U,, also aller u von 0, also gleich (0), da o als halbeinfach vorausgesetzt war. 
Wire schlieBlich 0 = Dy,= (0), dann wire U = U,= U,, q.e.a. 

Als Beispiel sei verfolgt, wie sich fiir einen nach SmiLey halbeinfachen 
Naring © mit absteigender Ketten-Bedingung fiir zweiseitige Ideale die Dar- 
stellung von o als direkte Summe einfacher Ringe mit Einselementen im 
Strukturraum  spiegelt. Dann kann 0 nimlich nur endlich viele maximale 
Ideale enthalten, denn in einer Kette m, >m, ™ m,>m, mM, mM, D « « - sind 
die Glieder, da m, prim und maximal ist, echte Unterideale voneinander. 
Da M nach § 1 ein 7',-Raum, also jeder Punkt eine abgeschlossene Menge ist, 
folgt daraus, daB M = {m,}\/{m,}U--+-U{m,} eine Zerlegung von M in 
punktfremde, abgeschlossene Mengen {m,} ist, die sich nicht weiter zerlegen 
lassen. In der nach Satz 1 zugehérigen Darstellung des Naringes 0 = 0, ® +: @ 0, 
sind die 0, halbeinfache Ringe mit nur einem maximalen Ideal, nimlich 
(0), also einfache Ringe mit Einselementen, da 1 ¢ 0. 

Daraus, daB M ein 7',-Raum ist, in ihm also die einpunktigen Mengen 
abgeschlossen sind, folgt, daB deren Vereinigungen zu je endlich vielen es 
auch sind. Das kann man benutzen, um zu zeigen, daB, wenn 1 €¢ und o 
unendlich viele maximale Ideale enthalt, von denen jeweils unendlich viele 
den Durchschnitt (0) haben, der Raum M unzerlegbar, also’ o direkt ir- 
reduzibel ist. 

Beweis: Wenn A unendlich viele Punkte enthalt, ist nach Voraussetzung 
®,= (0), also A = M. Die abgeschlossenen Mengen in M sind also 8, M und 
die aus nur endlich vielen Punkten bestehenden. Wire M zerlegbar in M, U M,, 
dann miiBte M, oder M, unendlich viele Punkte enthalten, wire also nicht 
abgeschlossen. — Ein Beispiel dafiir bietet der Ring der ganzen rationalen 
Zahlen. 


§ 3. Einbettungseigenschaften der Strukturriiume ineinander. 

Die Radikale R(o) von McCoy, B(o) von BrHReEns und S(o) von SMILEY 
sind der Reihe nach die Durchschnitte aller Primideale p, aller groBmodu- 
laren Ideale g und aller maximalen Ideale m des Naringes 0. In diesem 
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Paragraphen sei 1 ¢€0 vorausgesetzt. Die Beziehungen R(o) ¢ B(o) C S(o) 
spiegeln sich dann in der Einbettung P 2G 2M der drei Strukturriume in- 
einander. Ein topologisches Kriterium fiir die Gleichheit je zweier dieser 
Radikale gibt der 

Satz 1: M dicht in G ist dquivalent S(o) = B(o); @ dicht in P ist dqui- 
valent B(o) = R(o). 

Beweis: M dicht in G bedeutet, daB die Hille M von M in G@ gleich G 
ist. Ferner sind in der Bezeichnung von §1 die Radikale S(o) = Dy und 
B(o)} = Dg. Daher ist M = {g; g 2Dy} = {G; g 29g} = G, falls Dy = Dg ist. 
Wenn aber B(o) + S(o), umfasse etwa das Ideal g, nicht das Radikal S(o) 
= Dy. Daraus folgt g, ¢ M, also M + G. — Der Beweis der zweiten Behaup- 
tung des Satzes erfolgt ganz analog. — Da in dichten Mengen dichte Mengen 
bekanntlich dicht sind in der Ausgangsmenge, gilt das 

Korollar: M dicht in P ist dquivalent S(o) = R(o). 

Auch wenn M nicht dicht in @ ist, trifft doch die abgeschlossene Hiille 
{g} eines Punktes g aus G den Unterraum M, denn zu 9,,) = g existiert nach 
dem Lemma von Zorn ein maximales Ideal m in 0, das g umfaBt, also ist m € {Gg}. 
Analog gibt es zu jedem Primideal p in 0 ein p umfassendes groBmodulares 
Ideal g, denn wegen 1 € 0, F(1) = (12— 1) = (0) Cp, 1 ¢ p, ist p modular und 
daher, wieder nach dem Lemma von Zorn, enthalten in einem maximalen, 
zwar p aber nicht 1 enthaltenden Ideal g. Man kann also sagen 

Satz 2: Die drei Strukturriume P, G, M liegen so ineinander, daB die in P 
abgeschlossene Hiille jedes Punktes p aus P den Unterraum G und die in G 
abgeschlossene Hiille jedes Punktes g aus G den Unterraum M trifft. 

Hierin zeigt sich, wie nahe die drei Radikaldefinitionen miteinander ver- 
wandt sind, und andererseits, daB die 7',-Raume die wesentliche Rolle spielen, 
denn fiir 7,-Raume folgt aus der im Satz abgeleiteten Eigenschaft, daB die 
Raume einander gleich sind, da dann jeder Punkt fiir sich eine abgeschlossene 
Menge ist. 

Nach einem rein algebraischen Satz sind die direkten Summanden bei 
einer Darstellung eines halbeinfachen Naringes als direkte Summe wieder 
halbeinfach. Das spiegelt sich in folgendem, rein topologischem 

Satz 3: Voraussetzung: Der topologische Raum E enthalte U als topologi- 
schen Unterraum. Jede nicht leere, in E offene und jede nicht leere, in E abge- 
schlossene Menge aus E treffe U. Behauptung: E ist dann und nur dann zu- 
sammenhingend, wenn U es ist. 

Fir 7,-Raume ist der Satz trivial, weil dann jeder Punkt eine abge- 
schlossene Menge ist. 

Beweis des Satzes: |. Nach Voraussetzung ist U dicht in H, da jede 
offene Umgebung eines Punktes U trifft. Daraus folgt bekanntlich (vgl. auch 
BoursakI [1], Kap. I, § 11), daB mit Z auch U nicht zusammenhangend ist; 
wenn namlich # = £,\/ £, eine Zerlegung von £ in zwei offene, punkt- 
fremde echte Teilmengen von £ ist, so sind deren Spuren £,7\ U = U, und 
E,7\U = U, zwei in U offene Mengen, weil die Topologie in U von der in E 
induziert wird. Nach Voraussetzung ist U dicht in Z, also sind die U; nicht 
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leer. Es ist U = UNE = Un\(E,UE,) = U,UU,, und schlieBlich U, > U, 
= E,\#,\U =8. — 2. Jetzt sei U nicht zusammenhingend und U = U, U 
U U, eine Zerlegung von U, also U; + 8, U, \ U, = 8 und U, abgeschlossen 
in U. Fir die in E abgeschlossenen Hiillen £Z, = U, gilt E = 0 =0,U0U, 
= U,U0,=£,VUE,, E,;+ 2, EF, = E,. Zu zeigen ist also nur noch E, 4 E, = 9. 
Lage der Punkt e, aus Z in Z,7\ E,, dann lage e, in U, fiir i = 1,2. Daraus 
folgt {¢,} ¢ 0,= 0,. Andererseits trifft aber nach Voraussetzung die in E 
abgeschlossene Menge {¢,} den Unterraum U. Sei etwa uy€ fe} > U, also, 
nach dem Vorangehenden, uy¢ 0, \0,7-\U. Nun ist aber U topologischer 
Unterraum von £, also U;7-\U die nach Voraussetzung in U abgeschlossene 
Menge U, fiir i = 1,2. Der Durchschnitt U, ~> U, enthielte uy und wire daher 
nicht leer, q.e.a. 

Aus den letzten beiden Satzen folgt als 

Korollar: Wenn M dicht in G oder G dicht in P ist, sind M und G bzw. G 
und P gleichzeitig zusammenhiingend oder nicht zu enhiingend 

Beweis: Wenn eine Menge A in @ nicht leer ist, enthilt sie mindestens 
einen Punkt go, dessen in @ abgeschlossene Hiille einerseits in der Hiille 
von A in G@ liegt und andererseits nach Satz 2 den Raum M trifft. Also sind 
fir # = G und U = M alle Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt. — Analog 
fiir G und P. 
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Zur projektiven Differentialgeometrie der Komplexflachen. 


Ill. Schiebungen als Abrollvorginge. Singularitaétenkurven 
auf Komplexflichen. Invariante Gebilde. 


Von 
Martin BARNER in Freiburg i. Br. 


Die projektive Kinematik erweist sich als die angemessene Methode zur 
Behandlung bestimmter Fragen in den Differentialgeometrien Lizscher Grup- 
pen. Gewisse spezielle projektive Bewegungen, Schiebungen genannt, bilden 
einen einfachen Zugang zu der Projektivgeometrie der Komplexflichen. Man 
gelangt so auch zu neuen geometrischen Ergebnissen. 

In einer fritheren Arbeit!) entwickelten wir die Grundgedanken der Kine- 
matik der Schiebungen und leiteten die wichtigsten Siatze iiber Komplex- 
flachen ab. Eine zweite Mitteilung') gab eine Klassifikation der Schiebungen 
nach geradengeometrischen Gesichtspunkten ; diese fiihrte zu Konstruktionen 
und integrallosen Darstellungen weiter Klassen von Komplexflichen. Die 
vorliegende Untersuchung beschiaftigt sich mit den momentanen Fixpunkten 
einer Schiebung und den sich daraus fiir die Theorie der Komplexflachen 
ergebenden Folgerungen. Diese Arbeit ist unabhingig von den oben genann- 
ten lesbar. 


Die momentanen Fixpunkte erfiillen zu jeder Zeit zwei Geraden, die zu- 
sammenfallen kénnen. In der Schiebung bilden diese sowohl im bewegten 
wie auch im festen System ein Regelflichenpaar, die Leitregelflichen der 
Schiebung. Man hat drei Fille zu unterscheiden: I. Die Leitregelfliachen sind 
verschieden, sie sind dann schichtbar, d.h. sie sind W-Transformierte von- 
einander. II. Die Leitregelflachen fallen zusammen, die erzeugenden Geraden 
sind aber nicht Tangenten einer Raumkurve. III. Die zusammenfallenden 
Leitregelflichen bilden eine Torse. 

Eine Schiebung ist dann aufzufassen als ein Abrollvorgang des bewegten 
Systems in das feste iiber ihre Leitregelflichen. Diese Abrollung erweist sich 
als eine Projektivabwicklung im Sinne von E. Cartan. Fiir den allgemeinen 
Fall I ist dies hier in Abschnitt 2 durchgefiihrt; auf die nicht weniger inter- 
essanten Fille II, III gehen wir im Zusammenhang mit Abwicklungsfragen 
an anderer Stelle ein?.*). 

1) Zur projektiven Differentialgeometrie der Komplexflachen. 1. Komplexflachen als 
Schiebflichen. Math. Ann. 126, 119—137 (1953). — II. Konstruktion und integrallose 
Darstellung spezieller Schiebungen. Math. Ann. 126, 418—446 (1953). 

*) M. Barner: Kinematische Fragen in der Projektivgeometrie der Regelflachen. 
(Erscheint z. Z. in den Monatsh. f. Math. u. Phys.) 


3) M. Barner: Zur Kinematik der Projektivabwicklung von Raumkurven. (Erscheint 
z. Z. in den Math. Nachrichten.) 
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Die Singularitétenkurven auf Komplexflichen entstehen dadurch, daG 
sich in ihnen die erzeugenden Komplexkurven beriihren. Sie hangen eng mit 
den Leitregelflichen des bewegten Systems zusammen. Den Singularititen- 
kurven ist eine gewisse Vielfachheit zuzuordnen. Man kann Komplexflaichen 
konstruieren, tiber deren Singularitiétenkurven gewisse Voraussetzungen ge- 
macht werden. So beantwortet sich zum Beispiel die Frage nach den (;,- 
Flachen mit zwei zweifachen Singularitatenkurven von selbst. 

Die Leitregelflichen des bewegten Systems bilden in der Schiebung im 
Falle I ein schichtbildendes Kongruenzpaar, im Falle II ein W-Strahl- 
system mit Komplexflichen als Brennflichen und bei III die Tangenten- 
kongruenz der Tangenten der Komplexkurven einer Komplexfliche. Man 
gelangt so zu invariant mit einer Schiebung verbundenen Figuren, insbesondere 
zu Komplexflichen und Systemen solcher Komplexflichen. Der Geometrie 
dieser Gebilde ist der letzte Abschnitt 4 dieser Arbeit gewidmet. 


Uber weitere geometrische Ergebnisse vergleiche man den 3. Teil des 
Buches iiber projektive Differentialgeometrie von G. Boi*) (Teil 1 (1950), 
Teil 2 (1954), Teil 3 im Erscheinen). Dort wird insbesondere auch der Zu- 
sammenhang zwischen der hier vorgetragenen Theorie der Komplexflichen 
und der allgemeinen Flaichentheorie hergestellt. 


1. Unter den projektiven Bewegungen spielen die Schiebungen eine hervor- 
ragende Rolle. Bei ihnen ist im bewegten Raum ein festes Nullsystem ausge- 
zeichnet. Dieses bildet zu jeder Zeit jeden Punkt auf die Schmiegebene der 
von ihm beschriebenen Bahnkurve ab. Dies ist kennzeichnend. 

Es seien die Punkte q,, 8;, $2, 92 des bewegten Systems so gewihlt, daB 
(43; G2), (S, $2) konjugierte Geraden in dem Nullsystem sind. Aus der Kenn- 
zeichnung folgt dann sofort, daB die Schmiegebenen der von 4q,+ u qp, 
u = const., erzeugten Kurven die Gerade (s,,6,) enthalten. Entsprechendes 
gilt fir die Kurven $,+ v 8, v = const., und die Gerade (q,, q,). 

Ein Regelflichenpaar, bei dem auf jeder der Regelflichen eine Kurven- 
schar der Eigenschaft existiert, daB die Schmiegebenen der Scharkurven 
durch die zugehérende Erzeugende der anderen Regelfliche hindurchgehen, 
nennt man schichtbar. Die auftretenden Kurven sind die Schichtkurven'). 


Eine projektive Bewegung des R, induziert im Geradenraum eine hyper- 
bolische Bewegung. Zu den Schiebungen gehéren die Bewegungen, bei denen 
eine im bewegten System des R, feste Hyperebene E ausgezeichnet ist. w sei 
der hierzu polare Punkt beziiglich der absoluten Quadrik Q. Dann geht die 
Tangente an jede Bahnkurve, die von einem Punkt der Ebene E erzeugt wird, 
durch den polaren Punkt w. Dies kennzeichnet die Bewegungen des R,, die 
zu den Schiebungen des R, gehéren. Die Hyperebene E bzw. w definiert 


*) Herrn G. Bot méchte ich an dieser Stelle fiir sein groBes Interesse danken, mit dem 
er das Entstehen der vorliegenden Untersuchungen verfolgte. 

5) Die Schichtkurven bilden auf jeder der beiden Regelflachen cine Doppelverhaltnis 
schar; man spricht von schichtbildenden Dv-Scharen. Genaueres hieriiber vgl. in M. BARNER- 
Doppelverhaltnisscharen auf Regelflachen. Math. Z. 62, 50—93 (1955), Abschn. 5, 66—71. 
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einen linearen Komplex des R,. Zu ihm gehért das Nullsystem, von dem wir 
oben sprachen. 

Es sei » ein Punkt von E, der nicht auf Q liegt. Die Tangente an die von p 
beschriebene Bahnkurve schneidet dann zu jeder Zeit aus Q zwei Punkte aus, 
die mit w auf einer Geraden liegen. Diese bestimmen im R, zwei Regelflaichen, 
deren Erzeugende zu jeder Zeit konjugierte Gerade im Nullsystem von 
w sind. 

Ein Regelflichenpaar des R,, das im Geradenraum durch die Tangenten 
einer Kurve bestimmt ist, ist schichtbar, und jedes schichtbare Regel- 
flichenpaar des R, definiert im R, eine Torse. 


Umgekehrt gilt nun: Sind q,+ u q, und $,+ v Ss, u, v = const, die Schicht- 
kurven eines schichtbaren Regelflichenpaares und sind die Vektoren q,, $1, $2, Ge 
so normiert, dap v = (q,, q2) — (1, $2) den Kehlpunkt der von (q,, 42), (81, $2) 
beschriebenen Torse darstellt, so bilden die Vektoren q, $1, $2, G2 die Basis einer 
Schiebung, und jede Schiebung wird so erzielt. 

Zum Beweis gehen wir von zwei beliebigen, geradenweise aufeinander be- 
zogenen Regelflichen (q,, q,), (S;,$,) des R, aus, deren zusammengehérende 
Erzeugende windschief zueinander sind. Auf jeder dieser Regelflachen existiert 
eine Doppelverhaltnisschar der Eigenschaft, daB die Tangenten an die Schar- 
kurven die zugehérende Gerade der anderen Regelfliche treffen. Es seien 
die Vektoren q,, q. bzw. $,, $2 so normiert, daB 

G=ht U Qe, 


(1.1) u, v = const 
$ = $+ US, 


diese Kurvenscharen darstellen. Dann gelten die Ableitungsgleichungen 
Ge = He Sp + Hye Sgt %G;, 
$i = Bath+ Bidet BS; 


Ein gemeinsamer Faktor der vier Vektoren q,, 5,, $2, q2 ist geometrisch ohne 
Belang — wir wollen iiber ihn durch die Forderung 


(1.2) i= 1,2. 


(1.3) (41, $1, $2, Gg) = const 
verfiigt denken. Dies zieht in (2) 

(1.4) a+ p=0 
nach sich. 


Die Normierung der Vektoren q,, q, und $,, $, ist durch (1) und (3) bis aut 
Umnormungen der Gestalt 


qi =OG qi, 


1.5 : 
oe $;= 06,5; 


mit c,, €;= const, ¢+=1,2 


festgelegt. Fiir die 4,, $; gelten auch Ableitungsgleichungen des Typus (2) mit 


a ail 
n= Cin Nix 


Biu=0 CuBr, 


(1.6) 


Cy, Cy = const, t,k= 1,2. 
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Aus (5) folgt z. B.: 


(1.7) (4, 42) + D(S,, $2) = eC, 0” (4%, G2) + @ €,6,0~* (81, S,). 


Ist also auf der Geraden (4), qq), ($;, $2) des Geradenraumes ein Punkt p geo- 
metrisch ausgezeichnet, so kann man immer die Normierung reell so einrichten, 
daB er durch 


(1.8) DB = (41, G2) — (81, $2) 


dargestellt wird. Hierdurch ist iiber die Normierungsfunktion @ in (5) 
verfiigt. (Die Umnormungsméglichkeit durch Konstante ist leicht zu iiber 
blicken.) 


Ist das Regelflichenpaar (q,, q2), ($;, $2) schichtbar, so sind (1) die Schicht- 
kurven. Diese Eigenschaft der Scharen (1) fiihrt wegen 


< 


q = x (%1% Perr U %p Ber) Gq, (mod q, qe, 9’) 


auf 


(1.9) F an Bu = you, i,t= 1,2. 
k 


Andererseits ist der Punkt » des Geradenraumes Kehlpunkt der Geraden- 
schar ((q;, 42), (81, $2)), falls 


(1.10) vw’ =0 (mod (q;, 42), (8, $3). 
Nach den Ableitungsgleichungen (2) folgt 


' = (Og) + Bor) (Gy, $1) + (%22— Bir) (Gy, $2) — (11 — Bas) (Ge, $1) — (O12 + Biz) (42,82) 


(mod (4, 42); (81, $2); 
und (10) fihrt also auf 


Biu= M%&ep, 

= — Aye, 

(1.11) Bie 12 
21> — &q; 

Bee = &j- 


Durch die gewihlte Darstellung des Kehlpunktes in (8) ist hier tiber die 
Umnormungsméglichkeit (5) verfiigt. Andererseits kénnen wir durch eine 
Umnormung (5) erreichen, daB nach der Umnormung in (9) 


(1.12) y= |o»| 


wird. Dann ist aber (9) mit (11) gleichbedeutend. Damit ist gezeigt, daB die 
beiden eingangs angegebenen Eigenschaften die schichtbaren Regelflichen- 
paare in gleicher Weise kennzeichnen. 
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Jetzt bestatigt man leicht, daB die Vektoren q,, $1, 52, q2, fiir die die Ab- 
leitungsgleichungen (2) mit (4) und (11) gelten, die Basis einer Schiebung 
bilden. Fiir den Geradenraum folgt namlich 


w= 2a + 2 a9 (Gy,81) + 2 Hy9 (4,52) — 2 Hy (Ga,$1) — 2 M2 (Fa, $9), 


v= 2am, 
(1.13) (41-6) = — Ho, 
(4i,$2) =  %y. B, 
(qz,1)' = — gq, 
(qo,S2)'= %q W, 

mit 


»= (q, Ge) + ($3, $9) . 
Fiir irgendeinen Punkt 


(1.14) B= 7,0 + 72(G1,81) + 73(41,S2) + %a(Fa-S1) + 75(F2S2), 7,= Const 
in der Polarebene von w entnimmt man (13), daB 
(1.15) v’ = (2 a ry— Aygo + Hy %3— AqqQ%g + Hqy 1's) W; 


d. h. seine Tangente trifft w. 
Andererseits bildet das Nullsystem von w den Punkt 


(1.16) P = Pohi> Pidit Pod2e+ Ps Me 
auf die Ebene 
(1.17) D = MQ, + PG, + PeS_+ PsQe 


ab, wenn wir die Basisvektoren fiir die Ebenen des Raumes durch die Produkt- 
tabelle 
| Gi $: S2 

ai 8 @ © & 
(1.18) 6. 001 0 

6,.| O-1 0 0 

Q,;-1 0 0 0 
definieren. Nach den Ableitungsgleichungen bestatigt man sofort fiir beliebige 
konstante p,; in (16) 

Pp=Pp'=Pp"’=0, 

d.h. die Nullebene von p ist die Schmiegebene der Kurve, die p in der Be- 
wegung beschreibt. 


Drittens ist ein Regelflichenpaar genau dann schichtbar, wenn an jeder 
Stelle eine Quadrik existiert, die beide Regelflaichen beriihrt .Wir nennen sie die 
Beriihrquadrik. Setzt man 


3 
4) = Lae X ire, 
i,k=0 


h= vWD» fe= (yr 42)» fs= (Fe 2)» 
9i= (81, $2), Jo= (81, $2), Js= (Sa, $2), 


(1.19) 
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so fihrt dies auf die Bedingungen 
h=hi=h=fe=h=fs=9, 
n= Gi = I2= 92 = 9s=93 = 9, 

und nach den Ableitungsgleichungen folgt daraus 


(91s) = (rr 42) = (Far G2) = (881) = (8182) = (82,82) = 9, 

O11 (4a» $1) + 2 (4»S2> = 9, By (481) + Biz (Ga) = 9, 

Hay (4a,S1)> + M2 (Ge,S2> = 9, Ber (4,2) + Bee (4252) = 9, 

Mey (4181) + Mee (GaSe) + Ora (ForSi> + M2 (eS) = 0, 

Bor (9181) + Bir (41»$2> + Baa <42»%1> + Bre (Fo»%2> = 9. 

Diese Relationen sind genau dann vertraglich, wenn (9) gilt. Bei geeigneter 
Normierung der Basisvektoren gilt dann auch (11). Die Beriihrquadrik hat 
in lokalen Koordinaten (16) nach (20) die Gleichung 


(1.20) 


(1.21) 1 PoP2— %2PoP1 + %1 P2Py— %eP)P3= 0. 
Eine Parameterdarstellung dieser Quadrik wird durch 


G+ U Got (qj; + U qs) 
bzw. 
$+ %S,+ B(S; + 785) 


gegeben, d. h. die Tangenten an die Schichtkurven bilden die eine Geraden- 
schar der Quadrik. Entlang dem Regelflichenpaar entsteht so eine Geraden- 
kongruenz, und zwar ein W-Strahlsystem, dessen Brennflichen die Regel- 
flachen sind. Die Regelflichen nennt man deshalb auch W-transformiert. 

Die zweite Geradenschar der Quadrik (21), die die Geraden des schicht- 
baren Paares enthalt — man spricht von der konkordanten Schar — wird im 
Geradenraum durch die Schmiegebene der Dimension zwei der Kurve dar- 
gestellt, die das schichtbare Paar kennzeichnet. 


Wir miissen hervorheben, da8 wir durch die Gleichungen (2) mit (4) und (11) 
zwei verschiedene geometrische Gebilde analytisch behandeln: einmal eine 
Schiebung, fiir die die Kurve w des Geradenraumes charakteristisch ist, zum 
anderen ein schichtbares Regeljlichenpaar, das durch die Kurve » des Geraden- 
raumes bestimmt wird. Fiir eine Schiebung ist die Darstellung insofern 
speziell, als wir eines unter den vielen darin auftretenden schichtbaren Regel- 
flachenpaaren ausgezeichnet haben. Aber auch fiir das Regelflachenpaar (q,,q,), 
(S,,$) ist (2) eine spezielle Darstellung, da sie auf beliebig herausgegriffene 
Schichtkurven bezogen ist. Sind dann 4,,9, und §,, 8, jeweils zwei andere 
Schichtkurven, 


d= » Vir: 
k 


(1.22) 


Vie Vir= const, 4 = ], 2, 


sto 


$:= 2 VinSe 
k=1 
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so ist in den entsprechenden Gleichungen (2) 


2 
Him— 2 Vik Pins 2£= 4, 
(2.23) x : 2 . 
Bim= 2 Vir Bur Yim» B= B. 


Hierbei bezeichnet (yj;') die zu (y;,,) inverse Matrix. 
Wegen der speziellen Darstellung des Kehlpunktes b in (8) ist, wenn diese 
erhalten bleiben soll, 
Yell = NPeall 


zu setzen. Es folgt: Zwei schichtbare Regelflichenpaare sind dann und nur 
dann unter Beachtung der Parameterverteilung projektiv gleichwertig, wenn 
zwischen den zugehdrigen Invarianten die Beziehungen (23) bestehen mit zwei 
Matrizen (y;x), (Pi,) mit konstanten Elementen. 

Insbesondere kann man durch die Forderung 


(1.24) a,,] = const oder a=+1 


einen invarianten Parameter in dem Gebilde einfiihren, falls diese Halb- 
invarianten®*) nicht verschwinden. 


Anders fiir die Schiebung, die durch die Kurve wm des Geradenraumes 
gekennzeichnet ist. Zu gegebenen Ableitungsgleichungen (2) mit (4) und (11) 
gibt es genau eine Schiebung; jedoch lat eine Schiebung verschiedene Dar- 
stellungen dieser Art zu, die nicht mehr durch (23) zusammenhingen. Wir 
wollen dies nicht genauer verfolgen. 

Jedoch — so betonten wir gerade — kennzeichnet die Kurve w des Ge- 
radenraumes die Schiebung. Ist die Gerade (w, w’) des Geradenraumes nicht 
Tangente an die absolute Quadrik, so definiert auch sie ein schichtbares 
Regelflichenpaar. Wenn wir setzen 


8 = w, 
(1.25) o w=2a0+2 Xoq (4y,8,) + 2 Ogg (41,2) — 2 O43 (4g,8,) — 2 12 (Jo; S9), 
Oo? = 4(a7+ O90; — Mey Xy9), 


so gelten im Geradenraum, wie der Vergleich mit (13) zeigt, Ableitungs- 
gleichungen der Gestalt 


b= 2am, 
Bo’ = 24 + Zag, dy + Zoigg dya— 2dy, Gy— 2a Gs, 
(1.26) ~ — 
3 1™”: 
Gi, = — Gey BW, 
G5= Gy, W, 





dt* 
6) Setzt man f* = F(t), a = Pt), so wird afg= p-ajy, a* = —-a. 
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falls die durch die Produkttabelle’) 








BD W Ge Gs & as 
b/2k0 0 0 0 O 
w|0-2k0 0 0 0 

(1.27) @1/0 00008k k = const 
a3/0 0 0 O-k O 
a|/0 0 O-k 0 0 
@\|0 0 k 0 0 O 


definierten Vektoren geeignet normiert sind. Die hier nun auftretenden 
GréBen «,,, & kennzeichnen mit dem durch w definierten schichtbaren Regel- 
flachenpaar die Schiebung. 


Die vorliegende Untersuchung will hauptsichlich die geometrische Be- 
deutung dieser Regelflichen fiir die Theorie der Schiebungen und der Kom- 
plexflichen herausstellen. Aber natiirlich sind auch die Fille von Bedeutung, 
bei denen w kein schichtbares Regelflichenpaar bestimmt. 


2. Eine Schiebung ist bestimmt durch die Kurve, die w im bewegten 
System des Geradenraumes beschreibt. Die Tangente an wm trifft die absolute 
Quadrik in zwei Punkten (die zusammenfallen kénnen), denen im R, zwei 
Geraden entsprechen, die die Leitgeraden der Schiebung an der betrachteten 
Stelle heiBen. Die beiden Leitgeraden durchlaufen in der Schiebung die 
Leitregelflichen. Es gilt also: Fallen die Leitregelfliichen nicht zusammen, so 
bilden sie ein schichtbares Regelflachenpaar. 


In einer kinematischen Betrachtung ist natiirlich die Frage nach den 
momentanen Fixpunkten einer Bewegung wichtig. Hier gilt nun: Die momen- 
tanen Fixpunkte einer Schiebung bilden an jeder Stelle die beiden Leit- 
geraden. Jeder Punkt der Leitgeraden ist momentaner Fixpunkt. Da die Figur 
in sich dual ist, gehen auch die momentanen Festebenen durch die Leitgeraden. 

Irgend ein Punkt 


(2.1) P= Poti + Pidi + Pods + Pade 

verhalt sich in der Bewegung stationir, falls gilt 

(2.2) p’—op=0. 

Ausgeschrieben fihrt dies auf 
— Po + 0 Po = “Po + Mp2 Pi— Har Pe » 

(2.3) —Pi + OP = %Po— % Py + G1 Ps» 

, — Po + 0 Pz = %2P%o —% Py + AePs, 

— P3 + 0 Ps = + %ePi — %1 Pe + & Ps - 


7) Die Produktbildung bezieht sich auf die absolute Quadrik des KLernschen Geraden- 
raumes. 
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Setzt man hierin die p’ gleich Null, so berechnen sich aus (3) die momen- 
tanen Fixpunkte. Fiir 9 ist dabei eine Wurzel der zu (3) gehérenden charakte- 
ristischen Gleichung einzusetzen. Diese lautet ausgerechnet 


(2.4) [— 0? + a+ Oy) &e9— 2%? = 0. 
Man bestitigt sofort, daB jeder Punkt der beiden Geraden 
(2.5) {aty4 > Xz, Ayo, 0} + A {0, Aoi, Xgo, a+yA} 


den Gleichungen (3) mit p; = 0 geniigt. Fiir A ist gesetzt 
(2.6) A = a? + Ay1 Xgq—— Ayo Ng 
Zu den Geraden (5) gehéren im Geradenraum die beiden Punkte 


(2.7) +y4w + HD + O93 (4y,$1) + HXo2(41,S2) — 1 (4a,$1) — H2(4a,S2) - 
Hieraus folgt unmittelbar die Behauptung. 


In A liegt die einfachste Invariante einer Schiebung vor, deren Vorzeichen 
ebenfalls invariante Bedeutung hat. Es gilt: Je nachdem ob 


(2.8) A>0, 4=0, 4<0, 


sind an der betrachteten Stelle die beiden Leitgeraden reell verschieden, zusammen- 
fallend, konjugiert komplezx. 

Mittels der Halbvarianten A kann man, wenn diese nicht verschwindet, 
durch 


(2.9) t= f y\A| at 
einen invarianten Parameter in der Schiebung einfiihren. Wegen ®) 
(2.10) wow=2, w’Ow’=—84 


ist dieser im wesentlichen mit der hyperbolischen Bogenlinge der Kurve 
des Geradenraumes identisch. 

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den Leitgeraden und den Bahn- 
kurven noch hervorheben: Die Tangenten an die Bahnkurven treffen an jeder 
Stelle die beiden Leitgeraden. 

Wir betrachten eine Bahnkurve des Geradenraumes, die von einem Punkt 
t in der Polarebene von w beschrieben wird. Sie bestimmt, wenn t auf Q liegt, 
eine Regelfliche des R,. Die Schmiegebene der Dimension zwei an t 


(x, t’, v’’) = (tv, w, 6’) 


schneidet die Bildpunkte der konkordanten Geraden der Schmiegquadrik 
dieser Regelfliche aus Q aus. Liegt rt nicht auf Q, so bestimmt die Schmieg- 
ebene von tr die konkordanten Geraden der Beriihrquadrik des zugehérigen 
schichtbaren Regelflachenpaares. Damit ist die hervorgehobene Aussage zu 


8) Die Produkte beziehen sich auf die absolute Quadrik. Vgl. (1, 27). 





bur 
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prizisieren: Die Leitgeraden sind an jeder Stelle konkordante Geraden der Schmieg- 
quadrik jeder Regelfliiche, die von einer Gerade des ausgezeichneten Komplexes 
des bewegten Systems erzeugt wird, bzw. auch konkordante Geraden der Beriihr- 
quadrik jedes der schichtbaren Regelflichenpaare, die von konkordanten Geraden 
im Nullsystem von w bestimmt werden. Die Schmieg- bzw. Beriihrquadrik ist 
an jeder Stelle festgelegt durch die Erzeugende bzw. das Erzeugendenpaar 
und die Leitgeraden. 


Mit den Leitregelflichen ist ihrerseits an jeder Stelle eine Quadrik ver- 
bunden, deren konkordante Geraden durch die Ebene 


(w, w’, w”’) = (6, w, wb’) 


des Geradenraumes definiert sind. Man nennt sie die assoziierte Quadrik der 
Schiebung. Fallen die Leitregelflichen nicht zusammen, so ist sie als die das 
Leitregelflichenpaar beriihrende Quadrik bestimmt. Anders, wenn die Leit- 
regelflichen zusammenfallen — dann beriihrt sie zwar auch diese Regelfliche, 
sie ist aber nicht ihre Schmiegquadrik. Sie kann in zwei verschriinkte oder 
zusammenfallende Geradenbiischel entarten. Insbesondere ist sie fest, falls 
w eine ebene Kurve der Dimension zwei beschreibt. Dann wird die Schiebung 
K,-Schiebung genannt. Die feste assoziierte Quadrik ist das absolute Gebilde 
einer elliptischen, quasielliptischen oder isotropen Geometrie, die K,-Schie- 
bungen sind die CLirForDschen Schiebungen in diesen Geometrien. 


Die Leitgeraden sind weder im festen noch im bewegten System fest, in 
beiden Systemen beschreiben sie ein Regelflichenpaar. Die beiden zusammen- 
gehérenden Regelflichenpaare sind eng miteinander verkniipft. 

Betrachten wir einen Punkt 


(2.11) E = roW + 7yO + 72(4y,9,) + 73(Gy,S2) + 74(GerS1) + 75(4a)Se) 


in seiner Bewegung im bewegten System, so kennzeichnen wir dies durch ein 
iibergesetztes ~. Die Vektoren mw, », . . . in (11) sind dann also als Konstante zu 
behandeln. Es ist z. B. [vgl. (1,25)]: 


eo 


b= 0, B= w'+ ob, 
am w= b+ o8 

und daraus folgt 

(2.13) (8, &, w’) = (0, , w’). 


Dies heiBt: Die assoziierte Quadrik ist dem Regelflichenpaar beider Systeme in 
gleicher Weise zugehérig. Im allgemeinen Fall ist sie die Beriihrquadrik des 
schichtbaren Regelflichenpaares sowohl des bewegten wie des festen Systems. 
Insbesondere entsprechen sich die Tangenten an die Schichtkurven bei beiden 
Regelflichenpaaren. Diese sind ja die Transversalgeraden der assoziierten 
Quadrik. 

Wir betrachten deshalb eine Schiebung auch als eine Abroilung eines bewegten 
Systems in ein festes iiber die Leitregelflichen. Die Vorgabe eines beliebigen 
Math. Ann. 129. 21 
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schichtbaren Regelflachenpaares des festen Systems bestimmt diesen Abroll- 
vorgang ; denn es bestimmt die Kehlkurve w —- und umgekehrt. Durch Vorgabe 
eines schichtbaren Regelflichenpaares als Ort der momentanen Fixpunkte ist 
eine Schiebung eindeutig bestimmt. Jedes solche Regelfliichenpaar fiihrt auf eine 
Schiebung. 


Wir wollen diesen Abrollvorgang noch genauer analytisch verfolgen und 
zeigen, daB es sich in gewisser Weise um eine Projektivabwicklung im Sinne 
von E. Cartan handelt. Es gilt: Kennzeichnet man das schichtbare Regel- 
flaichenpaar der Leitregelflichen im bewegten und festen System durch ihre In- 
varianten nach (1.26), so stimmen die GréBen 


Sins Kin 
fiir beide Paare iiberein, wihrend 
a 
im bewegten System verschwindet. 

Gibt man etwa das Regelflichenpaar des bewegten Systems vor und damit 
also die GriBen «,,, 80 kann man hierzu eindeutig eine Schiebung so bestimmen, 
dap & im festen System eine vorgegebene Halbinvariante vom Gewicht 1 wird. 

Zum Beweis kniipfen wir an (12) an. Wir sahen dort bereits, daB sich die 
Schichtkurven auf beiden Paaren bei der Abrollung entsprechen. Also sind 
die Vektoren 

@,, dy, dy, d; bzw. a, ds, ay, a; 


einander proportional [man vgl. (1.13) mit (1.26)]. Wir schlieBen auf Gleichheit 
an der betrachteten Stelle, indem wir zeigen, daB diese Vektoren in beiden 
Systemen gleichzeitig in der gewiinschten Weise normiert sind. 4, ist zu w 
polar und 1aBt sich also darstellen in der Form 

G;= GP + Ay2(4y,8,) + Gig (4S2) + Aya (G81) + Gis (42,59). 
Es wird dann 

Gy) = G,) + (2 & Ayy— Hyg jg + yy yg— Ayg eg + Hq Ajg) W. 


Der zweite Bestandteil in der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet 
wegen der Polaritét von d; und t&. Hieraus und aus (12) folgt aber fiir die 
Invarianten der Zusammenhang 


(2.14) Sip= Xp, &= 0, 2a=c. 
Dies war unsere Behauptung. 


Die schichtbaren Regelflachenpaare mit « = 0, wie sie hier im bewegten 
System auftreten, sind dadurch ausgezeichnet, daB alle Schichtkurven dem 
festen Komplex w angehéren. Wir sprechen von einem Komplezxregelfliichen- 
paar. 


Soweit der allgemeine Fall I, fiir den w’ nicht auf der absoluten Quadrik Q 
liegt. Fallen die Leitregelflachen zusammen, so ist noch zu unterscheiden, ob 
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diese II. eine allgemeine Regelfliche oder III. eine Torse bestimmen. Hier 
rollt das bewegte System iiber eine Regelfliche oder iiber die Tangentenfliche 
einer Raumkurve in das feste ab. Diese Fragen interessierten uns im Hinblick 
auf die Kinematik der Projektivabwicklung. Wir haben sie an anderer Stelle 
genauer verfolgt®). Hier seien die Ergebnisse formuliert: 

Zu einer Regelfliche, auf der zwei Asymptotenlinien ausgezeichnet sind, 
gibt es genau eine Schiebung, deren Leitregelfliche die vorgegebene Regelfliche 
ist und bei der die Tangenten an die vorgegebenen Asymptotenlinien im ausge- 
zeichneten Komplex liegen. Dabei werden die Regelfliche auf eine Komplexregel- 
fliche des bewegten Systems, die beiden Asymptotenlinien auf die Komplez- 
kurven abgerollt. 

Zu einer gegebenen Raumkurve gibt es genau eine Schiebung, deren Leit- 
regelfliichen die Tangenten der vorgegebenen Raumkurve sind. Dabei wird die 
Kurve auf eine Komplexkurve des bewegten Systems abgerollt. 

In beiden Fiillen entsprechen sich die Invarianten, die die geometrischen 
Gebilde kennzeichnen, mit Ausnahme einer, die fiir das Gebilde des bewegten 
Systems verschwindet. 

3. Eine Komplexkurve in dem ausgezeichneten Komplex des bewegten 
Systems erzeugt in der Schiebung eine Komplezfliche. Jede Komplexfliche 
hat deshalb eine Parameterdarstellung 


(3.1) H(t.) = q, + 88, + G(s) $.+ (2 G(s) — 8 G’(s)) qa. 


Die Parameterkurven sind die Asymptotenlinien der Flache. 

Ist es méglich, so fragen wir uns, daB die erzeugenden Komplexkurven 
sich selbst gegenseitig berithren? Es fallt in einer solchen singuléren Stelle 
die Tangente an die Komplexkurve mit der Tangente an die hindurchlaufende 
Bahnkurve zusammen. Letztere nun ist, wie wir sahen, die Transversale 
der beiden Leitgeraden durch den betrachteten Punkt. Hine singulére Stelle 
einer Komplezxfliche tritt also in den Punkten der erzeugenden Komplexkurve 
auf, in denen die Tangente an die Komplexkurve eine und damit beide Leit- 
geraden trifft. 

Die Geradenkoordinaten der Tangente an die Komplexkurve (1) ergeben 
sich aus (1) zu 


(3.2) (D, Ds) = (41,81) + @” (qy,82) + (@’— 8 G") + (2G — 28 G' + 8G") (qq,5,) 
— (G’? — 2 GG") (q2,8,). 


Die betrachtete Stelle der Komplexflaiche ist dann und nur dann singular, 
wenn der Punkt (2) des Geradenraumes zu w’ polar ist. Dies fiihrt nach (1.13) 
auf die Bedingung 
(3.3) S = 2a (s @’— G’) + a, (@29— 2 GG") + ao9(2 G— 28 G'+ 8G") 

‘ — Oy, @”” + 4e= 0. 


®) Vgl. FuBnote *), *), S. 304. 








316 Martin BaRneER: 
Aus (3) erhalt man die singuldren Stellen der Komplexfliche (1). Die singuliren 
Stellen schlieBen sich also auf der Komplexfliche zu Singularitéitenkurven 
zusammen, die von den erzeugenden Kompiexkurven eingehiillt werden. 


Man kann den Singularitétenkurven eine gewisse Vielfachheit zuordnen, 
je nachdem in wie vielen aufeinanderfolgenden Punkten sie von den Komplex- 
kurven beriihrt werden. Wir nennen eine Kurve k-fache Singularititenkurve, 
wenn sie von den erzeugenden Komplexkurven in k aufeinanderfolgenden Punkten 
beriihrt wird. Analytisch bedeutet dies, daB an einer solchen Stelle nicht nur S, 
sondern auch die partiellen Ableitungen von S nach s bis zur (k— 1)-ten 
verschwinden. Eine k-fache Singularitétenkurve ist durch 


as as a8 
(3.4) ae. se 
analytisch gekennzeichnet. 
Es folgt durch Differentiation 
8S, = G’" (— 2 G ag, + 87 ag9+ 28 a — my), 
(3.5) Ss, = G’" (— 2 G’ agy+ 28 &g+ 2a) (mod S,S,), 


Sess Gq" (- 2 G" Xe + 2 Xe) (mod S,8,, S,); 
Sssss =—2 G"? hey (mod S, S,, 8,5, S55) 


Die doppelten Singularitaétenkurven werden also insbesondere durch das 
gleichzeitige Bestehen der beiden Gleichungen 


GQ" S—G" 8,= G" (@ay— 2 Ga + (2 G@—28 G’) ag + aX) = 0, 
_ S,= G'" (— 2G ag + 28a + 8%a93— a) =0 
angezeigt. 

Anschaulich geometrisch gesprochen bedeutet doch das Auftreten einer 
zweifachen Singularitét, daB nicht nur die Tangente an die Komplex- 
kurve, sondern auch die benachbarte der Kongruenz (w,w’) angehdrt; 
d.h. aber, daB die betrachtete Stelle der Komplexkurve auf einer der Leit- 
geraden liegt und die Schmiegebene an die Komplexkurve in dieser Stelle durch 
die andere Leitgerade geht. Diesen Sachverhalt bestatigt man analytisch: 
Die Komplexkurve (1) des bewegten Systems trifft nach (2.5) eine der Leit- 
geraden dann und nur dann, wenn es A und yu gibt, so daB 


atV4 =4, 
Oy + Ady = M8, 
Oyet+ A aee= uw G’, 
A(a +V A) = w(2 G—8 G@’). 


(3.7) 


Eliminiert man aus der ersten urd letzten Gleichung ~ und aus den beiden 
mittleren A und beniitzt dabei die erste Gleichung, so folgt wegen der Bedeu- 
tung von A nach (2.6) 


A= (2G—8@’, 
be = — 4 a+ 8 Bao + 2 a. 
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Geht man mit diesen Werten von A und y in die beiden mittleren Gleichungen 
(7) ein, so gelangt man genau auf (6). Hine zweifache Singi-laritédtenstelle tritt 
dann und nur dann ein, wenn die erzeugende Komplexkurve an dieser Stelle eine 
der Leitgeraden trifft. Gleichbedeutend damit ist die Bedingung, daB eine der 
Leitgeraden in einer Schmiegebene dieser Stelle der Komplexkurve liegt. 


Eine singulire Stelle zihlt dreifach, falls drei aufeinanderfolgende Tan- 
genten an die Komplexkurve die Leitgeraden dieser Stelle treffen. Hierzu 
miissen aber notwendig die Leitgeraden dieser Stelle zusammenfallen. Ana- 
lytisch beweisen wir diese Aussage, indem wir zeigen, daB 


(3.8) S = 8,= 8,,=0 
die Relation 
(3.9) A = a? + 04) Ggg— %y9%q, = 0 
nach sich zieht. Nach (7) wird naimlich 
2G” Gta, S + (— 2 G" ag + 2 Ogg) S,+ (G’ ag3— 8 &qg— a) S,,= — 2G" A. 


Eine dreifache Singularitétenstelle tritt nur auf Komplezxflichen ein, bei denen 
die Leitgeraden der zugehérigen Schiebung an der betrachteten Stelle zusammen- 
fallen. Ist dies der Fall, so liegt genau dann eine dreifache Singularititenstelle 
vor, falls die Komplexkurve mit den zusammenfallenden Leitgeraden inzidiert. 
Fallen also die beiden Leitgeraden der zugehérigen Schiebung an einer Stelle 
zusammen, so treten hier keine zweifachen Singularitaten auf, die nicht auch 
dreifache waren. 


In Fortsetzung des Verfahrens leuchtet geometrisch die Aussage ein: 
Eine vierfach zihlende Singularitét tritt genau an den Stellen ein, an denen die 
zusammenfallenden Leitgeraden die zugehérende Komplexkurve beriihren. Dies 
bestatigt man analytisch direkt, indem man die Bedingung 


(D, D,) = - w’ 
ausschreibt und yu eliminiert. Die entstehenden Bedingungen sind mit 
S = S,= S,,= S,,,= 0 


aquivalent. Geometrisch kann man sich den ausgesprochenen Satz auch ver- 
anschaulichen, indem man zwei zweifache Singularitatenstellen zusammen- 
riicken laBt. 


Nachdem wir iiber die geometrischen Einzelheiten der Singularitatenkurven 
auf Komplexflaichen in dieser Weise unterrichtet sind, beantworten sich einige 
Fragen, die in der Literatur gelegentlich auftauchen, eigentlich von selbst. 
Man hat sich z. B. fiir die Komplexflachen interessiert, deren Komplexkurven 
Kurven dritter Ordnung sind. Da es unter den Tangenten einer Kurve dritter 
Ordnung genau vier gibt, die eine gegebene Gerade treffen, so besitzt eine 
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solche C;-Fliche unter Beachtung ihrer Vielfachheit genau vier Singulari- gel 
taitenkurven. Inwiefern kann man, ausgehend von den Singularitétenkurven, Sel 
solche Flachen konstruieren ? die 
Markieren wir uns auf der Komplexkurve") des bewegten Systems fiir einen fes' 
bestimmten Wert des Parameters die Punkte, in denen die Komplexkurve sch 
eine singulare Kurve beriihrt. (Die Tangenten an die Komplexkurve in diesen Ko 
Punkten treffen dann die Leitgeraden.) In der Bewegung durchlaufen diese 
Punkte im bewegten System die Komplexkurve. die 
Wir kénnen umgekehrt eine Komplexkurve vorgeben und auf ihr ver- Sin 


schiedene Durchlaufungen markieren, die etwa durch gleiche Werte des Para- 
meters ¢ aufeinander bezogen seien. Kénnen wir dann, so wollen wir fragen, 


eine Komplexflache angeben, deren Komplexkurven mit der vorgegebenen Mt 
Kurve projektiv gleichwertig sind und deren Singularitaétenkurven die vor- ee 
gegebenen Durchlaufungen beschreiben ? = 
Nehmen wir fiir den Augenblick einmal an, es seien vier Durchlaufungen ov 
der Komplexkurve vorgegeben, und verlangen wir, daB hieraus einfache 2h 
Singularitaétenkurven der zu konstruierenden Fliche werden sollen. Zu je . 
vier zusammengehérenden Punkten der Komplexkurve gibt es vier Tangenten oe 
und zu diesen, falls sie nicht auf einer Quadrik liegen, genau zwei transversale om 
Geraden. In Abhangigkeit von ¢ entsteht so ein Regelflichenpaar, das als 1j 
einziges in Frage kommt, das Leitregelflichenpaar der zu konstruierenden aa 
Schiebung zu werden. = 
Als Leitregelflichenpaar des bewegten Systems muB es aber ein spezi- ie 
elles schichtbares Paar derart sein, daB die Bildgeraden des R, alle durch | 
einen festen Punkt gehen. Dies ist aber der Fall. Die Bildpunkte des R, der in 
vier Tangenten an die Komplexkurve in dem Komplex w liegen alle in der dar: 
Polarebene des festen Punktes w und spannen dort eine Ebene der Dimension pto 
drei auf. Der hierzu polare Raum definiert an jeder Stelle das Geradenpaar, 
diese Geraden des R, gehen alle durch mw, wie es sein soll. Geben wir eine Kom- Sys 
plexkurve vor und markieren auf ihr in Abhingigkeit von t vier verschiedene 20g 
Durchlaufungen, so bilden die Transversalen von je vier zusammengehdrenden die 
Tangenten in Abhingigkeit von t ein Komplecregelflichenpaar. Betrachten wir lieg 
dieses als die Leitregelflichen eines bewegten Systems, so entsteht beim Abrollen 
in ein festes System eine Komplexfliche, die die gewiinschten vier Singularititen- : 
kurven triigt. — 
Ein solcher Abrollvorgang vom bewegten System ausgehend, hiangt natiir- linie 
lich immer noch von einer willkiirlichen Funktion ab. Es liegt in der Natur die 
der Sache, daB eine Komplexflache sich durch Vorgabe der singuliaren Stellen oo 
im bewegten System nur bis auf eine willkiirliche Funktion festlegen laBt. - 
ere 
Entsprechend behandelt man auch die Fille, wenn mehrfache Singu- linie 
laritatenkurven vorgegeben sind. Mit der interessanteste Fall ist der zweier zwei- 1 
facher Singularititenkurven. Jetzt hat man auf der gegebenen Komplex- Schi 
kurve zwei verschiedene Durchlaufungen markiert. Verbindet man zusammen- flacl 


10) Es braucht sich nicht um eine Kurve dritter Ordnung zu handeln. 
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gehérende Punkte und bringt zusammengehérende Schmiegebenen zum 
Schnitt, so entsteht ein spezielles schichtbares Regelflichenpaar. Rollen wir 
dieses System als bewegtes lings diesem Komplexregelflichenpaar in ein 
festes ab, so entsteht die gewiinschte Komplexfliche mit den beiden vorge- 
schriebenen Singularitaétenkurven. Insbesondere laéBt sich natiirlich jede 
Komplexflache mit zwei zweifachen Singularitétenkurven so erzeugen. 

Damit ist z. B. auch die Frage gelést, alle Komplexflichen anzugeben, 
die von Kurven dritter Ordnung erzeugt werden und genau zwei doppelte 
Singularitatenkurven tragen. 


Eine dreifache Singularitaétenkurve kann nur entstehen, wenn die Leit- 
regelflachen zusammenfallen. Gibt man auf einer Komplexkurve zwei Durch- 
laufungen vor, von denen die eine dreifach zihlen soll, so findet man die Leit- 
gerade der zu konstruierenden Schiebung, indem man in der Schmiegebene 
des Punktes, der dreifach zihlt, die Gerade durch den Kurvenpunkt aus- 
zeichnet, die getroffen wird von der Tangente an die Komplexkurve in dem 
zugehorigen zweiten Punkt. In Abhangigkeit von t entsteht eine Komplex- 
regelfliche, wie es sein muB. Rollt man sie in ein festes System ab, so ent- 
steht eine Komplexfliche mit einer dreifachen und einer einfachen Singulari- 
titenkurve. Jede Komplexfliche dieses Typus laBt sich so erzeugen. Uber 
die Beziehungen zwischen den Invarianten der Komplexkurve und der ent- 
stehenden dreifach zu zahlenden singuliren Kurve vergleiche man die oben 
zitierte Arbeit"). 


4. Eine Komplexkurve des bewegten Systems einer Schiebung erzeugt 
in der Schiebung eine Komplexfliche. Man gelangt so zu der Parameter- 
darstellung (3.1) der Komplexflachen. Die Parameterkurven sind die Asym- 
ptotenlinien der Flache. 

Wir betrachten zwei verschiedene Komplexkurven von w im bewegten 
System einer Schiebung, die wir uns irgendwie punktweise aufeinander be- 
zogen denken. Es sind dann zwei Méglichkeiten zu unterscheiden, je nachdem 
die Verbindungsgeraden zusammengehérender Punkte in dem Komplex » 
liegen oder nicht. 


Im ersten Fall erzeugen die Verbindungsgeraden eine Komplexregelfliche 
von w. Die beiden Komplexkurven, von denen wir ausgehen, sind Asymptoten- 
linien dieser Regelfliche. Die Schmiegebenen der Komplexkurve sind ja 
die Nullebenen der Punkte im zugehérigen Nullsystem — die Verbindungs- 
geraden liegen aber als Gerade des Komplexes in den Nullebenen. Umgekehrt 
gibt es unter den krummlinigen Asymptotenlinien einer Komplexregelfliche, 
deren Komplex nicht ausgeartet ist, genau zwei verschiedene Asymptoten- 
linien, die dem Komplex der Regelfliche angehéren. 

Wir betrachten also eine Komplexregelfliche des bewegten Systems einer 
Schiebung. In der Schiebung entsteht eine einparametrige Schar von Regel- 
flachen, d. h. eine Geradenkongruenz. Die beiden Komplexkurven erzeugen 


11) Vl. FuBnote *), S. 304; siehe dort Abschn. 4d). 
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zwei Komplexflichen, die die Brennflichen dieser Kongruenz sind. Die 
Komplexkurve ist ja Asymptotenlinie sowohl auf der Regelflaiche des be- 
wegten Systems wie auch auf der Komplexfliche. Die Kongruenzgeraden 
beriihren also die beiden Komplexflaichen. Da die Asymptotenlinien sich auf 
den beiden Brennflachen entsprechen — es sind dies ja die Parameterkurven —, 
so handelt es sich um ein W-Strahlsystem. 

Hat man umgekehrt ein W-Strahlsystem, dessen Brennflichen Komplex- 
flichen der Eigenschaft sind, daB zusammengehérige Komplexkurven dem- 
selben linearen Komplex angehéren, so entsteht dieses W-Strahlsystem durch 
Schiebung aus einer Komplezxregelfliche des bewegten Systems, die dem ausge- 
zeichneten Komplex angehért. Diese W-Strahlsysteme hiingen von sechs 
Funktionen einer Verénderlichen ab. 

Erzeugt man die Komplexregelfliche des bewegten Systems, indem man 
von einer Komplexkurve ausgeht und in jeder Schmiegebene eine Gerade aus- 
zeichnet, so heiBt dies: Man betrachtet eine Komplexfliche und zeichnet lings 
einer der erzeugenden Komplexkurven in jeder der Tangentenebenen eine von 
den Schmiegtangenten verschiedene Gerade aus. Ubertrigt man diese Geraden 
lings der Komplexfliche mittels der zu der Fliiche gehdrenden Schiebung, so 
entsteht ein solches W-Strahlsystem, dessen zweite Brennfliiche ebenfalls Kom- 
plexfliche ist, der Art, daB zusammengehirende Komplexkurven in demselben 
linearen Komplex liegen. 

Wir kommen zum zweiten, allgemeinen Fall: Wir betrachten im bewegten 
System eine Regeifliche, die durch Verbindung der Punkte zweier Komplex- 
kurven von w entsteht — die Verbindungsgeraden sollen dem Komplex w 
uicht angehéren. Zu jeder Geraden gehért auch die konjugierte Gerade im 
Nullsystem von w; es entstehen zwei geradenweise aufeinander bezogene 
Regelflachen im bewegten System. Sie bilden ein Komplexregelflichenpaar, 
die Schichtkurven sind Komplexkurven von w. Betrachten wir nimlich die 
Kurven der einen Regelfliche, deren Tangenten an jeder Stelle die zugehGrige 
Gerade der anderen Regelfliche treffen, so gehéren diese Tangenten, d. h. 
diese Kurven der einen Regelfliche dem Komplex w an. Dann geht aber die 
Schmiegebene jeder dieser Kurven als Nullebene durch die zugehérende 
Gerade der anderen Regelfliche — diese Kurven sind also die Schichtkurven, 
die auf jeder der beiden Regelflichen des Paares existieren. Die Komplex- 
kurven, von denen wir ausgingen, sind selbst zwei solche Schichtkurven. 

Wir betrachten also im bewegten System einer Schiebung ein Paar schicht- 
barer Regelflachen, deren Schichtkurven dem Komplex w angehéren. In 
der Schiebung entstehen zwei einparametrige Systeme von Komplexfliachen 
und zwei Geradenkongruenzen, die geradenweise aufeinander bezogen sind. 
Die beiden Geradenkongruenzen bilden ein schichtbildendes Kongruenzpaar, die 
Schichtflichen sind die Komplexflichen. Zum Beweis dieser Aussage ist zu 
zeigen, daB die Tangentenebene an eine der Schichtflichen in einem Kon- 
gruenzstrahl den zugehérigen Strahl der anderen Kongruenz enthilt. Die 
Schichteigenschaft der Komplexkurven auf den Regelflichen des bewegten 
Systems iibertrigt sich aber sofort in dieser Weise auf die von ihnen 
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erzeugten Flichen, da die Komplexkurven die Asymptotenlinien dieser 
Flachen sind. 

Hat man umgekehrt ein Kongruenzpaar, dessen eine Kongruenz fiir die 
andere schichtbildend ist, und sind zwei der Schichtflichen Komplexflaichen der 
Eigenschaft, dap zusammengehirende Kurven demselben Komplex angehéren, so 
entsteht dieses Kongruenzpaar durch Schiebung aus einem Komplexregelfliichen- 
paar. Auch die zweite Kongruenz ist fiir die erste schichtbildend. Sémtliche 
zweimal co! Schichtflichen sind Komplezflichen, deren zusammengehirende 
Komplexkurven demselben Komplex angehéren. Diese Kongruenzpaare hingen 
von sieben Funktionen einer Verinderlichen ab. 


Wir betrachten je eine beliebige Schichtfliche aus jedem der beiden 
Systeme, d. h. wir betrachten zwei Komplexflachen, die durch Schiebung aus 
je einer der Schichtkurven der beiden Regelflichen des bewegten Systems 
entstehen. Im bewegten System definieren diese beiden Komplexkurven eine 
Komplexregelfliche, wie wir sie eingangs untersucht haben. Zwei Schicht- 
flaichen verschiedener Systeme sind die Brennflichen eines W-Strahlsystems, das 
durch Schiebung aus einer Komplexregelfliche entsteht. Dieser Zusammenhang 
besteht allgemein bei gegenseitig schichtbildenden Kongruenzpaaren. Man 
nennt zwei Schichtflichen verschiedener Systeme deshalb W-T'ransformierte 
erster Stufe, zwei Schichtflichen des gleichen Systems W-Transformierte 
zweiter Stufe voneinander. 

Natiirlich kann man zu jeder Komplexfliche zwei Kongruenzen konstru- 
ieren, die ein in dieser Weise schichtbildendes Paar bilden und die Ausgangs- 
flache als Schichtfliche besitzen. Bei gegebener Komplexfliche gehen dabei 
noch zwei willkiirliche Funktionen ein. Man gibt hierzu etwa lings einer der 
erzeugenden Komplexkurven durch jeden Punkt eine nicht in der Tangenten- 
ebene liegende Gerade vor. Damit ist auch jeweils die im Nullsystem des zu- 
gehérigen Komplexes konjugierte Gerade gegeben. Das Kongruenzpaar ent- 
steht, indem man die zur Komplexfliche gehérende Schiebung anwendet. 
Oder — indem man zwei Schichtflichen desselben Systems als asymptotisch 
Transformierte zweiter Stufe auffaBt — man konstruiert zur gegebenen 
Komplexflache zunachst ein tangierendes W-Strahlsystem wie oben beschrieben 
und fihrt dieselbe Konstruktion nochmals fiir die zweite Brennfliche dieses 
W-Strahlsystems, die ja auch Komplexfliche ist, durch. Auch so kommt 
man zu der betrachteten Figur. 


Wir fassen zusammen: Durch Schiebung entsteht aus einer Komplex- 
kurve eine Komplexfliche, aus einer Komplexregelfliche ein W-Strahl- 
system mit Komplexflichen als Brennflichen, aus einem Komplexregel- 
flachenpaar ein schichtbildendes Kongruenzpaar mit Komplexflichen als 
Schichtflaichen. 

Nun zeigte uns aber der Abschnitt 2, daB die Leitregelflichen im bewegten 
System entweder I. ein Komplexregelflichenpaar oder II. eine Komplex- 
regelfliche oder III. die Tangenten einer Komplexkurve bilden. Es folgt: 
Mit einer Schiebung invariant verbunden ist entweder I. ein schichtbildendes 
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Kongruenzpaar mit Komplezflichen als Schichtflichen oder II. ein W-Strahl- 
system mit Komplezflichen als Brennflichen oder III. eine Komplexfliche. 
Aus Abschnitt 3 folgt dabei genauer: Zu I.: Jede der Schichtflichen tragt eine 
zweifache Singularitiétenkurve. Verbindet man zusammengehérende Punkte 
dieser Singularitiitenkurven der verschiedenen Flichen, so entsteht das schicht- 
bare Regelfliichenpaar der Leitregelfliichen des festen Systems. Zu I1.: Jede der 
Komplezflichen triigt eine dreifache Singularitétenkurve. Die Verbindungs- 
geraden zusammengehirender Punkte dieser Singularitiétenkurven erzeugen die 
(einzige) Leitregelfliche des festen Systems, auf der zwei Asymptotenlinien aus- 
gezeichnet sind. Zu III.: Die Komplezxfliche triigt eine vierfache Singularititen- 
kurve. Sie erzeugt eine Raumkurve des festen Systems, die mit der Schiebung 
invariant verkniipft ist und diese kennzeichnet. 

Diese Aussagen interpretieren eine Schiebung als einen Abrollvorgang 
eines bewegten Systems in ein festes von neuem geometrisch. Uber die ana- 
lytischen Zusammenhiinge vergleiche man Abschnitt 2 und die oben zitierte 
Arbeit ?*). 

12) Vgl. FuBnoten *),*), S. 304. 


(Eingegangen am 26. November 1954.) 
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Positive Transformationen 
in lokalkonvexen halbgeordneten Vektorriumen. 
Von 
Hevmvt Scuaerer in Leipzig. 


1. Einleitung. 

1.1. Perron [13] bewies 1907, daB jede n-reihige nichtsingulare Matrix 
A = (a,) mit a, > 0 einen positiven Eigenwert A, besitzt, der einfach und 
der absolut gréBte ist; zu A, gibt es einen Eigenvektor z, = (z,) mit z,> 0. 
Dieses Resultat wurde von Jenrzscu [7] mittels der Fredholmschen Theorie 
auf lineare Integralgleichungen mit positivem Kern verallgemeinert; fiir den 
Fat einer vollstetigen (linearen) Transformation im Raum stetiger Funktionen 
iiber einem (endlichen) Intervall I gab Horr [6] einen anderen Beweis. 
MORGENSTERN [11] bewies eine ahnliche Aussage fiir vollstetige, nicht not- 
wendig lineare positive Transformationen im Raum summierbarer Funk- 
tionen (Z,). 

Es entsteht die Frage, ob nicht ein analoges Resultat besteht, wenn man 
einen allgemeinen topologischen Vektorraum, in dem eine Halbordnung ge- 
geben ist, zugrunde legt. Diese Frage ist im linearen Fall — z. T. mit erheb- 
lichen Einschrankungen — fiir Banachriume von Krerw und Rutan [8] 
beantwortet worden. 

In der vorliegenden Arbeit gelingt es nun, das Problem fiir lokalkonvexe, 
halbgeordnete Vektorriume zu lésen, und zwar im linearen wie im nicht- 
linearen Falle. Jede (streng) positive, vollstetige Transformation (im Sinne 
von Leray [9]) besitzt einen positiven ,,Eigenwert“ A), mit ,,positivem“ 
Eigenelement 2,: 

Agto= T (x9). 
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB die Voraussetzung der strengen Posi- 
tivitaét (vgl. 1.2.) und Vollstetigkeit (p-Vollstetigkeit, vgl. 2.3.) nicht entbehr- 
lich ist’); ebenso laBt sich die Aussage iiber die Einfachheit bzw. den Betrag 
von A, nicht aufrechterhalten, wenn man beliebige (nichttriviale) Halb- 
ordnungen zuliBt bzw. wenn der zugrunde gelegte Raum £ nicht lineare Hiille 
des Kegels C der in E positiven Elemente ist. — Der Beweis wird in § 3 fiir 
den allgemeinen Fall mit Hilfe der Fixpunktmethode gegeben. § 2 erledigt 
den linearen Fall unabhingig davon; dabei zeigt sich, daB hier der fragliche 


Zz 
1) Die Transformationen 7'x = (0, ,, 22,...) bzw. Tf = {imae (0S 251) des 


HicsBertschen Folgen- bzw. Funktionenraumes in sich sind Beispiele einer streng positiven, 
nicht vollstetigen bzw. einer vollstetigen, nicht streng positiven Abbildung, die keinen 
Punkteigenwert besitzt. (Halbordnung: z => @ wenn z, = 0 (n = 1, 2,...) bzw. wenn 
f(z) 20(0S251)). 

Math. Ann. 129. 22 
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Eigenwert A, zugleich untere Grenze der A(> 0) ist, fiir welche die Trans- 
formation eine positive Resolvente besitzt. Aus den AtTmanschen Resul- 
taten [1] folgert man leicht, daB ein entsprechender Satz fiir die adjungierte 
Transformation im dualen Raum gilt. SchlieBlich wird (Def. 2.1.) eine De- 
finition der Beschranktheit fiir (lineare) Transformationen in lokalkonvexen 
Raumen gegeben, die sich als niitzliche Verallgemeinerung der in Banach- 
raumen geliufigen erweist; eine genauere Untersuchung soll einer spiteren 
Arbeit vorbehalten bleiben. 

1.2. Wir erinnern an einige Begriffe. Eine Menge £ heiBt lineares System, 
wenn £ eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe iiber einem Integritats- 
bereich R ist; wir setzen im folgenden R als den Kérper der reellen Zahlen 
mit der iiblichen (nicht diskreten) Topologie voraus. E hei®t linearer topo- 
logischer Raum (Il. t. R.), wenn EZ eine topologische Struktur besitzt, die mit 
der linearen durch die Axiome 
(ET;) (x,y) > 2 + y ist stetige Abbildung von E x Z in E 
(ET) (A, x) + Ax ist stetige Abbildung von R x E in E 


verkniipft ist. 

Ein |. t. R. E heiBt lokalkonvex?), wenn das Element 6*) ein Fundamental- 
system U = {U} konvexer Umgebungen besitzt; diese kénnen wir als sym- 
metrisch und abgeschlossen voraussetzen. Jeder solchen Umgebung entspricht 
eine Halbnorm p,(x) (a € A) derart, daB 


(1.1) P(A x) — |A| P(X), P(x + y) = P(X) + P.(y) 
und daB8 fiir ein « > 0 p,(x) Se mit x¢ U gleichwertig ist*); man sagt, die 
betrachtete Topologie werde durch die Familie J’ = {p,},-,4 von Halbnormen 
erzeugt. Umgekehrt entspricht jedem (1.1) geniigenden Funktional p(x) eine 
symmetrische, konvexe, abgeschlossene Umgebung eines Elementes 2,)¢ £ 
(indem p(x — 29) < 1 genau in U (x 9)), jeder Familie J’ von solchen eine (lokal- 
konvexe) Topologie auf Z. Damit eine lokalkonvexe Topologie auf E sepa- 
riert®) sei, ist notwendig und hinreichend, da® fiir jedes 77+ 0 ein ap€ A 
existiere mit p, (29) + 0. SchlieBlich heiBt E vollstandig, wenn jeder Cauchy- 
filter*) konvergiert (in £). 

Es sei nun in dem 1.t.R. Z eine Ordnungsrelation’) (Halbordnung) gegeben, 
die mit der linearen Struktur vertriglich, d. h. durch die Axiome 


(EO,) A>0, «> 6 bedingen A x > 0 

(EO;,;) x>y bedingt x+2>y+2 fiir jedesz¢ ZF 
verbunden ist; Topologie und Halbordnung seien durch die Forderung 
(TO) C = {x¢€ E | x = 9} ist abgeschlossen in E 


*) Man vgl. fiir das Folgende [2], Chap. I, II; [3], Chap. II und die grundlegenden 
Arbeiten von Dieuponné [5], Mackey [10]. 

3) @ bezeichnet das Nullelement in Z, 0 die Zahl Null, O die Nullabbildung. 

‘) Wir sagen p, sei eine ,,zu U gehérige“* Halbnorm. 

5) Das heiBt, es gilt das (HausporrFrFsche) Trennungsaxiom in E£. 

*) Vgl. [2], Chap. II, p. 147. 
7) Vgl. [3], Chap. II, p. 48. 
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verknipft*). Offenbar induziert die gegebene Halbordnung in E eine solche 
im (linearen) System aller Endomorphismen {7'} von Z; wir nennen 7’ posi- 
tiv, geschrieben 7 >O, wenn TC CC (d.h. Tx 26 fiir x = 6), streng posi- 
tiv, wenn 7'> Oist und 6 ¢ 7(M) gilt®) fir 0¢ UW, MCC. 

2. p-vollstetige lineare Transformationen. 

2.1. H bezeichne einen lokalkonvexen, separierten. und vollstindigen 
1t.R., U = {U} ein vollstaindiges U-System der Null (Nr. 1.2.). Wir schreiben 
kurz |x|,= p,(2z) fiir die zu « € A gehérige Halbnorm. 

Def. 2.1. Eine lineare Transformation T von E in sich heife beschrinkt, 
wenn es eine Umgebung U (0) gibt, deren Bild T(U) beschriinkt™) ist. 

Sei jetzt 7 beschrinkt; wenn U (6) eine 6-Umgebung mit beschrinktem 
T(U) ist, so gibt es Indices «,(i = 1,...,), so daB (U,eU) V=NU,cU, 

i=1 


|x| = p(x) = sup |z|,, eine zu V gehérige Halbnorm und 7(V) beschriinkt ist. 
Daher gibt es Konstanten C,(a€ A), so daB 

(2.1) |T z|, = C, |x| (a € A) 
fir alle x¢ HZ. Fiir |x| +0 ist dies klar, da nach Voraussetzung die Menge 
Ti )beschrinkt ist; fiir |x|] = 0 aber, d.h. fiir Elemente des Nullraumes 
von V, ist T(A x)= AT x beschrinkt bei beliebigem A, daher 7x = 6 und 
|T'x|,=0(a¢€A). Insbesondere haben wir |7'2z| = sup |7'x|,, = |z| sup C,. 
mit C = sup C,, also 

(2.2) |T2| =C |2}. 


Die kleinste Konstante dieser Art, C = |7|, heiBe V-Schranke von 7. Aus 
(2.1) folgt, daB T' x6 fiir |x|+0; hierauf stiitzen sich die folgenden Betrach- 
tungen wesentlich. 

2.2. Wir betrachten die Transformationen 7',= (A 7 —T7) und bezeichnen 
als Resolventenmenge Py die Menge aller (reellen) 44), fiir welche eine stetige 
lineare Transformation R(A, 7’) existiert, die den Relationen 


(2.3) (AI— T) R(A,T) = R(A,T) (AI—T) =1 


geniigt. Die Komplementirmenge von Py bezeichnen wir als (reelles) Spek- 
trum von 7’. 

Wenn V, den Nullraum von V, d.h. die Menge aller x¢ EZ mit |z| = 0 
bezeichnet, so ist der Quotientenraum Z#/V, ein normierter Raum B. Jedes 





8) Vgl. [4], Chap. II, p. 26 sowie fiir lineare Systeme mit Halbordnung Nakano [12], 
wo auBer (EO;), (EOx1) noch die Existenz einer ,,oberen Schranke“ z fiir jedes Paar z, y 
von Elementen aus E gefordert wird. 

*) Das heiBt, auf jeder Menge M positiver Elemente aus £, fiir die 9 4uBerer Punkt ist, 
soll 7 der Null nicht beliebig nahe kommen, vgl. FuBnote 1). 

10) 4 CE heiBt beschrankt, wenn es zu jeder U(@) ein A > 0 gibt, so daB ACAU. 
Fiir das Folgende vgl. man ALTMAN [1]. 

11) Die Ausdriicke Resolventenmenge, Spektrum beziehen sich im folgenden nur auf 
reelle A. 


22° 
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r¢€ B ist die Klasse r = {x € E| |x — xo| = 0} fiir ein gewisses 2,¢ Z. Wir 
setzen |/r|| = |x | und haben |z| = ||r/| fiir jedes x € r; 2,~ 2, bedeute, daB 
2, X, derselben Klasse r angehéren. x ¢ x, y€» bedingen x + y€r+y. Wir 
kénnen nun jedem beschrankten 7’ (Def. 2.1.) eine in B beschrinkte lineare 
Transformation &(y = & x wenn zx € xr, y€Y und y = 7'z) zuordnen, da wegen 
(2.1) T2,=T 2, fiir x,~ x, und nach (2.2) 


(2.4) IS x] SC |[zI| (\|S|| = |7') 


ist. Es sei nun A + 0 und A€ Pz, d.h. 4 ein Punkt der Resolventenmenge") 
von &. Dann existiert eine in B beschrankte Resolvente R(A,Z) von TF, und 
zu gegebenem » € B gibt es r = R,y"*), d. h. es ist T,2 =(A] —T) x = y fiir 
ein (iibrigens eindeutig bestimmtes) x ¢ Z. Diese Abbildung y— <x ist linear 
und stetig; wir bezeichnen sie mit R(A,7'). Nebenbei ergibt sich 


(2.5) |R(A, T)| = |[R(A,)||. 


Wir beweisen zwei Hilfssitze, die nachfolgend benétigt werden. 

Hilfssatz 2.1. Das Spektrum jeder beschrinkten Transformation T ist ab- 
geschlossen und im Intervall |j| < |T'| enthalten; fiir |A| > |T| wird R(A,T) durch 
die Neumannsche Reihe 


(2.6) R(T) = S41 
v=0 


dargestellt. 

Beweis. Es sei A,¢ Ps und A,+0. Dann ist nach bekannten Sitzen fiir 
eine Umgebung |A— A,| <e R(A,&) vorhanden und beschrinkt; aus den 
obigen Betrachtungen folgt, daB entsprechendes™) fiir R(A,=) gilt. Daher 
ist PC Py, mit Ausnahme héchstens von A = 0; umgekehrt beweist man 
leicht PC Pg. Die Spektren von 7 und €& stimmen also iiberein mit még- 
licher Ausnahme des Punktes 4 = 0, der nicht notwendig zu P, gehért, wenn 
dies fiir P; zutrifft. Die Konvergenz der Neumannschen Reihe fiir {A| > {7| 
folgt in naheliegender Bezeichnungsweise wegen (2.1), (2.2) aus 


|p—1 
(Bas y—Ry) le SSE) DA t 9 Perey < C, (lal — [TY [P| [yl/lan, 
i97=@ 
da £ vollstandig ist. Man zeigt leicht, daB die Reihe R(A, 7) darstellt. 
Hilfssatz 2.2. Es sei T =O eine beschriinkte Transformation des halb- 
geordneten (lokalkonvexen, vollstiindigen) 1.t.R. E in sich. Dann ist die Menge 
PC Pr aller (reellen) 2 > 0, fiir welche R(A,T) = O, nach links offen. 
Beweis. Wegen der Abgeschlossenheit von C = {x ¢ E | x 2 9} (Nr. 1.2.) 
in E ist P% nicht leer, wie man aus der Reihe (2.6) erkennt. Sei jetzt A,¢ Pp*. 


12) Sei B* vollstandige Hiille von B und r*¢ B*. Dann existieren t,¢€ B, tp, —> r*. 
Wenn 2p € Ip, 80 gilt |2,— 2»| > 0; daher ist wegen (2.1) z= 7' x» Cauchyfolge in Z und 
Zn>2, also F fp+>T°x* = 4€ B (z€ 4, £° Erweiterung von & auf B*, R} Erweiterung von NR, 
auf B*). Wenn nun n€ B und r* = &, », so gilt A r* = F°r* + y< B, daher r*¢ B. M. a. 
W.: Falls 0 + 4€ Pg, so bildet £, den (nicht notwendig vollstandigen) Raum B auf 
sich ab. 

13) Das heiBt R(A, 7’) ist stetig und V-beschrankt, im allgemeinen aber nicht beschrankt 
im Sinne der Def. 2.1. 
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Wir haben zu zeigen: Aus R(Ay, 7’) = O folgt R(A, 7) = O fiir eine linke Um- 
gebung 0 < A,y— 4 <e von Ay. Fiir solche A haben wir (s. 0.) in B 


R (A, £) =N (Ay, ) +5 y* (Ag— A)” [R (Ag, =) 
Es sei y > 9 und y€ ». Wir setzen 3,, = R(Ay,F) {7 + ¥ (Ag — A)” (Rae 2)1| ». 


Fiir A <A, haben wir z,29; z,= Ry | + 3 (iy ay [R (Ao, T')]’” | ven € Bn: 


Nun ist offenbar 3,>R(A,f)p, also ay hk — R(A,T) y|+0. Es ist aber 
nach Definition von R(A,7') = R, 


AR, y=y+7TR,y=y+ Tz,+T (Riy—z,). 


Da der letzte Term nach 6 konvergiert, fiir geniigend kleines ¢e > 0 4 > 0 ist 
und lim Tz, = 6 gilt, folgt hieraus R,= O fiir 0 < Ap—A <e. 


2.3. Wir bezeichnen eine stetige (nicht notwendig lineare) Transformation 7 
des lokalkonvexen |.t.R. Z in sich als vollstetig, wenn es eine (abgeschlossene) 
Umgebung U (6) gibt, deren Bild 7(U) kompakt") ist. 7 =O heiBe p-voll- 
stetig, wenn fiir eine U(@) das T-Bild von C7\U kompakt ist. Es ist klar, 
daB jede lineare kompakte Transformation im Sinne der Def. 2.1. beschrinkt 
ist. Auf Grund der obigen Hilfssiitze beweisen wir den 

Satz 2.1. Hs sei E ein halbgeordneter 1.t.R., der lokalkonvex, separiert und 
vollstiindig ist, und es sei C + {0}"5). Jede streng positive, vollstetige lineare 
Transformation von E in sich besitzt einen Punkteigenwert A, > 0 mit positivem 
Eigenelement x, > 9, 

(2.7) Ag%yo= T Zo. 


Beweis. Wir setzen A,= inf A und zeigen zuniichst: A,>0. Nach Hilfs- 


Pp 
satz 2.2. kann A, nicht regular sein (d. h. zu Py gehéren); hieraus folgt, daB 
R(A,T) fiir fallende A A, nicht V-beschrankt bleiben kann. Nun ist aber die 
abgeschlossene lineare Hiille von C, £,= {C—C} ein Teilraum von £, der 
wegen T{C— C} c T{C—C} = (TC— TC} c (C—C} (Stetigkeit von 7) in 
sich transformiert wird, und C — C ist dicht in Z,; folglich gibt es Elemente 
y € O'*), d.h. y > 6, fiir welche |R(A,, 7) y| ++ oo fiir fallendes A,->A». Sei 
t,= R(A,,T) y > 0, also A, x,—Tz,=y; mit z,/|z,| = 2%, y/|z,| = z, haben 
wir z,—>0. Wire nun A,= 0, so wire M = {x¥},,~, eine Teilmenge von C mit 
6 ¢ UM, aber offensichtlich 6 €7(M), im Widerspruch zur Voraussetzung, daB 
T streng positiv ist. 

Es ist also A,> 0, und fiir die Folge {x*} gilt Tz¥ = 1,,2% —z,. Infolge 
der Vollstetigkeit von 7’ gibt es eine Indexfolge {n’}, so daB T x% = 1, 2% — zy 


4) A CE heiBt kompakt, wenn jede (offene) Uberdeckung von A eine endliche Uber- 
deckung enthalt (4 bikompakt). Vgl. Leray [9]. 

18) Der Fall C = {6} ist trivial; in diesem Fall ist jede lineare Transformation stveng 
positiv, Elemente xz > @ existieren nicht. 
16) Denn eine auf C V-beschrankte Transformation ist offenbar auf C—C V -beschrankt. 
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konvergiert; wegen A, A4,> 0 und z,— 6 konvergiert {x%} selbst; offenbar 
geniigt der lim 2%, = xy (2.7.); es ist z%-> 0, |z%| = 1; folglich |2,| = 1 und 


na @ 


X_ > 6, w.z.b.w. 
3. Allgemeine p-vollstetige Transformationen. 

3.1. Wir betrachten jetzt p-vollstetige Transformationen, die nicht not- 
wendig linear sind!”); fiir diese gilt Satz 2.1. ebenfalls. Zum Beweis benétigen 
wir folgenden 

Hilfssatz 3.1. Ist E ein lokalkonvexer, halbgeordneter 1.t.R., so gibt es eine 
Halbnorm p(x), so dag p(x + y) 2 sup{p(z), p(y)} fir x26, y2 8. 

Beweis. Wir benutzen eine Folgerung aus dem Theorem von Haun- 
Banacu!*): Ist Z ein topologischer Vektorraum, A C E bzw. BC E eine nicht- 
leere, offene und konvexe (bzw. nichtleere konvexe, zu A fremde) Menge, so 
gibt es eine abgeschlossene Hyperebene H : f(x) = c, welche A und B trennt. 

Sei jetzt B = C = {x| x = 6}, C ist nichtleer, abgeschlossen und konvex. 
Offenbar ist C + H1*); daher gibt es in EH —C einen Punkt y derart, daB fiir 
eine (offene) konvexe Umgebung U(y) gilt U(y)CH—C. Setzen wir A 
= UAU(y), so sind die Voraussetzungen des vorstehenden Satzes erfiillt. 

a>0 
Offenbar enthilt die Hyperebene H das Element 6; d.h. H = {x | f(x) = 0} 
fiir ein stetiges f+ 0. Daraus folgt, daB f in C das Zeichen nicht wechselt. 
Ersichtlich kann in C f(x) => 0 angenommen werden. 

Nun ist p(x) = |f(x)| eine Halbnorm in £, {x | p(x) < 1} eine Umgebung 
von 9. Fir x = 0, y => 6 folgt wegen f = 0 in C 


(3.1) p(x + y)= f(x + y) = f(x) + fly) = p(x) + ply) = {sup p(z), p(y)}, 


w.z.b.w. Ferner gibt es ein z ¢ C, fiir welches p(z) > 0 [bei der Konstruktion 
von H (s.o.) braucht fir y¢ H—C nur ein y = —z verwendet zu werden, 
z > 0; letzteres ist méglich, wenn C + {6}]. 

3.2. Satz 3.1. Hs sei E ein lokalkonvexer, separierter und vollstindiger 
Lt.R. In E sei eine Halbordnung definiert mit C = {x ¢ E | x = 0} + {0}. Dann 
gibt es zu jeder streng positiven, p-vollstetigen Transformation T von E in sich 
ein > 0 und A, > 0, 80 dap Aqx%= T (xp). 

Beweis. Es sei U,(@) eine abgeschlossene, symmetrische und konvexe Um- 
gebung von @ mit kompaktem 7'(U,); 2 ¢ U, sei gleichwertig mit p,(x) < 1. 
Weiter bezeichne p,(x) eine Halbnorm, die die in Hilfssatz 3.1. geforderte 
Eigenschaft besitzt; fiir z,> 6 sei p,(z,) > 0. Die p(x) = sup{p,(x), p2(x)} 
(vermége p(x) <1) entsprechende Umgebung U(@) besitzt ein kompaktes 
Bild 7(U); dasselbe gilt fiir die Menge K = Ur\C, und es ist T(K)CC. 
Offenbar ist die Transformation 


(3.2) T(x) = T(x) + |l— p(T (z))| 4 


17) Fiir spezielle Fille solcher Transformationen, insbesondere nichtlineare Integral- 


gleichungen, vgl. [15] und die dort angegebene Literatur. 
18) Vgl. [3], p. 71. 
1%) Falls E + {6}. 
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ebenfalls p-vollstetig; wegen (3.1) und p(z,) => p.(z,) > 0 ist inf p(T, (2x)) > 0. 
2éK 


Daher ist 

S,(x) = p(T, (z)) T;(x) 
p-volistetig mit S,(K)CK (denn S,(x)>6 und p(S,(x)) = 1 fiir 2 € K). 
K ist konvex und abgeschlossen; daher existiert als Folge des Fixpunktsatzes 
von TYCHONOFF®®) ein 2,= S,(x,) € K; mit A,= p(7,(z,)) > 0 gilt nach (3.2) 


A, x, = T(x.) + |L— p(T (x))| x. 
Falls p(7'(x,)) = 1, so ist die Behauptung bewiesen; dies wird im allgemeinen 
nicht der Fall sein. Sei z,= ~ a(n =1,2,...). Fir 7, (xz) = T(z) + 
+ |l— p(T (x))| z, ergibt die bisherige SchluBweise 
(3.3) An%,= T(z,) + |L— p(T (z,))| zn; A, > 0, p(z,) = 1. (n = 1,2,...) 


{A,} ist wegen A, = p(7’,(2,)) beschrinkt, kann also als konvergent ange- 
nommen werden: /,,->+A,= 0. Jedoch wiirde A, = 0 einen Widerspruch ergeben, 
da 7 streng positiv vorausgesetzt ist. Daher gilt A, > 0; wie im linearen Fall 
(Nr. 2.3.) schlieBt man aus (3.3) und der Kompaktheit von 7 (z,) auf die 
Existenz von x) > 0 mit Ay2%= T(x»), w.z.b.w. 
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setzungen wurde vom Verf. in [14] gezeigt. 
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Harmonische Abbildungen 
und die Differentialgleichung rt-—s* =1'). 


Von 


KonraAb JORGENS in Gottingen. 


Einleitung. 


Harmonische Abbildungen sind Transformationen der Form zx = x(u,v), 
y = y(u,v), worin z(u,v) und y(u,v) barmonische Funktionen sind, d. h. zwei- 
mal stetig differenzierbare Lésungen der Differentialgleichung Ay = ¢,,,,+ 
~ @,,= 0. Unter den harmonischen Abbildungen sind die konformen dadurch 
ausgezeichnet, daB y(u,v) die zu x(u,v) (oder zu — x(u,v)) konjugierte har- 
monische Funktion ist. 

Einige wohlbekannte Eigenschaften der konformen Abbildungen kommen 
auch der allgemeineren Klasse der harmonischen Abbildungen zu. Zum Bei- 
spiel gilt der von H. Lewy [5] bewiesene Satz: ,,Das Gebiet A der uv-Ebene 
werde durch x = x(u,v), y= y(u,v) eineindeutig und harmonisch abgebildet. 
Dann gilt x,y, — x, y,,+ 0 in jedem inneren Punkt von A.‘ Aus dem Satz von 
H. Lewy folgt, daB auch die inverse Abbildung analytisch ist. Anders als 
bei den konformen Abbildungen ist jedoch die Inverse einer harmonischen 
Abbildung im allgemeinen nicht harmonisch. 

Auch die Tatsache, daB die Einheitskreisscheibe u?+ v?< 1 nicht ein- 
eindeutig auf die ganze Ebene abgebildet werden kann — bei den konformen 
Abbildungen bekanntlich eine Folge des Satzes von LiouviLLE — bleibt fiir 
die harmonischen Abbildungen richtig. Dies ist die wesentliche Aussage eines 
Satzes, der im Spezialfall 2 =u von T. Rapé [7], im allgemeinen Fall von 
L. Bers?) bewiesen wurde. L. Bers iibertrug diesen Satz auch auf zweifach 
zusammenhangende Gebiete, indem er zeigte, daB ein Kreisring 1 < u?+ v?< 
< j*< co nicht eineindeutig und harmonisch auf ein Gebiet der xy-Ebene 
abgebildet werden kann, welches das AuBere eines Kreises enthalt*). Eine 
quantitative Verscharfung des Satzes von Rap6-BeErs folgerte H. Horr aus 
einem Satz von E. Hetnz ({2], Satz 1) durch Kombination mit dem Schwarz- 
schen Lemma‘): ,,Durch die harmonischen Funktionen x(u,v), y(u,v) werde 
die offene Kreisscheibe u? + v?< 1 eineindeutig abgebildet, wnd dabei gehe der 
Mittelpunkt in den Punkt x = y = 0 iiber; das Bild enthalte die abgeschlossene 
Kreisscheibe x? + y? < R®. Dann ist R*< 3(22 + 22 + y2 + y2)y—v-o-“ 

1) Diese Arbeit wurde von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat der 
Universitat Géttingen als Dissertation angenommen. 

2) L. Bers [1], Lemma 3.3. 

3) [1], Lemma 3.6. 

*) Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn H. Horr (vgl. [3], 8. 134). 
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Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit wird eine entsprechende quantitative 
Aussage fiir zweifach zusammenhiingende Gebiete hergeleitet (Satz 1), und 
damit der Satz von L. Bers ({1], Lemma 3.6) neu bewiesen (Satz 2). Sodann 
werden einige spezielle Abbildungen untersucht. Als Anwendung der Satze 
iiber harmonische Abbildungen werden im zweiten Teil die isolierten Singu- 
laritaten eindeutiger Lésungen z= z(x,y) der nichtlinearen elliptischen 
Differentialgleichung rt—s*= 1 untersucht5). Die Lésungen dieser Diffe- 
rentialgleichung gestatten naimlich eine Parameterdarstellung z + iq = F,(w), 
y—tp = F,(w) durch zwei in einem Gebiet der w-Ebene regulir analytische 
Funktionen. Hierdurch ist der Zusammenhang mit den harmonischen Ab- 
bildungen unmittelbar gegeben. Die Ergebnisse sind: 1. Eine in 0 < (x — 2)? + 
+ (y— Yo)*< R® zweimal stetig differenzierbare Lésung kann an der Stelle 
(%9,Y%) so erklirt werden, daB sie dort stetig wird; die ersten Ableitungen 
bleiben bei Annaherung an diese Stelle beschrinkt. Existiert iiberdies einer 


der Grenzwerte lim p(zx,y) bzw. lim 4q(z,y), so sind die ersten und 
(2,Y) —> (2o,Wo) (2,Y)—>(25.Yo) 
zweiten Ableitungen an der Stelle (2, y,) stetig (Satz 4). 2. Eine auBerhalb eines 


Kreises zweimal stetig differenzierbare Lésung verhalt sich fiir groBe Werte 
von x? + y* im wesentlichen wie ein Polynom zweiten Grades (Satz 5). 3. Eine 
in 0< 2? + y®< co zweimal stetig differenzierbare Lésung ist entweder ein 
Polynom zweiten Grades oder kann durch eine lineare Substitution auf die 
Form 

yx +y¥ 


z(x,y) = f yl +eda 
6 
gebracht werden (Satz 6)®). 


§ 1. Harmonische Abbildungen zweifach zusammenhiingender Gebiete. 


Im folgenden werden harmonische Abbildungen stets in der Form 
a= Re F,(w) al 
~ (w = u + iv) 
y = Re F,(w) 
mit zwei regular analytischen Funktionen F,(w), F,(w) geschrieben. Nimmt 
man an, daB H ein zweifach zusammenhingendes Gebiet 4 der w-Ebene ein- 
deutig und harmonisch abbildet, so sind die Ableitungen F\(w), F3(w) der 
Funktionen F,, F, in A eindeutig und regular analytisch, wahrend die Funk- 
tionen selber unendlich vieldeutig sein kénnen derart, daB ihre Zweige sich 
um ganzzahlige Vielfache einer rein imaginéren Zahl unterscheiden. Dies soll 
in § 1 durchweg zugelassen werden. 
Hilfssatz 1. 
Der Kreisring 1 < \f| < u der £-Ebene werde durch 


‘ {x = Re G,(¢) 
ly = Re G,(¢) 


5) Es werden mit p, q; r, 8, t die ersten und zweiten Ableitungen einer Funktion 
z = z(x, y) bezeichnet. 
*) Auf diese Tatsache hat Herr P. Funk aufmerksam gemacht. 
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eindeutig und harmonisch abgebildet. Setzt man [ = oe? und Re G,(o e*®) + 
+ i Re G,(o e**) = Z(0,0), so gilt die in jedem abgeschlossenen Teilgebiet des 
Kreisringes gleichmaBig konvergente Entwicklung 


+c 
Z(o,8) = alogo + X {a, cosnd + b, sinn 3} 0” 
mit 


2nmia= § dG,(0)+i § dG,(C), 
cl =n cj =n" 


is 


22na,=Im SOO) 5 5 Im > 4G,(6) 
s 


¢* 
=n fC =n 
2nnb, = Re h oe +i Re a ; 
\e| =a" o| =p’ 
nm=+1,42,...;1<p’< uy. 


Die Existenz und die Konvergenzeigenschaften einer solchen Entwicklung 
sind bekannt ’) ; die Formeln fiir die Koeffizienten gewinnt man aus denen fiir die 
Koeffizienten der Laurentschen Reihen der Funktionen @G{(¢), @3(¢). 

Fir das Folgende wird eine Ungleichung gebraucht, die in etwas anderer 
Gestalt in einem Satz von E. Hetrnz enthalten ist §). 

Lemma von E. Heinz. 

Es sei w() eine in 0 < 8 S 22% monotone und stetige Funktion mit w(2 2) 
= w(0)i2 2. Fiir die Fourierkoeffizienten 


22 


1 : 
6 
22 
= : [ eo cosa 
i 4 
22 
d,= J [ sind dd 
a 


6 
gilt dann die Ungleichung 
2 lool? + lel? + dl? > 4. 


Beweis. 
Fir n = 1,2,... gilt 
¢,= = / e§@) cosnd dd = ~ssf ef? sinn Od w(#) 
« Fd ¢ ri 
22 4 2a 
d,= 1 | e@® sinn 9 dd = 4 | e cosn 9 da(9), 
n nn 
6 


1) Vgl. z. B. J. E. Lirrtewoop [6], 8. 86. 
8) E. Hetnz [2], Satz 1. 














?n*(\c,|* + |d,|*) 
22 22 
=f f {sinn@ sinn o + cosn @ cosn a} ef (@() -@)) d w(8) d w(c) 
d 6 


2x 22 

= [ { cosn(d@ —o) cos[w(#) — w(a)} d w(8) d w(c) 
66 
22 22 

=f id o(o)| f \dy sin [w(8) — w(o))) 
22 2a 

= f{ |\dw(o)| f \dsint| = 82. 
0 6 

Aus der Parsevalschen Gleichung 


2x 
2 leol? + S (leit + Idgl*) - — [ [eto dd = 2 
1 ol 


folgt damit 
&-<3 1 
2 |col® + leq l* + ||? = 2—— ~ a 
Satz 1. 
Es sei 
_ {v= Re F,(w) 
y = Re F,(w) 


eine eineindeutige harmonische Abbildung des Kreisringes A: 1 < |w| < A auf 
ein Gebiet D der xy-Ebene, welches den Kreisring R? < x* + y*< R2 enthiilt 
derart, dab mindestens ein Randpunkt von D der Kreisscheibe x* + y*< R? an- 
gehért. Sei I’, diejenige geschlossene Kurve in A, welche durch die Abbildung H 
in den Kreis x* + y* = Rj iibergefiihrt wird. Dann gilt die Ungleichung 

}; RE < RZ + J*(1 + log*d + A?) 
mit 


T= ge P {ld Fy(w)| + [dF (wo). 
i’, 


Beweis. 

Der Kreisring R} < z?+ y®< R3 wird durch H— in ein Gebiet G der w- 
Ebene iibergefiihrt, die Kreise x?+ y?= R? bzw. z*+ y*= R3 in die Rand. 
kurven J’; bzw. I’, des Gebietes G; diese Kurven sind analytisch, da H— 
in Folge des Satzes von H. Lewy [5] eine analytische Abbildung ist. Der 
Bereich G = G+ I+ I, ist in A enthalten; seine innere Randkurve um- 
schlieBt mindestens einen Randpunkt von A, also auch die ganze Einheits- 
kreisscheibe. Daraus folgt nach einem Satz von P. Korse, da8 der konforme 
Modul A, des Gebietes G kleiner ist als der Modul 4 des Gebietes 4*), also 


(1) 1<4,<A. 


Nach dem verallgemeinerten Riemannschen Abbildungssatz gibt es eine ein- 
eindeutige konforme Abbildung K:w = /(¢) des Kreisringes 1 < |¢| < A, 


*) P. Kors [4], Satz II. 
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auf G, welche den Einheitskreis in die Randkurve J’, iiberfiihrt; {(¢) ist auch 
auf dem Rande noch regular analytisch, da die Kurven J,, I’, analytisch sind. 
Die zusammengesetzte Abbildung 

x = Re F,(f(¢)) = Re G,(¢) 

y = Re F,(f(2)) = Re G,(¢) 

fiihrt dann den Kreisring 1 < |¢| < A, eineindeutig und stetig in den Kreis- 
ring R} < 2*+ y*< R3 iiber und den Kreis |¢| = 1 in den Kreis z?+ y*= Rj. 
Die Funktionen G{(¢), @3(¢) sind in 1 < |¢| < A, eindeutig und regular ana- 
lytisch. Nach Hilfssatz 1 gestattet die Funktion Z(o,#) = Re G,(o e‘*) + 
+ i Re G,(o e**) die Entwicklung 


H'= HK:| 


+ 00 
(2) Z(0,0) = alogoe +  {a, cos n@ + b, sinn 3} 0”. 


In den Formeln fiir die Koeffizienten darf «’= 1 gesetzt werden. Dann erhilt 
man die Abschitzungen 


1 - y 
alse P (aG(o| + de,(2)) 


(3) , jej=1 
om > {|dF,(w)| + |dF,(w)|} = J, 
ry 
und ebenso 
eal $ Tay bal 5 Tap n=+1, +2,.... 


Andererseits ist nach Konstruktion der Abbildung H’ |Z(1,8)| = R,, und es 

gibt eine in 0 <#< 22 monctone und stetige Funktion w(#) mit w(2 2) 

= w(0)+22 und Z(A,,0) = R,ete®. Aus der Entwicklung (2) folgt damit 
22 


ayo = aa Z(1,8) dé; |ao| < R,, 
R 22 
a,+ alogd,= te [ eoa0 = Rc, 
(4) f* 
= R. 
At a,+ AT*a_,= = | ef? cosn 0 dd = R,c,, 
6 
R 2x 
At b,— Az" b_g= = / cio) sinn Odd = Rody. 
Fir die Fourierkoeffizienten co, c,, . . .; d,, dg, ... der Funktion e#° gilt das 


Lemma von E. Herz 
2 |co|* + Je|* + |d,|? > 4. 
Damit hat man 
4 RE < 2 |ag+ a logA,|? + |Aya,+ AP? a_,|? + |A,b,— Ap? bo)? 
S 4 |a,|? + 4 |a|* log?A, + 2(\a,|* + |b,|?) AZ + 
+ 2(ja_,|* + |b-|*)| Ay, 
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und weiter mit Benutzung von (1), (3) und (4) 
1 R3< 4 Ri + 4J*(1 + log?A + J), q.e.d. 


Im folgenden werden besonders solche zweifach zusammenhangenden Ge- 
biete D der xy-Ebene eine Rolle spielen, die zu einer passenden Zahl R,> 0 
alle Punkte (x, y) mit Rf? < z* + y®< oo enthalten. Fiir die eineindeutige und 
harmonische Abbildung eines zweifach zusammenhingenden Gebietes auf ein 
solches Gebiet gilt nun: 

Satz 27°). 

Es sei H eine eineindeutige harmonische Abbildung eines zweifach zusammen- 
hiingenden Gebietes A der w-Ebene auf ein Gebiet D der xy-Ebene, welches zu 
passendem R,> 0 alle Punkte (x,y) mit R? < x* + y®< co enthiilt. Dann hat A 
mindestens einen isolierten Randpunkt. 

Beweis. 

Es werde angenommen, 4 habe keinen isolierten Randpunkt. Nach dem 
verallgemeinerten Riemannschen Abbildungssatz gibt es dann eine einein- 
deutige konforme Abbildung K : w = f(¢) eines Kreisringes 1 < |¢| < 4 < co 
auf A. Die zusammengesetzte Abbildung H’= HK geniigt den Voraus- 
setzungen von Satz 1; nach Satz 1 gibt es eine Zahl M > 0, so dab gilt: Ist 
der Kreisring R} < z?+ y’?< R3 in dem Bildgebiet D enthalten, so ist R,< M. 
Dies widerspricht der iiber D gemachten Voraussetzung. Damit ist Satz 2 
bewiesen. 

Nach Satz 2 kénnen nur zweifach zusammenhingende Gebiete mit einem 
bzw. zwei isolierten Randpunkten eineindeutig und harmonisch auf ein Gebiet 
der xy-Ebene abgebildet werden, welches das AuBere eines Kreises enthiilt. 
Diese Abbildungen sollen nun untersucht werden. Wegen der schon mehrfach 
benutzten Méglichkeit, eine konforme und eine harmonische Abbildung zu 
einer neuen harmonischen Abbildung zusammenzusetzen, geniigt es, die 
Normalgebiete 1 < |w| < co bzw. 0 < |w| < co zu betrachten. Der erste Fall 
wird in Satz 3 behandelt. Dazu wird der folgende Hilfssatz gebraucht. 

Hilfssatz 2. 

Es sei i,,A,, . . . eine Folge reeller Zahlen mit A,, >1 und i,,->0 fiir moo. Zu 
jedem m sei f,,(C) eine in 1 S |C| < A,, eindeutige schlichte und stetige Funktion 
mit \fm(C)| > 1, |fm(et®)| = 1 und f,,(1) = 1. In 1 < |f| < A, set fy (C) regular 
analytisch. Dann gilt f,,(£)>¢ fiir m—+co gleichméaBig in jedem Kreisring 
1s (¢]/ SA. 

Beweis. 

Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip kann man jede der Funktionen 
fm(¢) in das Gebiet A>" < |¢| < A,, analytisch fortsetzen. In A>! < |¢| < 1 ist 
fm(¢) dann ebenfalls schlicht, und es gilt 0 < |f,,(¢)| < 1; aus der Folge f,(¢), 
f.(¢), ... werde nun eine in jedem abgeschlossenen Teilgebiet von 0 < |¢| < 1 
gleichmaBig konvergente Teilfolge ausgewahlt. Die Grenzfunktion /(¢) ist 
nicht konstant, da das Argument jeder der Funktionen f,,(¢) sich bei einem 
Umlauf um den Nullpunkt der ¢-Ebene um 22 findert. Also ist /(¢) nach 


10) Vgl. L. Bers [1], Lemma 3.6. 
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bekannten Sitzen in 0 < |¢/ < 1 regular analytisch und schlicht, und es gilt 
0 < |f(¢)| < 1. Daraus folgt, wiederum nach dem Schwarzschen Spiegelungs- 
prinzip, daB die betrachtete Teilfolge auch in jedem abgeschlossenen Kreisring 
As |C| SA gleichmaBig konvergiert, ferner nach dem Satz iiber hebbare 
Singularitaten, daB f(¢) eine ganze Funktion ist. Dazu ist /(0) = 0 zu setzen, 
da sonst f(¢) beschrinkt und folglich konstant ware. Also ist f(¢) eine schlichte 
ganze Funktion mit /(0) = 0 und f(1) = 1, d.h. f(f) = ¢. Diese Uberlegung 
gilt fiir jede konvergente Teilfolge; daher konvergiert auch die Folge /,(¢), 
f.(¢), ... selber gegen C. 
Satz 31). 
Es sei 
_ {x= Re F,(w) 
y = Re F,(w) 


eine eineindeutige harmonische Abbildung des Gebietes A: 1 < |w| < co auf ein 
Gebiet D der xy-Ebene, welches zu passendem R>O alle Punkte (x,y) mit 
Rs 22+ y?< 0 enthilt. Dann gilt 


F,(w) = aw + alogw+ a+ a,w!+-- 
F,(w) = Bw + Blogw + Byo+ Bywt+ 


mit Im(a,p,) + 0 und a, B reel. 

Beweis. 

Sei J’ das Bild des Kreises x?+ y?= R*? in A. Da D nach Voraussetzung 
das AuBere des Kreises x?+ y?= R? enthilt, ist der Kreis nicht Null-homotop 
in D; folglich ist I’ nicht Null-homotop in 4. Das von J’ und dem Kreise 
jw| = 1 berandete Teilgebiet von A hat keinen isolierten Randpunkt. Nach 
Satz 2 wird also nicht dieses Teilgebiet, sondern sein Komplement, namlich 
das AuBere der Kurve J", durch die Abbildung H in das Teilgebiet R?< x*+ 
+ y®< co von D iibergefiihrt. Sei R,, R,,... eine Folge reeller Zahlen mit 
R<R,, und R,,>co fiir moo. Zu jedem m sei J’, das Bild des Kreises 
z?+ y?= R,,, und sei A,, das von J’,, und dem Einheitskreise berandete Teil- 
gebiet von A. Offenbar ist die Kurve J" in jedem der Gebiete A,, enthalten. 
Sei w = f,,(¢) eine eineindeutige konforme Abbildung des Kreisringes 1 < 
< |¢| <A,, auf A,,, welche auch den Einheitskreis in den Einheitskreis iiber- 
fiihrt. Dann ist /,,(¢) in 1 < |¢| < A,, stetig, so daB f,,(1) = 1 gefordert werden 
kann. Auf die harmonische Abbildung 


: x = Re F,(fn(¢)) 
"Vy = Re Falfn(2) 


ist Satz 1 anwendbar und liefert fiir jede Zahl Rj, mit R < Rj,< R,, die Ab- 
schatzung 
4 Ri? < R?+ J*(1 + log?A,, + 43) 


11) Vgl. L. Bers [1], Lemma 3.7. 
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J = 35 PF. Gm(2))] + ]dFam (DD 


= $ {la F, (w)] + [AF (w)]}. 


Darin ist y,, das Bild der Kurve J’ in der ¢-Ebene. Fiir R;, > R,, erhilt man 
daraus eine Abschitzung 


(5) R,,S MA, 

mit einer von m unabhingigen Zahl M. Insbesondere folgt daraus /,, > ce fiir 
m -> co, Nach Hilfssatz 2 strebt die Funktionenfolge /,(¢), f,(¢), . . . in jedem 
abgeschlossenen Kreisring 1 < || < A gleichmaBig gegen £. Nach Hilfssatz 1 
gelten fiir die Funktionen Z(0,0) = Re F,(o e**) + i Re F,(0 e**) und Z,, (0,0) 
= Re F,(f,,(o e*)) + i Re F,(f,,(o e**)) die Entwicklungen 


Z(0,0) = alogo + x {a,cosn # + b,sinn 8} 0” 
(6) ‘+e 
Z (0,8) = a™ logo + Y {a™cosn # + b&™sinn J} 0", 


und aus den in Hilfssatz 1 angegebenen Formeln fiir die Koeffizienten folgt 
wegen f,,(¢) > ¢, daB gilt 


(7) lim a™=a,, lim b= b,, mn=i+1, +2,... 


m-—> oo m-—> 


Andererseits erhalt man aus (6) durch Integration 


2a 
lor ai™ + o-* a™)| = 2 [Zn (0, 0) cosnddd) <2 R,, 
0 | 


22 
lon 6") — o-* U™)| = . [Zn (o, ®) sinnddd <2 R,, 
6 


fiir 0 < /,,. Mit o> A,, und Benutzung von (5) wird weiter 
jam <2 AL-* + Jal) aS2* 
Joo") < 2M AL” + [b™)| Aen, 
Wegen 4,,->0e fiir m->co und (7) gilt daher a, = 6, = 0 fiir n = 2,3, ... Damit 
folgt aus (6) 
Fy(w) = aw+ alogw+ a+ aywt+::: 
F,(w) = Bw + Blogw + Bot Bywt+-- 
mit reellen Zahlen «, 8. £, ist nicht Null, da sonst y = Re F,(w) fiir groBe 
Werte von |w] ein festes Vorzeichen hatte oder (wenn auch f = 0) beschrankt 


bliebe, was den Eigenschaften der Abbildung widerspricht. Nach dem Satz 
von H. Lewy [5] ist mit w = u + iv 


ss F’ 
Tu Yo — Fy Yu = Im Fj (w) F3(w) - |F3| Im 5, + 0 
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, 


in A. Daraus folgt die Regularitét der Funktion A bei w= oo und 
r 


(1m F). _,, = Im-F +0, dh. Im(af,) +0. Damit ist der Satz bewiesen. 
In einem Spezialfall laBt sich die Aussage von Satz 3 noch verschiirfen. 
Es gilt naimlich der 
Satz 3a. 
Unter den Voraussetzungen von Satz 3 sei D das Gebiet 0 < z*+ y®< ~, 
Dann gilt 
F,(w) = aw + alogw+ a — %w 


F,(w) = Bw + Blogw + B,— Bw. 
Beweis. 
Aus Satz 3 und der zusitzlichen Voraussetzung folgt, daB die harmonischen 
Funktionen Re F,(w), Re F,(w) in 1 < |w| < oo stetig sind, wenn 


(8) Re F, (e**) = 0, Re F,(e**) = 0 


gesetzt wird, und daraus nach dem Spiegelungsprinzip fiir harmonische 
Funktionen, daB sie in das Innere des Einheitskreises hinein fortgesetzt 
werden kénnen. Dann sind aber auch die analytischen Funktionen F,(w), 
F,(w) dort hinein fortsetzbar. Die in Satz 3 angegebenen Reihen konver- 
gieren auf dem Einheitskreis. Einsetzung der Reihen in (8) und Koeffi- 
zientenvergleich liefern 


a,= 6,= 0 fir n<—1, a,=—%, B= —f,. 


SchlieBlich sind noch die harmonischen Abbildungen zu untersuchen, die 
das Gebiet 0 < |w| < co eineindeutig in Gebiete iiberfiihren, welche das AuBere 
eines Kreises enthalten. Dabei darf ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
angenommen werden, daB die im Endlichen gelegene Randkomponente des 
Bildgebietes dem Punkt w = 0 zugeordnet ist. 

Satz 3b. 

Es sei 

_ {a= Re F,(w) 
ly = Re F,(w) 


eine eineindeutige harmonische Abbildung des Gebietes 0 < |w| < co auf ein 
Gebiet D der xy-Ebene, welches zu passendem R>0 alle Punkte (x,y) mit 
R? s 2*+ y*?< co enthilt. Das Bild des Teilgebietes 0 < |w| <1 sei ein be- 
schriinktes Gebiet. Dann gilt 


*, F,(w) = aw + % F,(w) = Bw + Bo 
mit Im (a,8;) + 0. 

Beweis. 

Nach Voraussetzung sind die harmonischen Funktionen Re F,(w), Re F,(w) 
in 0 < |w| < 1 beschrinkt. Daraus folgt, daB die Singularitaét bei w = 0 heb- 
bar ist, d. h. daB die Funktionen bei geeigneter Erklirung an der Stelle w = 0 
in |w| < co harmonisch sind”). Dann sind aber F(w) und F,(w) ganze Funk- 


14) Vgl. z. B. J. E. Lrrriewoop [6], S. 88. 
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tionen. Andererseits ist auf die Abbildung H auch Satz 3 anwendbar. Daraus 
folgt unmittelbar die Behauptung. 


§ 2. Isolierte Singularitiiten eindeutiger Lésungen 
der Differentialgleichung rt — s?= 1. 


Als Anwendung der Sitze iiber harmonische Abbildungen sollen nun die 
isolierten Singularitéten eindeutiger Lésungen der Differentialgleichung 
rt—s*= 1 untersucht werden. Von den Lésungen wird vorausgesetzt, daB 
sie zweimal stetig differenzierbar sind. Nun gilt der folgende Hilfssatz, der 
ein Spezialfall des allgemeinen Satzes iiber die Analytizitét der Lésungen 
analytischer elliptischer Differentialgleichungen ist. 

Hilfssatz 31%). 

Es sei z= z(x,y) eine in (x— X»)*+ (y— yo)*< R* zweimal stetig diffe- 
renzierbare Lésung der Differentialgleichung rt —s*= 1. Dann ist z(x,y) in 
jedem inneren Punkt des Kreises analytisch. 

Die Untersuchung der Lésungen stiitzt sich auf die folgende Parameter- 
darstellung, durch die der Zusammenhang mit den harmonischen Abbildungen 
gegeben ist. 

Hilfssatz 4. 

I. Es sei D ein zweifach zusammenhingendes Gebiet der xy-Ebene und 
z = 2(x,y) eine in D eindeutige und zweimal stetig differenzierbare Lésung der 
Differentialgleichung rt —s*= 1. Dann gibt es eine eineindeutige harmonische 
Abbildung 
a) _[u= Re F,(w) 
ly = Re F,(w) 


eines Ringgebietes A: 1 < |w| << A< co oder des Gebietes 1 < |w|< © (bzw. 
0 < |w| < 1) oder des Gebietes 0 < |w| < co auf das Gebiet D derart, dap die 
Funktionen z(x,y), p(x,y), (x, y) durch (1) und 


w 
(2) z= }ImF,F,+ }Im f (F,dF,—F,dF,) + ¢, 
Wo 


(3) p=-—ImF,, q=ImF, 
dargestellt werden. 
II. Ist eine eineindeutige harmonische Abbildung (1) eines Gebietes A auf ein 


Gebiet D der x y-Ebene gegeben, und sind die Funktionen F,, F, und Im { (F,dF,— 


— F,dF,) in A cindeutig, so stellen die Gleichungen (1) und (2) eine in D ein- 
deutige und zweimal stetig differenzierbare Lésung der Differentialgleichung 
rt — s*= 1 dar; fiir die Ableitungen gelten die Gleichungen (3). 

Beweis. 

I. Nach Hilfssatz 3 ist z(x,y) in D analytisch. Nach dem Uniformisierungs- 
satz gibt es eine eineindeutige und in bezug auf die definite Metrik rdx* + 
+ 2sdxdy + tdy? konforme Abbildung der universellen Uberlagerungsfliche 


13) Fiir einen direkten Beweis vgl. [3]. 
Math. Ann. 129. 23 
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des Gebietes D auf die Halbebene oder auf die ganze endliche Ebene, wobei die 
in geeigneter Weise aufgeschnittenen Blatter entweder in konzentrische Halb- 
ringe oder in parallele Halbstreifen der Halbebene oder in Parallelstreifen der 
Ebene iibergehen. Daraus folgt die Existenz einer eineindeutigen und in bezug 
auf die angegebene Metrik konformen Abbildung 7: u = u(z,y), v = v(x, y) 
des Gebietes D auf bzw. ein Ringgebiet 4:1 < u?+ v®< j®?< co oder das 
Gebiet 1 < u?+ v?< co oder das Gebiet 0 < u?+ v*< co. Die Funktionen 
u(z,y), v(x,y) geniigen den Beltramischen Differentialgleichungen 


v,= 8u,—ru, 
vy= tu,—su,. 


Jedes in D stetig differenzierbare Lésungspaar { g(x,y), y(z,y)} dieser Diffe- 
rentialgleichungen ist als Funktion von u + iv eine in A regular analytische 
Funktion F(u + iv) = @+iy. Offenbar sind nun {z,qg} und {y,—p} Lé- 
sungen der Beltramischen Differentialgleichungen. Also sind mit w = u + iv 
die Funktionen F,(w) = x + ig, F,(w) = y—ip in A regular analytisch, und 
die inverse Abbildung T-'= H ist harmonisch. Damit sind die Gleichungen (1) 
und (3) der Behauptung bewiesen. Gleichung (2) folgt aus 


Im (F,dF,— F,dF,) = pdx + qdy— xdp— ydq 
= 2dz—d(xp+ yq) 
und 
Im F,F,= xp + yq. 


II. Setzt man Jm F,= g, Im F,= — f, so folgt wie im ersten Teil des Be- 
weises aus der vorausgesetzten Gleichung (2) die Beziehung dz = fdz + 
+ gdy, d.h., die Gleichungen (3) gelten. Nun berechnet man die Funktional- 
determinante 
a(Fi, F, 
Re ie v) , 


| Xu ion iy, Ty + iXy 


-= Re ‘ S 
|Yu—tYn Yo t+ tty 


=0. 


Andererseits ist nach dem Satz von H. Lewy [5] xz, y,— x,y,,+ 0, und daher 
sind p und gq auch nach z, y stetig differenzierbar. Es folgt 


a(F, F;) a(x, y) a(F,, F;) 
Re Fu,0) Ou, 0) ** OC, y) 
a(z, y) 
= Bu, v) rt + 8) = 0, 


also rt — s?= 1. Damit ist der Beweis fertig. 

Zur Vereinfachung der Rechnungen ist die Kenntnis einer Gruppe von 
Transformationen von Nutzen, welche die Differentialgleichung rt — s* = 1 
in sich iiberfiihren. 

Hilfssatz 5. 

Es sei G die Gruppe der Transformationen 


xz’= 2+ ay + A 
’ ; %Be— af, + 0 

T: \y'= Bx + Bey + Bs - ' 
2’ = (4B.— &B)z + ¥.2'+ yey'+ Ys- 





aa ae oe 2 


= re me sce FO 


=- ©. bee 
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Jede solche Transformation fiihrt die Lésungen z = z(x,y) der Differential- 
gleichung rt — s*= 1 in andere Lésungen z' = z'(x',y') derselben Differential- 
gleichung iiber. Wird z(x,y) gemaB Hilfssatz 4 durch F,(w), F,(w) dargestellt, 
so sind 

G,(w) = a, Fy, + a,F,+ a+ t yo, 

G,(w) = BF, B2F.+ Bs—i yy, 
die entsprechenden Funktionen in der Parameterdarstellung von z' (x', y’). 

Der Beweis kann hier iibergangen werden. Nun wird zunichst eine im 
Endlichen gelegene singulire Stelle x = x, y = y, betrachtet. 

Satz 4. 

Die Lésung z = z(x,y) der Differentialgleichung rt—s*=1 sei in 0< 
< (x— 2%»)? + (y — Yo)*< R* eindeutig und zweimal stetig differenzierbar. Dann 
sind die ersten Ableitungen p(x,y), q(x,y) in der Néhe der Stelle (2o,y.) be- 
schriinkt, so daB der endliche Grenzwert lim z(x,y) = 2, existiert. Existiert 

(2, Y)—> (Zo. Vo 
iiberdies einer der Grenzwerte lim ots. id lim q(x,y), und setzt 
(2, ¥)—>( Ze, Ye) (2, ¥)—> (Ze Yo) 
MAN 2Z(Xo, Yo) = 2%, 80 ist z(x,y) in (x— x)?+ (y— yo)?< R*® zweimal stetig 
differenzierbar. 

Beweis"*). 

Die Funktion z(x,y) sei gemaB Hilfssatz 4, 1 in Parameterdarstellung ge- 
geben. Als Parametergebiet 4 der w-Ebene, welches durch x = Re F,(w), 
y = Re F,(w) auf das Gebiet 0 <(x— 2 9)?+ (y— y)*< R® abgebildet wird, 
kann nur eines der Gebiete 0 < |w|< 1 bzw. 1 < |w| <4< oo auftreten. 
Der dritte Fall 0 < |w| < co ist ausgeschlossen, da jede in diesem Gebiet be- 
schrankte harmonische Funktion eine Konstante ist). Zum Beweis des 
Satzes wird gezeigt, daB die in der Behauptung enthaltene Fallunterscheidung 
mit der folgenden iibereinstimmt: 

1. Sei A das Gebiet 0 < |w| < 1. Die harmonischen Funktionen Re F,(w), 
Re F,(w) sind in A beschrankt. Also ist die Singularitaét bei w = 0 hebbar"*), 
d. h. F,(w) und F,(w) stimmen in 0 < |w| < 1 mit Funktionen iiberein, welche 
in |w| < 1 regular analytisch sind, und deren Realteile dieses Gebiet einein- 
deutig und harmonisch auf die Kreisscheibe (x — x,)*+ (y— yo)*< R? ab- 
bilden. Aus Hilfssatz 4, IT folgt, daB die durch diese Funktionen dargestellte 
Lésung z(x,y) in (2 — 2»)* + (y— yo)*< R* zweimal stetig differenzierbar ist. 

2. Sei A das Gebiet 1 < |w| < 4< co. Man darf annehmen, daB der Kreis 
|w| = 1 in den Punkt (2, yo) abgebildet wird. Die harmonischen Funktionen 
Re F,(w), Re F,(w) sind folglich in 1 < |w| < / stetig, wenn man 


(4) Re F,(e**) = x, Re F,(e) = yy 


setzt, und sind daher nach dem Spiegelungsprinzip fiir harmonische Funktionen 
in das Innere des Einheitskreises hinein fortsetzbar, woraus die Fortsetzbar- 


4) Der erste Teil des Satzes kann auch elementar bewiesen werden: Aus der Diffe- 
rentialgleichung folgt, daB p(z, y) in x und q(z, y) in y monoton ist; daraus folgt die 
Beschranktheit dieser Funktionen bei (2, 4). 

15) Vgl. z. B. J. E. LrrrLewoop [6], S. 88 u. 83. 
16) [6], S. 88. 
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keit der analytischen Funktionen F, (w), F,(w) folgt. Die ersten Ableitungen p, 
q der Lésung z(z, y), welche gemaB Hilfssatz 4 durch p = — Im F,(w), 
q = ImF,(w) dargestellt werden, sind also als Funktionen von z, y bei 
(2, Yo) beschrinkt. Daraus folgt die Existenz eines endlichen Grenzwertes 
lim z(x,y) = 2. Existierte nun auch lim  p(z,y) = pp, so ware 
(2,Y)— (Ze, Yo) (2, ¥) —> (Zo, Yo) 
Im F,(e**) =— ipo, und wegen (4) auch F,(w) = yys— ipo, was nicht sein 
kann. Dasselbe gilt fiir g(x,y). Damit ist der Beweis von Satz 4 erbracht. 
Der niachste Satz gibt Auskunft iiber das asymptotische Verhalten der 
Lésungen fiir z?+ y?- oo, 
Satz 5. 
Die Lésung z = z(x,y) der Differentialgleichung rt — s*= 1 sei in R®< 2? + 
+ y*< co eindeutig und zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt fiir x? + y* + 
die asymptotische Darstellung 


z(x,y) = 4 Q(x,y) + Ax+ By + C log |Q(z,y)| + 0 (1) 


mit Q(x,y) = az*+ 2bry+ cy, ac—b?=1. 

Beweis. 

Aus Hilfssatz 4, I folgt die Existenz einer harmonischen Abbildung H : x 
= Re F,(w), y = Re F,(w), welche ein Ringgebiet A der w-Ebene eineindeutig 
in das Gebiet R?< 2?+ y*< co iiberfiihrt. Nach Satz 2 kann 4 nur eines der 
Gebiete 0 < |w| < co bzw. 1 < |w| < oo sein. Ist 4 das Gebiet 0 < |w| < ©, 
so darf man annehmen, daB die Abbildung H dem Punkt w = 0 den Kreis 
z*+ y*= R* zuordnet. Aus Satz 3.b folgt dann, daB F,(w), F,(w) ganz und 
linear sind, und daraus nach Hilfssatz 4,1, daB z(x, y) ein Polynom zweiten 
Grades ist. In diesem Fall ist die Behauptung also bewiesen. Sei nun A das 
Gebiet 1 < |w| < co. Nach Satz 3 gilt 


F,(w) = &4wW+ « logw + O&+ a_ywt+ eee 
F,(w) = B,w + Blogw + By+ Bywt+-:: 
mit Im(a,f,) + 0 und a, f reell. « und f sind gleich Null, da F, und F, ein- 


deutig sind. Nach Hilfssatz 5 kann z = z(z, y) so in eine andere Lésung 
z'= z'(z’, y’) transformiert werden, daB diese mit Hilfe von Funktionen 


G,(w)= w+ aiywitt+-::: 
G,(w) = —iw + BLyw4+--:- 
dargestellt wird. Es folgt x’ + iy’=w+0(* ), und weiter 
es 1 
(5) w= 2'+iy'+ O( oss): 


Nach Hilfssatz 4, I Gleichung (2) gilt 


en 


Pe fee 
z= g Imi |w|? + yim [ —2i(a.—i BL») =~ +0 (1) 
We 


a w|?— Re (a'_;— 7 B_,) logw + O(1). 
2 
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Die Zahl «'_,— i B, ist reell, da z’ eindeutig ist. Mit (5) folgt also 

2’ (z’,y’) = ea ; y* + ¢ log(x’?+ y’?) +O(1). 
Da z(x,y) aus z’(x’,y’) durch eine Transformation aus der Gruppe @ (Hilfs- 
satz 5) hervorgeht, folgt die Behauptung. 

SchlieBlich sollen noch Lésungen der Differentialgleichung rt — s*= 1 be- 
trachtet werden, welche in der ganzen Ebene mit Ausnahme eines Punktes 
eindeutig und zweimal stetig differenzierbar sind. Ohne Beschrinkung der 
Allgemeinheit werde die Singularitét im Punkt x = y = 0 angenommen. In 
diesem Fall gelingt die explizite Bestimmung aller Lésungen. 

Satz 6. 

Die Lésung z = z(x,y) der Differentialgleichung rt — s*= 1 sei in 0 < 2? + 
+ y’< co eindeutig und zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt: Entweder ist 
z(x,y) ein Polynom zweiten Grades; oder es gibt eine Transformation aus der 
Gruppe G (Hilfssatz 5), welche z(x,y) in die Lésung 

Var*+y" 
z(z’,y)= | VYl+ede 
é 
itberfiihrt. 

Beweis. 

Nach Satz 2 kommen als Grundgebiet A der Parameterdarstellung von z(z, y) 
gemiB Hilfssatz 4, I nur die Gebiete 0 < |w| < oo und | < |w| < oo in Betracht. 

1. Sei A das Gebiet 0 < |w| < co. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 
werde angenommen, daB die harmonische Abbildung H: x = Re F,(w), 
y = Re F,(w) dem Punkt w = 0 den Punkt z = y = 0 zuordnet. Nach Satz 3.b 
sind dann F,(w), F,(w) ganze lineare Funktionen. Nach Hilfssatz 4,1 ist 
daher z(x,y) ein Polynom zweiten Grades. 

2. Sei A das Gebiet 1 < |w| < co. Nach Satz 3.a gilt dann 


F,(w) = aw + alogw+ a— aw 

F,(w) = B,w + B logw + By— B,w- 
mit Im(a,};) + 0 und a, f reell. « und B sind gleich Null, da F, und F, ein- 
deutig sind. Eine geeignete Transformation aus @ (Hilfssatz 5) liefert G,(w) 
= ; (w—w-), G,(w) = — ; (w+w-') als Funktionen der Parameter- 
darstellung von z’(x’,y’). AuBerdem kann erreicht werden, daB z’ (0,0) = 0 
ist. Mit w = 0 e?® folgt 
,o+1 





— , 
“=> (0 — 0) cosd, p’= x gol? 
, 1 . , , *+1 
y= 5 (@—e7)sind, = 2, 

; ae g o*+1\2 
Fu e+ Fe Tle—e'y, l+o*= (ay, 
p'dzx'+ q'dy' =Vl+o (x'dz'+ y'dy’) =Vl+eda, 

Va" +y" 


z'(z',y)= f Vl+orde. 
0 
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Diskontinuierliche Gruppen in symmetrischen Raumen. [). 
Von 


Hetmvut KLInéen in Gottingen. 


Fiir die Theorie der automorphen Funktionen in mehreren Variablen ist 
die Untersuchung der von E. Cartan [1]*) angegebenen Typen von irredu- 
ziblen beschrinkten symmetrischen Gebieten von Bedeutung. Wichtig sind 
zunichst das Studium der geometrischen Eigenschaften und die Entwicklung 
von Methoden zum Auffinden diskontinuierlicher Gruppen. C. L. Stecet [2] 
hat in seiner Arbeit iiber ““Symplectic Geometry” dieses Programm durch- 
gefiihrt fiir den dritten Cartanschen Typus, definiert durch 


1 ’ 
3; (2—Z) > 0, Z'=Z. 


+ 
Dabei ist Z die n-reihige symmetrische Koordinatenmatrix der Aint 7 un- 


abhiingigen komplexen Variablen z,,(k <1). Im Zusammenhang mit der 
Theorie der Hermireschen Modulfunktionen tritt der erste Cartansche Typus, 


l ~ 
3; (2—%) >0, 


auf. Z ist die n-reihige Koordinatenmatrix der n? unabhingigen komplexen 
Variablen z,;. Z bedeutet die transponierte konjugiert komplexe Matrix von 
Z. H. Braun [3] hat fiir diesen Typus die Hermrresche Modulgruppe, das 
Analogon zur Stecetschen Modulgruppe, untersucht. 

In der vorliegenden Arbeit sollen die ersten drei Cartanschen Typen be- 
trachtet werden: 


1 ~ 1 ¥ 
91: 3; (2—2Z) > 0; 92: 5; (2—Z) > 0, ZZ =—E; 
93:3; (Z—Z) > 0, Z'=Z. 


Nach Zusammenstellung einiger Hilfssiitze tiber Matrizen im ersten Para- 
graphen sollen im zweiten Paragraphen zunichst die vollen Gruppen der ein- 
eindeutigen analytischen Abbildungen dieser Gebiete auf sich betrachtet 
werden. Vor allem der zweite Typus verlangt etwas eingehendere Unter- 
suchungen. Eine Sonderrolle spielt dabei der Fall n = 4. Die analytischen 
Abbildungen von $, und 9, auf sich lassen sich stets analytisch fortsetzen 
zu Abbildungen von , auf sich mit Ausnahme des Falles n = 4 beim zweiten 
Typus. 

1) Diese Arbeit enthalt den ersten Teil meiner Dissertation, die von der Mathematisch- 


Naturwissenschaftlichen Fakultat der Universitat Géttingen angenommen wurde. 
*) Siehe Literaturverzeichnis. 
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Im dritten Paragraphen werden die geometrischen Eigenschaften unter- 
sucht. Wir werden den Stecetschen Halbraum $, mit seiner symplektischen 
Metrik einbetten in den Raum $, von n? komplexen Dimensionen und dort 
eine Geometrie aufbauen. Die Bereiche 9,, 5, fassen wir auf als Unterriume 
von $,. Sie sind in dieser Geometrie Ebenen in $,. Die geometrischen Eigen- 
schaften des zweiten und dritten Typus werden sich dann in einfacher Weise 
aus der Geometrie in 9, ergeben. 

Die allgemeine Untersuchung diskontinuierlicher Gruppen bildet den 
Gegenstand des vierten Paragraphen. Die Beweise der entsprechenden Sitze 
fiir den dritten Typus von C. L. SreGet [2] lassen sich sofort iibertragen und 
werden daher nicht mehr durchgefiihrt. 

In einem zweiten Teil dieser Arbeit sollen Beispiele von diskontinuierlichen 
Gruppen fiir die genannten drei Cartanschen Normalgebiete behandelt 
werden. 

Es wird sich herausstellen, daB sich die Methoden von C. L. Srecet fiir 
den dritten Typus erweitern lassen zur Behandlung von $,. Die Sitze fiir 9,, 
$, folgen im allgemeinen leicht aus den Ergebnissen iiber 9,. Jedoch sind 
fiir $, eine Reihe von besonderen Untersuchungen notwendig. 

Einige Bemerkungen zu den Bezeichnungen. Im allgemeinen bedeuten 
groBe lateinische Buchstaben Matrizen, groBe deutsche Buchstaben Bereiche, 
kleine lateinische Buchstaben Zahlen und kleine deutsche Buchstaben Vek- 
toren. Die Aussagen ,,A ganz, beschrinkt‘‘usw. beziehen sich auf die Elemente 
der Matrix A. Wenn keine Zweideutigkeit besteht, werden wir oft schreiben 
A « J’, um anzudeuten, daB jedes Element der Matrix A zur Menge I gehért. 
Obere Indizes bei einer Matrix A(’.*) bedeuten die Zeilen- und Spaltenanzahl, 


A(") = At’.”), Unter [A,,..., A,] verstehen wir die Matrix, die aus den qua- 
dratischen Untermatrizen A,,..., A, in der Hauptdiagonale folgendermaBen 
aufgebaut ist: 
A; 
A, 0 
[A,, Ag, ...,4,] = 
0 


An 
Es sei |A| die Determinante von A, |.A| der absolute Betrag von |A|. A > 0 
bedeute, da8 die Hermiresche Matrix A positiv definit ist. A{B} bzw. A[B] 
seien Abkiirzungen fiir BAB baw. B’A B. 

An einigen Stellen sind die Beweise sehr knapp gefaBt; es wird zu ihrem 
Verstindnis dann auf die analogen Methoden in der zitierten Arbeit iiber 
“Symplectic Geometry” verwiesen. 

Den Herren Professoren M. Deurine und C. L. Srecet méchte ich fir 
Anregung und férdernde Gespriache ergebenst danken. 


§ 1. Hilfssiitze iiber Matrizen. 
In diesem Paragraphen sollen einige Hilfssitze titber Matrizen bewiesen 
werden, die wir spiter benétigen. 
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Hilfssatz 1: Z sei eine n-reihige Matrix, deren Elemente komplexe Zahlen 


sind, 4, Jo,-+ +n seten die Eigenwerte von ZZ in irgendeiner vorgegebenen 
Reihenfolge. Dann gibt es unitire Matrizen U, und U,, so dag 


U,Z U,= [q/",.. .. gi"). 
Beweis. Z habe den Rang r. Es gibt zunichst ein unitiires U, so daB 


. or”) 
oe-(e") 


und ein unitares V, so daB 
= (0. "—") Z) . 
2 
Also ist 


: 00 
UZV= “ x) \Z,| +0. 


£2, habe die Eigenwerte 4,,q2,...,9,, es sei P= [q/*,...q)/*). Dann 
existiert ein unitires U,, so daB ZZ, = P*{U,}. Wir setzen U,= Z-' U, P; 
dann ist U, unitér und 


* \uZv ri al 


oa 0u)> 0 pM): 


Mit 


Ui= sa? U.-V(> =) 
folgt die Behauptung. Durch reelle orthogonale Transformation kann man 
die Reihenfolge der Diagonalelemente beliebig abandern. 

C. L. Srecet [2] hat fiir symmetrische Z gezeigt 

Hilfssatz 2: Ist Z unter den Voraussetzungen des ersten Hiljssatzes sym- 
metrisch, so kann man weiter fordern U,= U3. 

Hilfssatz 3: Ist Z unter den Voraussetzungen des ersten Hilfssatzes alter- 
nierend, so haben die von Null verschiedenen Eigenwerte von Z Z gerade Viel- 
fachheit, und es existiert ein unitires U, so daB 

(0)... . (0) 
- om D 
U'ZU=[ - , D= [gi",..., g!*). 
.—D om 
(0) 
m = [3 sei die gréBte ganze Zahl kleiner oder gleich ; . Die eingeklammerten 


Elemente einer Matrix sind wegzulassen bei gerader Reihenanzahl. Wir 
werden auch vielfach die Form 
ae 
- © D 
[(0), 9,1, ..., ¢,2 1) statt 
.--D 0 
(0) 


benutzen, dabei ist J = i ) . Diese beiden Matrizen gehen auseinander 


hervor durch reelle orthogonale Transformation. 
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Beweis: Zunichst wollen wir zeigen, daB man zwei reelle alternierende 
vertauschbare Matrizen S und S* durch eine reelle orthogonale Matrix 0 
in der folgenden Weise transformieren kann: 


a. TS St a 

a: . 0 De 
S[(O)=| .- » S*(O]=] . ; 

.—) © .—D* 0 

(0) (0) 


D und D* seien Diagonalmatrizen. Wir kénnen annehmen, daB |S] + 0. Die 
Ausdehnung der Behauptung auf singulare S folgt dann nach einer einfachen 
Uberlegung. Da iS und iS* vertauschbare Hermrresche Matrizen sind, 
existiert ein unitares U, so daB 


DO 


iv's0=-(, > 


), suse 0 = (Dp) 


0D, 


n 
mit Diagonalmatrizen D, D,, D, und D> 0. Setzen wir U = (ol 2), 
U,= X + iY mit reellen X und Y, so gilt Uj U,= E, also 


(1) PX+FKY¥ae8, XY-VX=-0 
und iS U,= U,D, iS*U,= U,D,, d. h. 
(2) SX=YD, SY=—XD, S*X=YD, S*Y=—XD,. 


Dann ist wegen (1), (2) und D > 0 die Matrix O = V2 (¥ X) reell orthogonal 
und 
0 D 


"rr (<po 


), s*[0)= 7 oy 8 


—D, 0 


Es gibt ein unitares U,, so daB ZZ = P*{ U,}; dabei ist P* = [q, . . ., dn]. 
Sei F = Z[U;"], dann ist FF = — P*, also F, F,= F,F, fiir den Realteil F, 
und den Imaginirteil F, von F. Nach dem soeben bewiesenen Satz iiber die 
simultane Transformation von vertauschbaren alternierenden Matrizen folgt 
die Existenz einer reellen orthogonalen Matrix O, so daB 


(0)... . (0) _—_— 
oe ane ‘— —' 
F,(O)=| . » ¥F,[O}=| .- , 
a ee 
(0) (0) 
also 
ee 
. 0 Ri 
R= F{0]= 
--R, OO 


(0) 


mit einer Diagonalmatrix R, = [r,,...,7,]. Wegen RR = — P*[O] haben 
RR und — P* die gleichen Eigenwerte; die von Null verschiedenen g, treten 
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paarweise auf. Durch geeignete Wahl von U, und O kann man erreichen, daB 


as. TO 
Dt 0 
pt — 
.§ © DP 
(0) 
mit einer Diagonalmatrix D und r,7,= q, fiir k < ; . Seien 
(° er 
- #8 r'leg="ls, falls q, + 0 
: k X » la Ue + Y, 
U,= ic ole , S=[8,..., 8], wobei s, = 1, falls = 0. 
(0) 
Dann ist 
U,;PU,=R 
mit 
WE. dete tt 
- O —D 
P= 
D 0 
(0) 
Mit U'= iU,0'U, gilt dann 
rrr. re 
- © D 
Z[U)= 
--D 0 
(0) 


Hilfssatz 4: Es sei W™ = ((w,;)) eine alternierende Matrix, deren Elemente 
komplexe Zahlen sind. Dann ist |E—-WW| das Quadrat eines Polynoms 
P (wy, Wyz) in den wy, Wy; 

|E—W W| =P? (wy, B,))- 
Beweis: Es seien p, die Eigenwerte von W W, gezihlt mit der Vielfach- 


heit 2; bei ungerader Reihenanzahl kommt noch der Eigenwert 0 mit ein- 
facher Vielfachheit hinzu. 


|AE—W Wy = (a1 (a—p,), |E—W W| = 17 (1—p,)*. 
v=1 v=] 


Wir wollen zeigen, daB 
m 
IT (1 — p,) = D (wy, B,,). 
v=] 


Seien Py= 1, P,, Py,..., P,, die elementarsymmetrischen Funktionen der 
Diy + +25 Sie (m = [}) . Dann ist 
~ m 8 
|AE—W W| = a > Am-* (— 1) P,) ‘ 
r=0 


Somit ist )’ P, P,, ein Polynom in den w,;, ®,, fiir 0 <r < 2 m. Angenommen, 
v+yu=r 
eam 
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es sei schon bewiesen, daB P, fiir 0 < vy < r < mein Polynom in den w,,, #,, ist, 
dann ist auch ¥’ P,P,,= 2 P,+ B(w,;, ,,) und damit auch P, ein derartiges 
vr+e=r 
Polynom. Durch vollstandige Induktion folgt, daB Py, P,,..., P,,, also auch 
IT(1 — p,) Polynome in den wy,,, #,; sind. 
Fiir gerade Reihenanzahl folgt unser Satz iibrigens wegen 


\W—WWHW|=-|E—Ww|P| 


sofort aus der Tatsache, daB die Determinante einer alternierenden Matrix 
Quadrat eines Polynoms in ihren Elementen ist. 


§ 2. Gruppen von eineindeutigen analytischen Abbildungen. 


Die Typen (I), (II), (III) von irreduziblen beschrinkten symmetrischen 
Gebieten nach E. Cartan [1] lassen sich folgendermaBen definieren: 


Typus (I) €:E— Z.Lq > 0, 
Typus (II) €,: E— ZZo > 0 und Z = —Z,(n > 1), 
Typus (III) €,: E—Z,Z,>0 und Z, = Z,. 


Ferner betrachten wir die Bereiche 
1 > 1 < 
91: 9; (2—4Z) > 0; $2: 5; (2—Z) > 0, ZZ =— E(n> 1); 
re Pa 


Wir fassen €, und 9, auf als Bereiche im euklidischen Raum von n? komplexen 
Dimensionen, Z, und Z als n-reihige Koordinatenmatrizen, €, bzw. §,(v = 2,3) 
als Unterriume von ©, bzw. 9,. Die Gleichungen 


(3) Z =i(E + Z,) (E —Z,)-, 
(4) Zo= (Z2—iE#)(Z+ ik) 


definieren eine eineindeutige analytische Abbildung von €, auf 9,. Fiir 
Z,€ &, ist |E — Z,| + 0 wegen E — Z,Z, > 0; fiir Z € 9, ist |Z + iE| + 0 wegen 
H (Z— Z) > 0. Also sind die auftretenden Matrizen sinnvoll. Nach (3) ist 


7 (Z—Z) = (E —Z,Z,) {(E —Z,)>} > 0. Also ist (3) eine Abbildung von 


€, in $,. Nach (4) ist E—Z Z)— * (Z—Z) {(Z—i By} > 0. (4) ist’ daher 
eine Abbildung von 9, in €,. Da (3) und (4) Auflésungen voneinander sind, 
handelt es sich um eine Abbildung von €, auf , und umgekehrt. 

Durch die Gleichungen (3) und (4) werden die Unterriume €, auf 9, 
(v = 2, 3) abgebildet. Das ist fiir » = 3 trivial, da symmetrische Z, auf sym- 
metrische Z abgebildet werden und umgekehrt. — Sei Z,<¢ €,, dann ist Zj = —Z, 
und 


ZZ=— (E tT Z,)~'(E — Z,) (E + Z) (E —Z,)-*= — &, 
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also Z € Hq. Sei Z € Hq, so ist Z’ Z = — EF und daher 
Z’Z—iZ+i2'+ E=—Z'Z—iZ + iZ'—E, 
(Z' + i£)"(Z’— if) = (iF —Z)(Z + ik). 


Somit ist Z, = — Z,, also Z,¢ €,. 
Q, sei die Gruppe aller 2 n-reihigen komplexen Matrizen M, fiir die 


~ . 0 
MIM=TI1 mit t= (do “3 
Setzen wir 
AB 
M=( 5) 


mit n-reihigen Matrizen A, B, C, D, so ist MIM =1 gleichbedeutend mit den 
Gleichungen 


AB=BA, CD=DC, AD—BC=E. 
H. Braun [3] hat gezeigt, daB durch 
W =(AZ+ B)(CZ+ D> mit m=(4 Dé Q, 


eine eineindeutige analytische Abbildung von 9, auf sich vermittelt wird. 
Nach dem Identititssatz fiir Potenzreihen folgt leicht, daB zwei Matrizen 
M, M,¢ 2, dann und nur dann die gleiche Abbildung liefern, wenn M = a M, 
mit einer beliebigen komplexen Zahl a vom absoluten Betrag 1. Identifi- 
kation aller derartigen Matrizen aus 22, fiihrt zu der Gruppe der Abbildungen 2". 

Q, sei die Untergruppe aller orthogonalen M aus 2. 2;, die symplektische 
Gruppe, besteht aus den reellen M aus 2Q,. 

Satz 1: Q, liefert die volle Untergruppe der Abbildungen aus 2', die 9, auf 
sich abbilden (v = 2, 3). 

Beweis: 1. Wenn M € Q,, so hat M die Gestalt 

A B 
m= (“5 3). 
Sei Z€ 9,, W = (AZ + B) (— BZ + A)-', dann ist wegen Z'Z + E =0 
W'W = (—2Z'B + A)*(Z' A'+ B’) (AZ + B)(— BZ + A) =—E, 


also W € $,. Da Q, eine Gruppe ist, handelt es sich um eine Abbildung von 9, 


auf sich. — Es sei a ie 
0,-( 22 8)‘ o( 2) onan 


Wegen (3) ist ®, die Gruppe derjenigen Matrizen, welche die den Elementen 
von {2! entsprechenden Abbildungen von &, auf sich liefern. Man rechnet 
leicht nach, daB die Matrizen M ¢ ®, charakterisiert sind durch 
= , - 2 (—F 0 
it K M=K, wobei K=( 3). 


Sei nun eine Abbildung aus 22! gegeben, die 9, auf sich abbildet, M sei die 
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zugehorige Matrix aus 2,. Die entsprechende Abbildung von &, auf sich sei 
W = (AZ + B)(CZ+ Dy, M*=(5 5). 

Es gilt W’ = — W fiir alle Z € &,. 
(Z' A’ + B’) (CZ + D) =—(Z'C' + D’) (AZ + B). 


Koeffizientenvergleich zeigt 


(ca) (¢ p)~ AF. 


a 0\/4 2) 
er >) 


Da | M*| = 1, folgt |A| = 1. Indem man M* durch A~ ‘* M* ersetzt, kann man 
annehmen 4 = 1. Es folgt D = A, C= — B. Somit fiir M: 
M M'= E. 

2. Sei M¢€ 2,, W = (AZ + B) (CZ + D) mit reellen A, B,C, D. Dann 
ist (Z'A’+ B’) (CZ + D) = (Z'C’ + D’) (AZ + B) wegen M'I M = 1, Z'=Z, 
und damit W’= W. — Sei W = (AZ + B)(CZ + D)“ eine Abbildung aus 
{2', die 9, auf sich abbildet. Dann gilt W’= W fiir alle symmetrischen Z € $),. 

(Z' A’ + B’) (CZ + D)=(Z'C'+ D’) (AZ + B). 
Koeffizientenvergleich liefert M’I M = AI. Wegen ||M| = list |A| = 1. Indem 
man M durch A4~ ‘!*M ersetzt, kann man annehmen M’I M = J, also M ¢ Qs. 

Bekanntlich liefern zwei Matrizen M,M,¢ 2, dann und nur dann. die 
gleiche Abbildung, wenn M = + M,. — M,<¢ ®, bilde ©, identisch ab auf 
sich selbst, dann folgt fiir n > 2 aus 


Z = (AoZ + B,) (— ByZ + Ay)-? fir Z'=—Z 


B,= 0, Ag= aE mit reellem a. Wegen MK M =K ista=+1. Also liefern 
M, M,¢ 2, fiir n > 2 dann und nur dann die gleiche Abbildung, wenn M = + M,. 
Identifikation aller Matrizen aus ®,, ®,, 2,, 25, die sich nur um das Vorzeichen 
unterscheiden, fiihrt zu den Abbildungsgruppen ®*, @°, Q?, 28. — Im Falle 
n = 2 liefert M,¢ ®, dann und nur dann die identische Abbildung, wenn 
A 0 ; a b 
My= . 3) mit A= (% *) , jal?+ |b]?=1. 
Sofern sich dieser bekannte Sonderfall des Einheitskreises bei den folgenden 
Betrachtungen auswirkt, wollen wir voraussetzen, daB n > 2. 
Satz 2: Die Gruppen 2’ sind transitiv beziiglich §,. 


Beweis: Sei Zé 91, Xo= 5 (Zo+ Zo), Yo= yz Zo—Z). Es gibt eine 
Matrix A, so daB Y,{A} = #. Die Abbildung 
W =(AZ—AX,) A 


aus {2! fiihrt dann den Punkt Z, in i£ iiber. — Fiir v = 2,3 lésen wir die 
entsprechende Aufgabe in €,. Es sei Z,¢ €,, man bestimme A, so dab 


Wegen M*K M*=K gilt 
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A(E —Z,Z,) A = E und setze B = — AZ,. Dann ist 


(4,2)co, (4 2)cm, 
Die zugehérigen Abbildungen fiihren Z, in 0 iiber. 

Wegen der Transitivitaét von ® geniigt fiir das Studium der vollen Gruppe 
der analytischen Abbildungen von &, auf sich die Untersuchung der Abbil- 
dungen mit dem Fixpunkt 0. — Sei W = (AZ + B) (CZ + D)“ aus @' eine 
solche Abbildung. Dann ist B = 0; da 


A 0 

(6 p)em. 
sind A und D unitér, C = 0. Also 
(5) W=U,Z 0; 


mit den unitéren Matrizen U,= A, U,= D~. Nun sei eine Abbildung aus &” 
(vy = 2,3) mit dem Fixpunkt 0 gegeben. Da ®,c @,, gilt W = U,Z U, mit 
unitéren Matrizen U, und U,. Ferner ist 
U;ZU; =U,Z0U, 

identisch in alternierenden bzw. symmetrischen Z erfiillt. Koeffizienten- 
vergleich zeigt, daB U; = a U, mit einer Zahl a vom Betrag 1. Indem man 
noch U, durch a~*/*U, und U, durch a’*U, ersetzt, folgt 
(6) W=U,Z0,. 
Durch die Gleichungen (5) bzw. (6) sind also die vollen Untergruppen von ®* 
bzw. ®*, D der Abbildungen mit Fixpunkt 0 gegeben, wenn U, und U, alle 
unitéren Matrizen durchlaufen. 

Wir wollen nun die volle Gruppe der analytischen Abbildungen von &, auf 
sich untersuchen. 

Satz 3: Jede eineindeutige analytische Abbildung von ©, auf sich mit dem 
Fixpunkt 0 ist linear. 

Beweis: W=W(Z) sei eine derartige Abbildung. Fiir Z,¢€ €, seien 
Ty Ta -+ +5 T_, OSS *** S1,< 1, die Eigenwerte von ZoLZo Fiir jede komplexe 
Zahl ¢ mit tir, < 1 ist auch tZ,¢ €,. Es existiert daher eine Potenzreihen- 
entwicklung 


(7) W (tZ,) = by t*W,(Z,), tir, < 1. 
k=1 


Die W,(Z,) sind homogene Polynome der Ordnung k in den unabhin- 
gigen Elementen von Z,, W,=—W; fir »=2, W,=W;, fir »=3. Da 
E—W(tZ,) W > 0 far tt = 1, ist nach (7) 


1 ~ dt = =~ 
(8) ——- [e- W (tZ,) W) = a fe 9 W,(Z,.)W, > 0. 
ti=1 = 
Wir untersuchen zunichst W,— W,(Z,). Durch die gleiche Uberlegung wie 
im Falle v = 3 [2] zeigt man, daB W,(Z,) eine eineindeutige lineare Abbildung 
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von &, auf sich ist, die den Rand auf sich abbildet. Fir » + 2 setzen wir 
speziell 

Zy= U,PU,, P= [py «+s Pn), 
U,, U, unitir, U,= U3 fir » = 3. Wenn —1 < p,< 1, dann ist Zp, innerer 
Punkt von &,, wenn —1S p,51 und mindestens ein pp= +1, so ist Z, 
Randpunkt von &,. |Z — W, WI ist ein Polynom in den p, vom Totalgrad 2n, 
|E—W,W,|=0 auf dem Rande. Daher ist |E—W,W,| teilbar durch 


IT (1 — pj). Da beide Polynome den gleichen Totalgrad haben und die kon- 
k=1 


stanten Glieder iibereinstimmen, folgt wegen Hilfssatz 1 und 2 


(9) |Z —W, (Zp) W, (Z,)| = |Z — ZZ, 
fiir alle Z,< €,. — Sei nun vy = 2. Wir setzen speziell 
Zy= Ui PU, P={(0), p,J,--- Pat), I -(° 0) 


mit unitérem U, und m = [3]. Z, ist innerer Punkt von €,, wenn— 1 < p,< 1, 

und Randpunkt, falls — 1 < p, < 1 und mindestens ein p, = + 1.|E —W 1(Z_)W,| 

ist ein Polynom in den p, vom Totalgrad 4 m. Andererseits i ist nach Hilfssatz 4 
|Z —W, (Zp) W,| = P*(p,, - - +s Pm) 

mit einem Polynom % vom Totalgrad 2m. |E —W, W,| = 0 aufdem Rande. 

Daher ist |Z — W,(Z,) WI teilbar durch i (1 — pj). Wegen des Uberein- 


stimmens der konstanten Glieder beider "Poly nome und Hilfssatz 3 gilt (9) 
auch fiir y = 2. — Da W,(Z,) linear ist, haben W, W, und Z.LZo die gleichen 
Eigenwerte. Nach den Hilfssitzen 1, 2 und 3 existieren unitire Matrizen 
U,, U2, so daB 

(10) W, (Zo) 7. U,Z, U, 


fiir alle Z,¢ €,; U,= U3, falls » + 1. U,, U, hangen zunichst noch ab von Zp. 
(10) gilt daher auch fiir alle komplexen Matrizen Z,, bzw. fiir alle alternierenden 
Z,, bzw. fiir alle symmetrischen Z,, je nachdem v = 1, 2 oder 3 ist. Wegen (8) 


ist E—W, W,—W,W,> 0 fiir k = 2,3,... . Wir setzen 
D,= e'*r, m=n fir v = 1, 3, 
X = U,[D,, D,, ..., Da) Ug : 
“ es D,= I,m = 5 fiir » = 2, gerade 


mit unitéren U,, U, und reellen g,, U,;= U; fir »+1. Fir 0S u < 1 ist 
Z,=uX€E,. Wegen (10) ist 


(1 —u?) E—W,(Z,) W,> 0. 


Der Grenziibergang u—1 liefert W,(X)=0. W,(X) ist eine analytische 
Funktion in den 9,, die fiir reelle Werte von gy, identisch verschwindet. 
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Auf Grund der Hilfssaitze 1, 2 und 3 folgt 
(11) W,(X) =0 
fiir alle X € &,. 
Sei vy = 2, n = 2m + 1 ungerade; wir setzen 
X = Us [D,, ..., Dm, 0] Us, D,= eI, Zo=uX fir OSu<l 

mit unitérem U, und reellen g, (1 Sr <m). Dann ist 

n—1) 

WW, =u? (* 0 1) (Ose 


fiir alle u zwischen 0 und | und wegen (8) 
(E —W, W,) {U3 U3} — WW, {Us U5} > 0. 
Der Grenziibergang u —1 zeigt 


o@-Yo fi 
( 4 1) Waa Us 3} 2 0. 


Daraus folgt W,(X)=0. Nach dem gleichen SchluB wie vorhin gilt dann 
W,,(X) = 0 fiir alle X € E,. Somit ist 
W(Z) = W,(Z). 
Wir wollen nun die Abbildung W,= W,(Z,) naher untersuchen. 
Satz 4: Die volle Gruppe der eineindeutigen analytischen Abbildungen von &, 
auf sich mit dem Fixpunkt 0 lautet 
fiir v=1: W,(Z,) =U,Z,U3, 
W,(Z,) = U,Z U2, 
fiir v= 3: W,(Z,) =U'Z,U 
Beweis: Sofern keine Angaben unter dem Summenzeichen stehen, werde 


fir v= 1 tiber &,] = 1,2,...,n, fir »=3 unter der Einschrinkung k </ 
summiert. Es seien 


Wy (Zo) = 2% Agr, WT (Zo) = Ezy Ay. 


Dann ist W, (Zo) = WT (Zp). Fiir £f,- E gilt nach (10) W, W,= E und daher 
nach dem gleichen SchluB wie beim Beweise von (11) 

(12) W, (Zo) WE (Z>") = E£ 

fir alle nichtsinguliren Z). Es sei Z»= Z,+ Z,, wobei Z,= [2,..., Zan) 
Z,= Z,—Z,. Durch Entwicklung von Z>' in einer Umgebung von Z,= 0 
folgt aus (12) speziell 

(13) W,(Z,) Wt (Z;*) = E, W,(Z,) Wt (Z>*) = W,(Z,) WF (Z>" Z,Z, "). 

Aus der ersten dieser Gleichungen entnehmen wir durch ahnliche Uberle- 
gungen [2] wie im Falle vy = 3, daB nach Multiplikation von W, mit geeigneten, 
von Z, unabhiangigen, unitéren Matrizen gilt W,(Z,) = Z,. Aus (13) folgt 
(14) W,(Z,) = Z, WP (Z>* 2,27") Z, fiir |Z,| + 0. 


Math. Ann. 129. 24 


mit beliebigen unitéiren 
Matrizen U, U,, U3. 
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Fir » = 3 erhalt [2] man dann W,= U'Z,U mit unitérem konstantem U. — 
Falls vy = 1, folgt aus (14) 

ZeetuAn= 4An%Z (k +l). 
Daher ist 

W, (Zo) = 2, + ((@xr2e2)) + ((Oxr2i%)), 
Qy;= zy, by, = 5y,, App = Oy, = 0. Wegen (10) gilt 
(15) |W,| = |Z]. 
Fir k +1 setzen wir z,,= 1, falls r + k,l und alle z,,= 0 (r + 8) bis auf z,;, 
z,,- Aus (15) folgt zunachst 
Zee Zu— (GerZer + Oprzre) Oerzer+ GerZre) = ZexZu— *et71e 
also 
y15,,= 0, |ayi|? + |e2|?= 1 
und weiterhin 
W,= ((@x12x7)), Ge2= Gy, Gey= 1 oder Wy = ((b,:27%)), Ox = bie, One = 1. 


Nach Multiplikation von W, mit geeigneten unitairen Diagonalmatrizen D 
bzw. D von links bzw. rechts kann man annehmen a,;= 1 oder 6,;= 1 
(l= 1,...,m). Nun betrachte man in der Gleichung (15) den Term 


Ze Za0 + + + Ze—1,e—1 74174141 © + « 2-1,1-1211%141,141° += 2an (Lk <). 
Es folgt a,;= 1 oder b,,;= 1 fiir alle k, 1, d. h. 


W,=Z, oder W,=Z. 
Es sei noch bemerkt, daB die Abbildungen W,= U,Z,U, und W,= U,Z)U, 
fiir n > 1 wesentlich verschieden sind, da es keine konstanten Matrizen U, V 
gibt, so daB 
UZV=Z,. 

Umgekehrt sind auch die Abbildungen von Satz 4 Abbildungen von €, auf 
sich. Wenn Z,€ &,, so ist Z —Z,Z,> 0 gleichbedeutend mit Z —£,f,> 0, 
daher E — Zj Z;, > 0, also Z; € €, und umgekehrt. 

Fiir vy = 2 wollen wir uns bei der Untersuchung von W,(Z,) auf die Be- 
trachtung gerader n = 2m (m> 1) beschrinken. m= 1 fihrt auf den be- 
kannten Fall des Einheitskreises. Wir setzen Z,= ((Z,;)), W,= ((W,.)) mit 
2-reihigen Matrizen Z,,; und W,,. 

Satz 5: Die volle Gruppe der eineindeutigen analytischen Abbildungen von €, 
auf sich mit Fixpunkt 0 besteht fiir gerades n aus den Abbildungen 

W,= U'Z,U fiir n> 4, 

W,= U’Z,U 

W,= U'ZjU 
und U eine beliebige unitére Matriz. 

Beweis: Fir die Funktionen W,= 5 z,,A,, und Wf = ¥ z,,A,, gilt wieder 

kel k<l 


Zu Zi 
fir m= 4; dabei ist 23 ~( 


—Zi, Ze: 


(16) W,(Z,) Wi (Z,") = £ 
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fiir alle nichtsingularen alternierenden Z,. Wir setzen 
0 
Ze 


Zo= [z, I, ee +9 Zm 1] + / . = Z,+ Z. 
Zit. 


0 
Durch Entwicklung von Z>' in einer Umgebung von Z,= 0 folgt aus (16) 
speziell 
(17) W,(Z,)W?(Z>') = £, W,(Z,) WT (Z>*) = W,(Z,) Wt (Z7*Z,Z>"). 
Aus der ersten Gleichung entnehmen wir 
P A, 4,%2;' =o EZ, 
kl 


wobei A,= A,,_) 9, gesetzt ist (r = 1, 2,..., m). Also gilt A, A, = 0 fir k + I. 
Fir Z,= 0, z,= 6,, mit dem Kroneckerschen Symbol 6,, ist W,(Z,) = A,. 
Wegen (10) hat A, A, die Eigenwerte 1, 1,0,...,0. Nach Hilfssatz 3 kénnen 
wir nach Transformation von W, mit einer unitiéren Matrix annehmen, 
daB A,= [I(®, 0]. Wegen A,A,= 0 (k + l) ist 


0) 0 7 
A, -( 0 a») fiir k> 1. 


InduktionsschluB zeigt, daB man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an- 
nehmen kann 

A,= [6er7, « «+s Semt] 
und damit 

W, (Z,) “A Z,. 
Wegen (17) gilt 
(18) W,(Z,) = Z, Wt (Z2>1Z,Z>") Z, fiir |Z,| + 0. 
Es ist Z>' Z,Z>* = (((zp2)"11 Zy:1)), Zp, = 0, also 
~, (Agy-1, 21-1 Z2n-1,21-1 + Ages, 21%2e-1,22+ Ace, ot-172n 21-1 + Ace, 21728, 21) 
= Z, D(z 2)" x 
k<l 

x (— Agy_ ors 24, 02 + Ase-s,21728, 21-1 + Ace, 21-1728-1, 22 — A gx, 21%2n-1,21-1) 21 ; 
Koeffizientenvergleich zeigt 


2,2;Aex—1,21-1= Asx, 2[%Z), 2,2; Agx-1,21= — Age, 21-11%], 
k,l =1,2,...,m,k<l. Es folgt, daB bei den Matrizen A,,_; 9:1, Agg-s.2n 
Asx 21-1 Ace, nur die zweireihigen Kastchen mit den Indizes k,/ und J, k 
von Null verschieden sind. Setzen wir 


0 0 
Pri ~ Ger 
Agya2ia a ifte, ’ Agy,21 ye =e. ’ 
0 0 
0 0 
~ Ay ~ Ser 
Agx-1,21 -” Hit ’ Agp,e1-1 ? jis” , 


0 0 
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so folgt aus obigen Gleichungen weiter 
(19) Py= Gy (1), He = —Iy ll). 
Wegen (10) ist |W,| = const |Z,|. Da |W,| und |Z,| den gleichen Term 
(2,22. . . Zm)*® enthalten, gilt 
|W,| = |Zo)- 

Es ist 

W, (Zo) = (2 J, ce 2m) Tr 

0 


+ a Ppizex-1.21-1 + Gei2enet + Ae t2ex-1.21 + Je t22k, 20-1 
PTA h ag 
Aus |W,| = |Z,| folgt 
|FetZex-1,21-1 + Gur2ex,20+ Agizenr,21+ J xt%ex, 21-1] = |Zeil- 
Wegen (19) erhalten wir daraus 
Fi os 0, | Ay ™ 0, Z fs i}, - Zh,h, _ 1, 
Lf,h, =, fyhg—fahs—fghe+ fab = 0, 


Pu- (jf), Hu=(22)- 


Man kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit W, mit unitéren konstanten 


(20) 
wobei 


Matrizen U = [U,, ..., U,,], die U, seien 2-reihige Matrizen der Determinante 1, 
transformieren. Es gibt unitire U,, U,, so daB 
, 1 0 » 01 0 0 
U! Fi,U,= * 7 und U; H,,U,= (; 0) oder (1 0) : 


{U,| = |U,| = 1. Im Falle n= 4 sind wir damit fertig, denn nach Trans- 
formation von W, mit [U,, U,] erhalt man W,,= Z,, oder Zo. 

Die Abbildungen W,= U’Z§ U kann man nicht in der Form W,= V’Z,V 
schreiben, da es keine nichtsinguliren konstanten Matrizen A, B gibt, so daB 
AZ, = Z§ B. — Auf der anderen Seite gibt es unitire U,, U,, so daB 


U; Z,,U,= Z\2, |Uj| |U| =1. 
U,, U, hangen noch von Z,, ab. Daher 
[U,, U3)'Z(U,, U,) = ZS. 


Z Z% und Z Zo haben also die gleichen Eigenwerte. Folglich ist W,(Z») 
= Z§ eine eineindeutige analytische Abbildung von €, auf sich. 

Sei nun n > 4. Wir miissen (10) staérker benutzen als bisher. Die Eigen- 
werte von W, W, und ZZo stimmen iiberein fir alle alternierenden Z,. Also 
sind speziell die Summen der zweireihigen Hauptminoren von W, W, und 
ZL identisch gleich. In dieser Gleichung werden wir Koeffizientenvergleich 
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vornehmen. Es seien 


= 0,Z,.= (5 > Z,,= 0 (k < 1) auBer Z,, und Z,, = * ~ * Vou a ~~ 


~ ~ 
x 


W W und ZZ haben die gleichen Eigenwerte, wobei 
0 ¥°% 9 0 


y 0 
‘ 00 a oo ° 
W _s 0 W, W, und Z = 0 % X 
* Ws W, * ®_ Xs 
0 0 


Der beschriebene Koeffizientenvergleich ergibt bei Betrachtung des in |y| 
quadratischen Gliedes wegen 
2 w, 0, = Z x, %, 

die Gleichung 

WW, + WeW,= 1% %,+ WX, 
fiir alle Z,,. Also ist f,= fg= hg3= h,= 0. Nach Transformation von W, mit 
U = [E, E, U* E,..., £) bei geeignetem unitéiren U* der Determinante 1 
kann man annehmen, daB f,= 0. Wegen (20) ist h, = 0 und somit 


w (; 2, hex, 
Ta haz, h -): 


Sei nun Z,, = W,,. Man betrachte 


1 Ye "Ye 
"1 0 00 0 / 0 00 0 
W= w, Of und Z= a 0 
0 0 
* w, 0 * x, 0 
0 0 


Der genannte Koeffizientenvergleich liefert : 


Re (y, J2W,w;) = Re(y, 72%, X53), 
also f,hg= 1. Der Fall W,.= Zj, kann nicht eintreten fiir n > 4, da sonst 
nach dem gleichen SchluB mit 


S 
8 
° 


W wie oben, folgen wiirde Re(y, 9,%,w,) = 0. Nach Transformation von W, 
mit U = [E, U,, E}, Up= (i 


setzung dieses Verfahrens fiir die sechsreihigen Untermatrizen, die symmetrisch 
zur Hauptdiagonale liegen, zeigt, daB man annehmen kann 


Wyertim Zp rsa (r= 1,2,...,m—1). 


Wir untersuchen nun W,, fiir] > k+ 1. Seien 


0 2) xX « w, w 
Zisi=(o o)» Zu~ (2 zt)» Wer= (0, et) 


r , kann man annehmen W,,= Z,,. — Fort- 
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sonst alles Null unter Wahrung der Schiefsymmetrie. Der iibliche Koeffi- 


zientenvergleich zeigt 
wW,W, + Ws; Ws = 147, + 23 Zz. 


~ 2 
Zeeu= (0 ~ 


Z,, wie vorhin, sonst alles Null, so ergibt sich 


Setzen wir 


Wz; Ws + W,W,= %3%3+ XZ. 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt 
fit, hers 
Wii = a . 
Iigts fix, 


44,1= (2 ). Zy1= Fs 4 ’ 


sonst alles Null, so erhalt man durch ahnliche Betrachtungen 


Seien 


Re(w, W, 9; Y2) = Re(x, 7,9, y2), 
also {,h,= 1. Wir miissen nun noch zeigen, daB h,= 1. Angenommen, es sei 
schon bewiesen 


Wiea= Zen+w Wieese= Ze, k+e cee W,ia= Zx, i-1- 
Wir setzen 


0 0 
t= (22), Besr=(), Snra=( 8), Serer-(2,%), 


sonst alles Null unter Wahrung der Schiefsymmetrie. Dann ist 


0 w 
Wu= (0 °) . 
Der beschriebene Koeffizientenvergleich ergibt 


Re(y, J2W2y3) = Re(y, 7272 Ys)- 
Es folgt h,= 1 und damit durch InduktionsschluB W,,,= Z,;. Damit ist 
Satz 5 bewiesen. 
Wir fassen die beiden letzten Satze unter Verwendung der Transitivitat 
von ® beziiglich €, zusammen zu 
Theorem 1: Die vollen Gruppen der eineindeutigen analytischen Abbildungen 
von ©, auf sich lauten 
fiir »y = 1: W(Z) = F(Z), , . 
W(Z) = F(z’) mit Fe @', 
fiir v = 2, n gerade und > 4: W (Z) = F(Z), 
n= 4: W(Z) = F(Z), W(Z) = F(Z*) 
fiir v= 3: W(Z) = F(Z) mit Fc @. 
Da ®,,®,< ®,, lassen sich im allgemeinen die Abbildungen von €,, &, 
auf sich analytisch fortsetzen zu Abbildungen von €, auf sich. Eine Ausnahme 


mit F ¢ @* und Z* = . ma | 
Zi 
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liegt lediglich vor bei vy = 2 und n= 4. Fir »=3 und »= 2, 2+ 4 ist @ 
bzw. ®? die volle Gruppe der analytischen Abbildungen; fiir » = 1 und » = 2, 
n = 4 dagegen nicht. 


§ 3. Riemannsche Geometrie in 9,. 

Wir betten den Stecetschen Halbraum 9, und 9, ein in 9,. Sodann 
bauen wir in 9, eine Geometrie auf. Die geometrischen Eigenschaften von 
%, und $, werden sich dann in einfacher Weise aus denjenigen von 9, ergeben. 
2, Hz sind in dieser Geometrie Ebenen in 9,, d. h. die geoditische Linie relativ 
zu 9, zwischen zwei Punkten aus 9, oder 9, verliuft ganz in diesen Unter- 
raumen. 

Es soll zunachst untersucht werden, wann zwei vorgegebene Punkte aus 9, 
auf zwei weitere vorgegebene Punkte aus 9, durch Elemente von 22” abge- 
bildet werden kénnen. Es seien Z, Z,€ 9,. Unter dem Doppelverhialtnis von Z 
und Z, verstehen wir die Matrix 


R(Z, Z,) = (Z—2Z,) (Z—Z,)7(Z —Z,) (Z—Z,)7. 


Dieser Ausdruck ist sinnvoll, da |Z — Z,| + 0 wegen Z — Z,¢ ,. Wir benétigen 
zuniachst 

Satz 6: Seien Z,Z,¢ 9,. Es gibt eine Abbildung aus 2°, die Z in iE und Z, 
in iT simultan iiberfiihrt, wobei T die folgende Normalform hat: 


fir v= 1,3: T= [t,,...,¢,] la&a-*'st, 
E+T7, E+» 01 
fir y= 2: Tall), gH... fo | T,=( 40) OSHS "Sty L. 


Beweis: Wir lésen die entsprechende Aufgabe fiir €,. Nach (4) entsprechen 
iE und iT in &, die Punkte 0 und 


th — oe 
(?,....0], f= are , Osh s-:-st <1 fir » = 1,3, 
k 
A, Ta se a Teal fiir vy = 2. 


Die den Punkten Z, Z, entsprechenden Punkte in €, bezeichnen wir wieder 
mit Z,Z,. Wegen Satz 2 kann man annehmen Z = 0. Nach den Hilfssitzen 1, 2 
und 3 gibt es unitire Matrizen U,, U,, so daB 


I 
io = 


(ay!*, .. 5g /*] fiir v = 


as a ede fae qi 1,.. 5927) fiir » 


’ 


U,= Us fiir » = 1; gy. + 5 Ins OS GS *** S M< 1, sind die Eigenwerte von 
Z,2,. Dann leistet die Abbildung W = U,Z,U, das Verlangte. 
Z, Z, seien zwei beliebige Punkte aus 9,; 


7=(AZ+B)(CZ+ Dy) . (2 B\ | 
M =|, €Q 

W,= (AZ, + B) (CZ,+ mA] sbi ¢ >) 
Dann ist 


(21) R(Z, Z;) = Q R(W, W,) Q", 
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wobei Q = Zz, + D. Es ist namlich 
(22) Z,—Z=(2,B) itr (5) — (2,6 + D) (W,— W) (CZ + D). 


Wegen MIM =I gilt W- (AZ + B) (CZ + D)-', entsprechend fiir Z, und 
W,. Daher folgt aus (22) 


Z,—Z = (Z,C + D) (W,— W) (CZ + D), 

Z,—Z = (Z,C + D) (W,— W) (CZ + D), 

Z,—Z = (2,0 + D) (W,— W) (CZ + D) 
und damit (21). — Die Eigenwerte von R(Z, Z,) und R(W, W,) stimmen also 
iiberein. 

Seien nun Z, Z,, W, W,€ 9, vorgegeben, derart daB R(Z, Z,) und R(W, W,) 
die gleichen Eigenwerte haben. Dann gibt es eine Abbildung aus 2”, die Z 
in W und Z, in W, simultan iiberfiihrt. Wegen Satz 6 und (21) geniigt es nim- 
lich zu zeigen, daB 7' in der Normalform von Satz 6 eindeutig festgelegt ist 
durch die Eigenwerte von R(i EZ, iT). 


math (teat a 
noa.ir)~ {lla ,--9(25a) | fir vy = 1, 3, 
[(0), 2B, ..., 2, B®) fir y <2. 


Wegen 1 St4,5t,5---St, bew. OS t,5t,5--+- St,,< 1 folgt die Behaup- 
tung. — Damit ist bewiesen 

Theorem 2: Ein Punktepaar Z, Z,€ 9, lapt sich dann wnd nur dann auf ein 
weiteres Punktepaar W, W,€ 9, abbilden durch Elemente von 2”, wenn die 
Eigenwerte von R(Z, Z,) und R(W, W,) iibereinstimmen. 

Insbesondere folgt noch aus den obigen Betrachtungen, daB die Eigenwerte 
r, von R(Z, Z,) stets reell sind und die Ungleichung 


(23) 0<sr<1 
befriedigen. 
Wir fiihren nun in 9, eine Metrik ein durch die Differentialform 
ds*= o(Y1dZ Y1dZ). 
Dabei ist Y = ar (Z— 2), dZ = ((dz,,)); o(A) bedeute die Spur der Ma- 
trix A. H. Braun [3] hat gezeigt, daB diese Differentialform invariant ist 
gegeniiber Abbildungen aus 2!. 
o(Y¥dZ Y-1dZ) = o(¥’1dZ’ Y’1dZ’). 


Also ist ds* auch invariant gegeniiber der Abbildung W(Z) = Z’ und damit 
gegeniiber der vollen Gruppe der analytischen Abbildungen von 9, auf sich. 
ds? ist positiv definit, da die Differentialform im Punkte Z = iE positiv ist. 
Diese Form fiir das Linienelement wird nahegelegt durch die Formel fir das 
Doppelverhaltnis. — Wir betrachten nun geodatische Linien. 
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Satz 7: Zwischen zwei vorgegebenen verschiedenen Punkten Z,,Z,€ 9, gibt 
es stets eine geodiitische Linie. 
Beweis: Wegen Satz 6 darf man annehmen, daB Z,=i#, Z,=iT = 
ifq,...4,)], lS4st,5--++sSt,>1. Wir zeigen, dab 
Z,(u) =i [tt,...,@)], OSusl, 
eine geoditische Linie ist, die i# mit i 7 verbindet. 


al 2 * ‘ “ti 
da = * [tf logt,, ..., % logt,), Y>*(u) = [t7*,...,# 7"). 


Daher ist 
ds*= »* (logt,)*du* 
k 
und die Bogenlinge 
tn (+ log*t,)" 
k 


Wir miissen zeigen, daB jede andere Kurve Z(u) zwischen i# und iT mit 
stiickweise stetiger Tangente eine Bogenliinge = 0 besitzt. Wir setzen an 
Z(u) = X(u) + ¢ Q(u) {U (u)}. 
Dabei seien X = 4 (Z + Z), Q eine reelle Diagonalmatrix [q, . . ., ¢,], U unitar, 
Q(0) = U(0) = U(1) = £, X(0) = X(1) = 0, Q(1) = T. Wegen 
ds?= o(YdZ Y-dZ) = o(YdX YdX) + o(Y¥7dY Y= ¥) 
ist die Bogenlinge von Z(u) gréBer als diejenige von 
Z,(u) = ¢ Q(u) {U (u)}. 
Es geniigt also, Z,(u) zu betrachten. « bedeute Ableitung nach uw. Fiir F = UU 
gilt F =F. Durch die gleiche Rechnung [2] wie im Falle v = 3 erhilt man 
o(¥*¥ ¥+Y) = 2a(F*) + o(Q*Q Q*Q)—20(F QF Q*) 


5 haul Mat  (@) 


= k,l qe 4 k qk 
Wegen der Identitat 
n 
ps Qt > (= CK @r)' + is’ (Cy Q:— & Q,)* 
k=1 k k,l 
fir Yc? = 1 folgt mit c,= o~? logt,, Q, = ~. fiir die Bogenlinge 9, von Z,(u) 


1 
A=f (+ “2@x) du = X c, logt,= 0. 
o\E k 


Das Gleichheitszeichen steht genau dann, wenn 


fet(G—h) = 9%, 
91-4 Q,.= 0 
fiir alle wu aus dem Intervall 0 < u <1. 


Satz 8: Zwischen zwei verschiedenen Punkten Z,, Z,€ 9, gibt es genau eine 
geodéitische Linie. 


} £,1=1,2,....0; FaQ=0 
k 
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Beweis: Wir kénnen wieder annehmen, daB Z,= if, Z,= iT. Z*(u) sei 
eine zweite geoditische Linie, die iZ mit iT verbindet. Es werden die gleichen 
Bezeichnungen wie bei Satz 7 verwendet. Der * deute an, daB die betreffenden 
GréBen zu Z*(u) gehéren. Dem Beweis von Satz 7 entnehmen wir, daB wir 
annehmen kénnen: 

Z* = iQ* {U*}, Q*(0) = U*(1) = U*(0) = E, Q*(1I)=T 


mit einer positiven reellen Diagonalmatrix Q* und unitérem U*, 


(24) fiat — at) = 9, ¢ QF — ce, QF = 0, 2% QF 20 
fiir alle wu aus 0 <u <1. Aus der letzten Gleichung folgt 
(25) gt = © mit y(u) = loggy (logt,)". 
Wegen » c, Qf = 0 ist y(u) >} 0. Aus (24) und (25) ergibt sich 
E 
T F*— F*T=0, 
U*T U*+ U*T U* =0, 
U*T U* =T. 
Mit (25) folgt Q*{U*} = Q* und damit 
Z*(u) = 6 [t7™, .. ., 27). 


Da y(0) = 0, y(1) = 1, stimmen die Kurven Z,(u) und Z*(u) in ihrem ge- 
samten Verlauf iiberein. 
Fiihren wir statt uw den Parameter t =o u ein, so hat die geoditische 
Linie die Parameterdarstellung 
Z(r) = [e*",...,e""], Te =10<ts0 
oder ‘ 
Z(t) =i [pj -- +» PA] 
mit beliebigen positiven Konstanten p,, fiir die >’ log?p,= 1. Es gilt also 
k 
Theorem 3: Zwischen zwei Punkten Z, Z,€ 9, gibt es genau eine geodéitische 
Linie; diese geodétischen Linien sind Bilder unter Elementen von 2! der Kurven 
Z(t) = [pj,..-, pr). 
Dabei sind die p, beliebige positive Konstante, fiir die >” log* p,. = 1. t durchliuft 
k 


das Intervall 0 < t < 0, wobei o der geodiitische Abstand von Z und Z, ist. 
Wegen Theorem 2 gilt fiir den geoditischen Abstand 9 die Formel 


n Me 
(26) o*= ¥ log? Ja = 
k=1 i —g," 
11, ..+;% sind die Eigenwerte von R(Z, Z,). — Man kann die gleichen Um- 


formungen [2] vornehmen wie im Falle v = 3 und erhilt 
Theorem 4: Fiir den geodiitischen Abstand 0 gilt die Formel 
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Mit Hilfe der iiblichen Methode in der Variationsrechnung wollen wir die 
Differentialgleichung der geoditischen Linien aufstellen. 

Satz 9: Die Differentialgleichung der geodiitischen Linien lautet 
(27) £ = —igs Y-2. 

Beweis: Sei Z(s) eine geoditische Linie, s die Bogenlinge, 0< 8 < 4. 
Wir berechnen die erste Variation von s. 


68= 1 60(¥7Z Y-1Z) ds. 
0 


Es seien W = YZ Y-1, V,=Z YZ, V,=ZY-Z. Mit R(A) bezeichnen 
wir den virtuellen Realteil der Matrix A: R(A) = 4(A + A ). Dann ist 
$0(Y°ZY-Z) =2R o(3$"*5 Y+ (WZ) —WoZ)!, 
6¥4= + ¥4(62—64) Y-, 
W =YZY44 iY7ZY3Zy> —iy> xY-~ZyY>~—y7zy1yy— 
= YAZY7+4iYAZYAzy73— ; Y-(V,+V;) Y~. 
Somit 
Bo . 
ée- —R( [oli 6Z —(W 62) ++ ¥-(V,40;) ¥-182Z) ds) 


0 
8 


ioe R( f(r + iZY-1Z) Y-182) ds), 
6 
und daher folgt (27). 

Wir wollen (27) direkt integrieren. Wegen Satz 2 kénnen wir annehmen, 
daB Z(0) = iB, Z(0) = K. Da o(¥-!Z Y-1Z) = 1, ist o(KK) = 1. Bei der 
Abbildung 

W-—ik - Z—ik£ 
W+iE” “!1Z+iE 
wird K ersetzt durch U,K U,. Nach Hilfssatz 1 kénnen wir U,, U, so be- 
stimmen, daB 
U,K U,=i [fp .-ofrl=iF, OSAShS*** Shy ZL fi =1. 


Die Lésung von (27) unter den Anfangsbedingungen Z(0) = i£, Z(0) = iF 
lautet 


Us, U,, U, unitar, 


Z(s) = i [e"*,..., efm*]. 


Die allgemeinste geoditische Linie ergibt sich daraus durch eine beliebige 
Abbildung aus 2'. 

Wir wollen nun die Unterriume 9, und 9, betrachten. Sie sind bei der 
eingefiihrten Metrik Ebenen in 9, auf Grund von 

Satz 10. Die geodétische Linie zwischen zwei Punkten Z,, Z, aus , verliuft 
vollstindig in $,. 
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Beweis: Z(u) = ¢ [t¥,..., t*] ist geoditische Linie zwischen iZ und iT 
=i[t,...¢], 1StsS-++St,>1. Es gilt Z’(u) = Z(u) fiir alle wu. Wegen 
Satz 6 folgt die Behauptung des Satzes fiir » = 3. — Fiir vy = 2 kénnen wir 
nach Satz 6 annehmen 





Z,=iE,Z_=iT =i [ 
Seien 
G® = 4(E +1), AM = [(1), G,..., @], BO = —i [(0), G’,..., @’). 
Wegen 2G G’= E und 2 G*= J gilt 
AB-B4,AA+ BB-E, also M=(4,4)cQ. 
Die Abbildung W =(AZ + B) (— BZ + A)“ hat iZ als Fixpunkt und fihrt 
iT iiber in 
1+t 


iT* =i [(1), f £,..., 2), ek lst?s::-s@; 


E+T, E+Tm 0 ty 
1) pot BT? 7,-(",6 





denn 
i(G(E +T,)—G@' (EZ —T,))(— @'(Z + T,) + G(E—T,))"} 


=i(1+T,) (I—T,)'=% : 


+ te 
—_ E. 
Die geoditische Linie Z(u), die Z, und Z, verbindet, lautet dann nach Satz 7 


Z(u) = [(i), Z,...,Z@] = (A'W(u) + B’) (— BW(u) + A’, OS<uK<l, 
wobei W(u) = i [(1), f“E,...,t%"*£). Sei R,=tf"G’—G, also R,R, = 
4 (tf2"+ 1) BE. Dann ist 

Z,= —tR,R,', 2,2 = — £, 
also auch Z(u) Z’(u) = — E fir alle u aus dem Intervall 0 < u < 1. 

Auf Grund dieses Satzes gelten die Siaitze dieses Paragraphen auch fiir die 
Bereiche 9, und $, bei Beschrinkung der Betrachtungen auf diese Unterriume. 
Jede geoditische Linie relativ zu 9, ist auch geoditische Linie in 9,. 

Es sei noch erwahnt, da8 fiir einen festen Punkt Z,¢ 9, und c > 0 durch 

o(Z,Z,) Se 
eine kompakte Punktmenge © in 9, festgelegt ist. Es geniigt, den Beweis 
fiir » = 1 zu fiihren, fiir v = 2,3 ergibt sich die Aussage durch Bildung des 
Durchschnitts von G mit $, und §,. Wegen der Transitivitét von 2! kénnen 
wir annehmen, daB Z, = i£ ist. 


R(Z, iE) = (Z—iE) (Z + iE) (Z + iB) (Z—ik£)=Z,Z,, 
wobei Z,= (Z—iE)(Z+iF£)1¢€€, Wegen o<c und (26) geniigen die 
Eigenwerte r, von LL. der Ungleichung 
0s7r,50<1. 


# haingt nur von G ab. Jeder Hiufungspunkt von Punkten aus G liegt wegen 
# < 1 in §, und erfiillt 9(Z, Z,) < ¢ wegen der Stetigkeit von o(Z, Z,). Da ©, 
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beschrankt ist, folgt die Behauptung. — Wegen der Stetigkeit von 9(Z,Z,) 
gilt natiirlich auch die Umkehrung. Sei Z,¢€ 9, und © eine kompakte 
Punktmenge in 9,, dann gibt es eine Konstante c, so daB 0(Z,Z,) Sc fur 
alle Z € G. 


§ 4. Diskontinuierliche Gruppen. 


Eine Gruppe A von eineindeutigen analytischen Abbildungen von 9, auf 
sich hei®t diskontinuierlich relativ zu $,, wenn fiir jedes feste Z aus 9, die 
Menge der Bildpunkte keinen Haufungspunkt in 9, hat. Wir werden uns 
weiterhin, ohne es besonders hervorzuheben, stets auf die Betrachtung von 
Untergruppen von 92” beschriinken. — Eine Menge von Matrizen heiBt diskret, 
wenn jede unendliche Folge verschiedener Matrizen divergiert. Ordnen wir 
jeder Abbildung aus 22” genau eine Matrix aus Q, zu, so gilt 

Satz 11: Die Menge der zu einer relativ zu 9, diskontinuierlichen Gruppe A 
gehirenden Matrizen M ist diskret. Jede diskrete Gruppe A von Matrizen aus Q, 
liefert eine relativ zu 9, diskontinuierliche Abbildungsgruppe A. 

Beweis: Der erste Teil des Satzes ist sofort einleuchtend. Es geniigt, den 
zweiten Teil fiir y = 1 zu beweisen, da 2,, 2, Untergruppen von 2, und 9», 5 
Unterriume von $, sind. Angenommen, A sei nicht diskontinuierlich. Dann 
gibt es ein Z € 9,, so daB fiir k +00 

Ay By 


Wy = (A,Z + By) (C,Z + Dy) >W*E 9, My = (c; Ds) on 


Wegen der Transitivitaét von 2' kann man annehmen, daB Z =i. Y, bzw. 
Y* seien die virtuellen Imaginarteile von W, bzw. W*. Aus 


Y,= E{(iC,+ D,)} 
folgt, daB (iC, + D,)~ beschrankt ist. Da |¥,|/'= |iC,+ D,\)? > | ¥*|-, ist 
iC,+ D, beschrinkt. Indem wir zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir 
annehmen, daB iC,+ D, gegen F konvergiert. Wir setzen 


D,= F —iC,+ Ry, Cy= (CD), F = ((f)), Be= ((r2)) . 
Das v-te Diagonalelement von C,D, lautet 
i Dene + 2 AP hen + a ln ee 


Da C,D, eine Hermiresche Matrix ist, sind die Diagonalelemente reell, also 
C, und daher auch D, = (iC, + D,)—iC, beschrinkt. Aus iA, + B, 
= W,(iC,+ D,) ersehen wir, daB iA, + B, und daher auch nach dem gleichen 
SchluB A,, B, beschrinkt sind. Also gibt es eine konvergente Teilfolge der M,, 
und A ist nicht diskret. 

Wegen dieses Satzes kann man den Zusatz ,,relativ zu 9,‘ bei diskonti- 
nuierlich weglassen. — Da 9, iiberdeckt werden kann durch abzihlbar viele 
kompakte Bereiche in $,, hat eine diskontinierliche Gruppe stets abzaihlbar 
viele Elemente. 

Die Beweise der folgenden Siatze von C. L. Stecet [2] iiber den Fun- 
.damentalbereich diskontinuierlicher Gruppen im Falle v = 3 lassen sich sofort 
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iibertragen. Wir verzichten daher auf die Durchfiihrung. Man betrachtet 
zuniachst den Fall v = 1. 

Der Durchmesser 6(%) einer Punktmenge B ¢ 9, werde durch 


d(D) = fin (Z,Z*) 
Z,Z°ED 
und der Abstand 0(%, *) zweier Punktmengen DH, H* ¢ H, durch 


o(P,P*) = fin o(Z, Z*) 
ZED, ZED 
definiert. Seien D,, D,, . . . die Elemente einer diskontinuierlichen Gruppe A, 
P und Q zwei kompakte Punktmengen aus §,, D,(G) = DB, sei das Bild vonD 
unter D,., so strebt 


(28) 0(Q, B,) +c fiir k + co. 
Daraus ergibt sich die Existenz eines Punktes Z,¢€ 9,, so daB 
D,(Z,) + D,(Z,) fiir 1 + k. 
(Z,) bestehe aus allen Punkten Z € §,, fiir die 
0(Z, Z,) S o(Z, Z,), — | 


© sei die Komplementarmenge von F (Z,) in $,,B der Rand von F, F¥,= F¥ —B 
die Menge der innerexf Punkte. Dann besteht §, aus allen Punkten Z € §,, 
fiir die 0(Z, Z,) < 0(Z, Z,) (k = 2,3, .. .), B aus allen Punkten Z € §,, fiir die 
0(Z,Z,) = 0(Z,Z,) (k = 2,3,...), das Gleichheitszeichen stehe fiir min- 
destens einen Index k, G aus allen Punkten Z € §,, fiir die 9(Z, Z,) > 0(Z, Z,) 
fiir mindestens ein k. Man nennt einen Bereich § einen Stern, wenn es einen 
inneren Punkt Z,¢ ¥ gibt, so daB fiir jeden Punkt Z ¢ § die gesamte geoditi- 
sche Linie zwischen Z und Z, in § verlaiuft. Man zeigt dann leicht, daB §(Z,) 
ein Stern und Fundamentalbereich von A ist. Der Rand von %(Z,) besteht 
aus Teilen der Flachen 0(Z, Z,) = 0(Z, Z,) (k > 1). Jeder kompakte Bereich 
aus %, wird von endlich vielen Bildern von §(Z,) unter A iiberdeckt. — Damit 
haben wir zuniachst fiir vy = 1 

Theorem 5: Fiir jede diskontinuierliche Gruppe AC 2” gibt es einen Fun- 
damentalbereich & relativ zu ,, der ein Stern ist und die Eigenschaft besitzt, 
da jeder kompakte Bereich aus $, von endlich vielen Bildern von & iiberdeckt 
wird. 

Aus diesem Satz fiir vy = 1 folgt leicht der Beweis fiir vy = 2,3. Jede dis- 
kontinuierliche Gruppe 4c 2” (vy = 2,3) kann man auffassen als diskonti- 
nuierliche Gruppe von Abbildungen von 9, auf sich, da 2,¢ 2,. Wir kénnen 
den Punkt Z, in 9, wiahlen. Es sei §”(Z,) = §(Z,)\H,. Dann ist F*”(Z,) 
ein Stern wegen Satz 10. Be) sei der Rand von F)(Z,), G® die Komple- 
mentarmenge von ¥”)(Z,) in 9,. Es gilt dann 


(29) Be = BO GH. 
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Denn einerseits ist natiirlich B®) CBO H,. Sei andererseits Z€BH,, so ist 
o(Z, Z,) = o(Z, Z,) fir ein gewisses 1 > 1. Wegen der Dreiecksungleichung und 
Satz 8 gilt fiir jeden Punkt Z* + Z auf der geoditischen Linie zwischen Z und Z, 


o(Z,, Z*) Tv o(Z*, Z) > o(Z, Z)), 


0(Z,, Z*) + o(Z, Z,)— o(Z*, Z;) > o(Z, Z,), 
also 
o(Z*, Z,) > o(Z*, Z,). 


Die gesamte geoditische Linie, die Z mit Z, verbindet, gehért also G”) an 
bis auf den Punkt Z. Daher gilt (29). Aus den Eigenschaften von §(Z,) folgt, 
daB §)(Z,) ein Fundamentalbereich von A relativ zu 9, ist, und es folgt 
Theorem 5 fiir » = 2, 3. 

Wir nennen 9, kompakt relativ zu einer diskontinuierlichen Gruppe A, 
wenn es einen kompakten Bereich © in 9, gibt, so daB jeder Punkt von 9, 
mindestens einen unter 4 aquivalenten Punkt in © hat. Wenn 9, kompakt 
relativ zu A ist, so ist F)(Z,) kompakt. In Verallgemeinerung der Fucusschen 
Gruppen erster Art fiihrte C. L. Steet [4] die ,,diskontinuierlichen Gruppen 
erster Art‘ ein. Aus Theorem 5 erhalten wir dann sofort 

Theorem 6: %, sei kompakt relativ zu einer diskontinuierlichen Gruppe A. 
Dann ist A diskontinuierlich von der ersten Art und hat einen kompakten Fun- 
damentalbereich. 

Dieser Satz gibt uns Aufschliisse iiber die Struktur der Gruppen 4. Be- 
kanntlich [4] ist eine diskontinuierliche Gruppe erster Art endlich erzeugbar. 
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Uber automorphe Formen mit Singularititen im 
Diskontinuitatsgebiet. 


Von 


Hans Perersson in Miinster (Westf.). 


Einleitung. 

Im Bereich der automorphen Formen hat sich das Interesse bisher haupt- 
sichlich auf die ganzen automorphen Formen gerichtet. Erst in neuerer Zeit 
ergaben sich im Zusammenhang mit Problemen der additiven Zahlentheorie 
sinnvolle Fragestellungen iiber nicht-ganze automorphe Formen!'). Sie hangen 
simtlich mit der Aufgabe zusammen, explizite Konstruktionen fiir die auto- 
morphen Formen von positiver (reeller) Dimension zu entwickeln. Die metho- 
dische Grundlage dieser Konstruktionen bilden in [1], [2] wie auch im fol- 
genden gewisse analytische Funktionen zweier komplexen Variablen, in deren 
einer sie automorphe Formen mit einem frei beweglichen Pol im Diskonti- 
nuitatsgebiet darstellen. 

Vom funktionentheoretischen Standpunkt liegt die folgende Situation vor: 
Es sei F eine Grenzkreisgruppe von erster Art mit der oberen t-Halbebene 9 
als Grenzkreisinnerem (= Diskontinuitatsgebiet). Eine automorphe Form, die 
zu fF, zur Dimension —r und zum Multiplikatorsystem v gehért, nennen wir 
eine (automorphe) Form {If, —r, v}, die Gesamtheit dieser Formen die Formen- 
klasse {f,—r,v}. Zur Erklirung der genannten Aufgabe setze man r > 2, 
|v} = 1 voraus. Dann handelt es sich um die Konstruktion der Formen 
{F, r— 2, v}. Ein Konstruktionsverfahren wurde in [2] entwickelt mit dem 
Ziel, iibersichtliche Darstellungen fiir die Fourierkoeffizienten der betreffenden 
Formen abzuleiten. Dieses Verfahren ist jedoch ginzlich ungeeignet zur Be- 
stimmung der Entwicklungskoeffizienten in den Punkten von 9. Hierfiir 
wird im folgenden ein neues Verfahren entwickelt. In seinen Endformeln 
treten mit einer Ausnahme nur noch Funktionen auf, die automorphe Formen 
mit Singularitaéten im Diskontinuitiatsgebiet darstellen. Dadurch rechtfertigt 
sich der Titel der vorliegenden Arbeit. 

Die folgende Untersuchung verliuft im groBen nach dem in [2] ange- 
gebenen Beweisgang. Es werden demgema8 nur diejenigen Einzelheiten 
genauer ausgefiihrt, in denen eine Abweichung von [2] eintritt. Zur Orien- 
tierung mége hier noch eine kurze Zusammenfassung der fiir die genannten 
Konstruktionen wesentlichen Prinzipien Platz finden. 

1) Hans Petersson [1]: Konstruktion der Modulformen und der zu gewissen Grenz- 
kreisgruppen gehérigen automorphen Formen von positiver reeller Dimension und die voll- 
standige Bestimmung ihrer Fourierkoeffizienten, Sitzgsber. Akad. Wiss. Heidelberg 1950, 8, 
s.a. die hier zitierte Literatur; [2]: Uber automorphe Orthogonalfunktionen und die 
Konstruktion der automorphen Formen von positiver Dimension. Math. Ann. 127, 33 
(1954). 
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1. Da es auBer Null keine ganzen automorphen Formen positiver Dimen- 
sion gibt, ist eine Form {f,r—2,v} durch ihre Pole und Hauptteile in 
einem Fundamentalbereich § von [ eindeutig bestimmt. Die Aufgabe, eine 
solche Form aus ihren Polen und Hauptteilen zu konstruieren, ist daher sinnvoll. 

2. Die genannten Pole und Hauptteile sind im allgemeinen nicht will- 
kiirlich, sondern unterliegen einer wohldefinierten Einschrinkung (Hauptteil- 
bedingung). Insbesondere existieren im allgemeinen keine Formen {f,r— 2, v~} 
mit nur einem Pol in § und eingliedrigen Hauptteilen. 

3. Als Ersatz fiir diese Formen dienen Funktionen, deren Regularitiits- 
verhalten in § zwar genau von dieser Art ist, die aber im allgemeinen keine 
Formen {F,7— 2,v} darstellen. Vielmehr unterscheiden sich die beiden 
Seiten der (fiir die Formen dieser Klasse giiltigen) Invarianzrelation um einen 
additiven Zusatzterm von bestimmter Beschaffenheit. Funktionen, die 
solchen Funktionalgleichungen geniigen, sollen hier kurz zur Klasse {T, r—2,v-"} 
assoziiert genannt werden. 

4. Die Grundlage der Konstruktion bildet ein System von Poincaréschen 
Reihen der Formenklasse {f,—r, v}, die in einem variablen Punkte z in § 
einen formalen (meistens auch realen) Pol erster Ordnung besitzen. Als 
Funktionen von z stellen diese Reihen assoziierte Funktionen der Klasse 
{f,r—2,v} dar. Eine assoziierte Funktion dieser Klasse von der unter 3. 
genannten Art, d.h. mit einem einzigen Pol in § und eingliedrigem Haupt- 
teil, entsteht durch Bildung des Entwicklungskoeffizienten irgendeiner der 
obigen Poincaré-Reihen in diesem Pol mit der Polordnung als Index. 

5. Durch Linear-Komposition kann man aus diesen (unter 3. genannten) 
Objekten leicht eine assoziierte Funktion von {f, r— 2, v-} gewinnen, dic 
in § willkiirliche Pole und Hauptteile aufweist. Wenn diese Pole und Haupt- 
teile mit denen einer automorphen Form F aus {I, r — 2, v} iibereinstimmen, 
so ergibt die Hauptteilbedingung, daB jenes Linear-Kompositum selbst eine 
automorphe Form {f,r—2,v} und daher mit F identisch ist. In diese 
Darstellung von F geht die gemaéB 4. zugrunde liegende Poincaré-Reihe als 
strukturbestimmendes Element ein. 

6. Diese Darstellungen erwiesen sich als streng spezifisch in bezug auf das 
Problem, Darstellungen fir die Entwicklungskoeffizienten von F in den 
Spitzen und in den Punkten von § abzuleiten; fiir jedes Entwicklungs- 
zentrum benétigt man eine besondere, diesem angepaBte Darstellung. Liegt 
das Entwicklungszentrum in §, so befolgen die Koeffizienten das genaue 
Analogon des Satzes 17 in [2] (vgl. auch S. 38, 39 am Ende der Einleitung 
von [2]). Eine weitere Analogie besteht fiir ganzes r darin, daB man durch 
(r — 1)-malige Differentiation von den unter 3. genannten Objekten zu den 
einpoligen Orthogonalfunktionen mit eingliedrigen Hauptteilen der Klasse 
{f, —r, v} gelangt. 

* Die im folgenden mitgeteilte Konstruktion basiert véllig auf einer sinn- 
gemaiBen Bestimmung einer Poincaréschen Reihe von der unter 4. angedeuteten 
Art. Diese muB nach Lage der Dinge von drei komplexen Unbestimmten, 
nimlich auBer von t und z noch dem in § gelegenen Entwicklungszentrum s 

Math. Ann. 129. 25 
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abhingen. Durch die Einfiihrung des Parameters s erreicht man, da die 
entstehende Funktion nicht nur die erforderlichen Invarianzeigenschaften, 
sondern iiberdies analytisches Verhalten in t und z aufweist; sie hangt daher 
lediglich von s nichtanalytisch ab. Die genauere Diskussion zeigt, daB dies 
keine Schwierigkeit verursacht, weil s festgehalten werden kann; ebenso 
fallt ein Pol im Punkte z = s im Endresultat heraus. Im ganzen kann von der 
Konstruktion gesagt werden, daB sie, da ihr Ansatz starker linearisiert ist 
als der von [2], oft eleganter gefiihrt werden kann, als es in [2] méglich war. 
Der erwahnte Pol z = s stellt eine der wenigen Komplikationen gegeniiber [2] 
dar”). 

Die Hauptergebnisse finden sich in §3 unter (A)—(D) und (3.8), (3.9). 
In einem angehingten § 4 erbringe ich — unabhiangig von dem Vorangehenden — 
den rein algebraischen Beweis fiir den hinreichenden Charakter der Haupt- 
teil-Bedingung unter den allgemeinst-méglichen Voraussetzungen, d.h. fiir 
automorphe Formen, die zu einer beliebigen Grenzkreisgruppe von erster Art, 
einer beliebigen komplexen Dimension und beliebigen Multiplikatoren ge- 
héren und die Multipla eines beliebigen festen Divisors sind. In zwei Spezial- 
fallen wurde dieser Satz bereits von A. WEIL und O. TEICHMULLER bewiesen*). 
Bei Rirrer‘), wo er zum ersten Male angewendet wird, vermiBt man die 
Klarheit der Darstellung, die dariiber, ob ein Beweis gefiihrt wurde, mit ver- 
tretbarem Aufwand zu entscheiden gestattet. Ich neige nachtriglich dazu, 
an einigen Stellen in Anm. *) Andeutungen eines Schlusses zu sehen, der hier 
in § 4 wesentlich benutzt wird. 


§1. Die Poinecaréschen Reihen Q(t, z, s,K). 


Wir fixieren zunichst die Bezeichnungen, indem wir, um Wiederholungen 
zu vermeiden, auf [2] hinweisen. [,—r, v sind wie in [2], § 1 erklairt; im 
folgenden wird stets r > 2, |v| = 1 vorausgesetzt. Unter § verstehen wir eine 
endlich-teilige Fundamentalmenge von I, deren (endlich viele) Teile Bereiche 
im Sinne von [2], 8S. 40 «) sind. § wird eine regulire Fundamentalmenge r F M 
von F genannt, wenn & iiberdies die in [2] auf der gleichen Seite angegebenen 
Eigenschaften b), d), e) hat. Die Spitzen und Ecken von § treten mit den 
zugehérigen Bestimmungsstiicken wie in [2], 8. 41 in der Bezeichnung 


j= Apt oo, Py= AS UMA,CT (1 <j Sa); 


(1.1) 
w,, By cl, l, (lk <e) 


auf. Wird der Index j bzw. k weggelassen, so verwenden wir die Symbole 
*) In [2] sind zwei Berichtigungen anzubringen: In (47), S. 59 ist der Exponent r — 2 
von ¢,z + c, auf der linken Gleichungsseite durch 2—r zu ersetzen. In (69), S. 69 ist 
das erste Zeichen < unter dem zweiten XY auf der rechten Gleichungsseite durch < zu 
ersetzen; es heiBt dort also 0 < n + xj< mj(Cj) + x}. 
’) A. We1L: Généralisation des fonctions abéliennes. J. Math. pures et appl. [X. s. 17, 
47 (1938). — O. Ter1cHMiLiER: Skizze einer Begriindung der algebraischen Funktionen- 
theorie durch Uniformisierung. Dtsch. Math. 6, 257 (1941). 
4) E. Rrrrer: Math. Ann. 44, 261—374 (1893). 
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x, x*, x’, a wie bei [2] (4), (7) gemaB 


v(P) = e®***, OS x%<1; x=xt+modl, 0<x+< 1; x= 1—x*, 


1.2 
(4) o(B) = exp(ai-t +2244), 0<asI—1, a ganz; 


vgl. auch [2] (32), (32a) und die Erklirungen zu [2] (26). Wird der Index j 
bzw. k nicht weggelassen, so verwenden wir die Symbole 


A,= {4;,, 452}, Ny, %,;,%; (1 Sj S oq) und a, (1S k < e) 


gemaB [2], 8.62. Im iibrigen wird nicht verboten, daB o, oder e, oder beide 
verschwinden; wenn oy nicht verschwindet, so sei £,= co (A = J) eine Spitze 
von F und von. Wir setzen wie in [2] (5), (2) 


ur = u(t) = exp (22 id x) (N > 0, A reell), 
w(t, z) = = — (t und z in 9). 


K bezeichnet die Formenklasse {f,—r, v}, K ihre Komplementarklasse 
{f,r—2,v}. Im Gegensatz zu [2] verwenden wir K als Argument in 
Funktionszeichen, um die drei Parameter [, —r, v abkiirzend zusammen- 
zufassen. Alle im folgenden auftretenden Matrizen sind zweireihig und qua- 
dratisch. Der Querstrich unter dem Symbol einer Matrix bestimmt deren 
zweite Zeile. Fiir eine reelle Matrix S der Determinante 1 setzen wir 

l;= SPS, Fs= STS", 
o(L,8) , , 
o(S,L’) v(L) (L’=S8S“LSCF%). 
Die zweiten Zeilen der Matrizen S, L, A, M, E werden stets mit 


S = {c,d}, L = {y, 0}, A = {a, ay}, M = {m,, my}, B = {e;, eg} 


bezeichnet ; die entsprechende Bezeichnung (vgl. oben A,) wird verwendet, 
wenn das Symbol der Matrix einen oberen oder unteren Index triigt. Wie 
in [2] sei r= x + ty (y= Imt> 0), p=Imz>0. Fir die Entwicklungs- 
koeffizienten der automorphen Formen bedienen wir uns der Schreibweise in 
[2] (4), (7). 

Wir bilden mit irgendeiner reellen Matrix A der Determinante 1, wenn r1, 
z, 8 Punkte in § darstellen und t = z mod Ff, z + s ist, den Ausdruck 


(1.3) Q(t, z, 8, A, K) = 


_, (Az —As)" v iy Mrt—As 
= (4) (9,8 + 6) "7 — Ha v(M) (m,t + m,)"(Me—Aay? Mr—Az° 





Ki= {ls,—1, vs}, vg(L’) = 


— y= 
Az—As Mcar 


Die naheliegende, mit 
(yt +6)" (Lt —3)" 


(Mr—A s)r = (A Lr—A 8)" = o(A, L) (m,t + m,)* (a,8 +a,)* (M=ALCcCAfP) 


beginnende Umformung fiihrt (1.3) gliedweise in den (1.3) mit A = Einheits- 
matrix J entsprechenden Ausdruck iiber, den wir mit 


25* 
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(e—s! yy a AL _Mrt-s 
z-—8 v(M) (m,t + m,)"(Mr—s)" Mr—z 


(1.4) Q(t, z, 8, K) = 





Mcr 
bezeichnen. Eine andere, ebenfalls gliedweise Umformung ergibt bei reellem S 
der Determinante 1: 


(1.5) Q(St, Sz, Ss, A, K) = (et + d)"(ez + d)?-" Q(t, z, 8, AS, Kg). 


Um die Konvergenz der Reihen in (1.3), (1.4) zu untersuchen, lasse man rt 
und z, wenn o, verschwindet, auf einer kompakten Menge 2 in § variieren; 
fiir o, > 0 variiere z auf einer solchen Menge 2, t auf einem abgeschlossenen 
Vertikalhalbstreifen G in 9, auf dem also y= a mit einem « > 0 zutrifft. 
Dann konvergieren die Reihen nach Abtrennung eines endlichen, nur von % 
und F bzw. A, @ und F abhingigen Gliederaggregats gleichmaBig absolut, 
und die vollstindigen Reihen streben, wenn t in B iiber alle Grenzen geht, 
gleichmaBig gegen Null. Bei diesen U'berlegungen wie auch stets im folgenden 
bleibt s fest. 

Erklart man Q(t, z, s, K) durch (1.4), so gilt 


(1.6) Q(t, z, 8, A, K) = Q(t, z, 8, K), 


also (1.5) unter Tilgung der Argumente A links, AS rechts. Im Zusammen- 
hang mit den obigen Aussagen iiber die Konvergenz und das asymptotische 
Verhalten der Funktion Q gewinnt man aus (1.5) den folgenden Satz: 

Fiir beliebige z und s in § steilt Q(t, z, 8, K), wenn z + 8, eine automorphe 
Form der Klasse K in der Variablen t dar. Diese verhiilt sich fiir tC $ héchstens 
in den Punkten t = Lz(LCV) singuldr, wo sie dann lauter einfache Pole be- 
sitzt; wenn o, > 0 ist, verschwindet sie in allen Spitzen von F. 

Wir notieren noch zwei weitere Umformungen der Darstellung (1.4) von Q, 
die aus dieser leicht zu erhalten sind: 


(1.7) Q(t, z, 8, K) = 
im és l w (Mt, 8) 
aa — ».. —2 »,;-1 Ss =e - vac ths 
= (s—8)(2—8)"""w &, ) v(M) (m,t + m,)’ (Mr —s)" w(Mr, 8) — w(z,s) 
(s — 4)’ 1 3 vee 
ait V(r, 8, K, 0) + a 4 v(M)(m,t + m,)* (Mr —3)" (Mr — 2) 


hierzu setzen wir (vgl. [2] (22)) fiir ganzes v und reelles A der Determinante | 


(Mr — 2)’ 
“) 40 Ee 
(8) W(t, 2, K, A, ») moar 0 (MD (mat + m,)* (Mr — zYr*” 
Wir,z,K,v) = W(r,2z, K,J,»). 


Wir untersuchen jetzt das Verhalten der Funktion (1.4) Q in threr Ab- 
hiingigkeit von den beiden komplexen Variablen t und z. Mit der einzigen Aus- 
nahme des Poles z = s entstehen Singularitaéten genau fiir diejenigen Tt, z, 
welche Mr =z (MCF) erfiillen. Die lokale Struktur dieser Singularitaten 
ergibt sich, wenn sogleich der kompliziertere Fall betrachtet wird, in dem t 
und z in der Umgebung je eines elliptischen Fixpunktes von F liegen, wie 





(1. 


Gr 








¥ 
) 


) 
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folgt: Es sei t eine hinreichend kleine offene H-Kreisscheibe um den ellipti- 
schen Fixpunkt w von f. Wir betrachten den Dizylinder 9(L,), der durch 
tc L>'t,zCt mit einem festen L, cf beschrieben wird. Weil in erster Naherung 
Mr~ ML;'o, z ~ w zutrifft, konnen Mr und z einander nur dann unterhalb 
einer gewissen Abstandsschranke benachbart sein, wenn ML;>'w = w, also 
M = E* L,= L™) gilt, wo E die Grundmatrix der Ecke w von F bezeichnet 
und h ein volles Restsystem mod 2/ durchliuft; unter / ist die inhomogene 
Ordnung des Fixpunktes w von [ zu verstehen. Nennt man wie in [2] ana- 
lytische Funktionen von t und z, deren Differenz auf 9(L,) holomorph ist, 
einander kongruent mod 9~'(Z,), so liefert die zweite Darstellung (1.7) 
ry 1 2 
19) OC 26 KE LM) es BY DD ee 


vorausgesetzt, daB s nicht in f liegt. Liegt hingegen s in f, so hat man auf 
der rechten Seite das Zusatzglied 


mod 9**(L,), 


(s— 3)" 
z—s8 


(1.10) Wir, 8, K, 0) 


zu addieren. Daraus erschlieBt man (vgl. [2], 8. 55), wenn s nicht in € liegt: 


Q(t, z, 8, K) = 
I—1 
= J’ v(Lo) (yoH*z + 59)? v(E") (e” 2+ ey 


— 


h=0 


2 

—— ee mod 9-1(L5'); 
auf der rechten Seite erscheint fiir sc der additive Zusatzterm (1.10). Dies 
gibt 

(1.11) Res, . 1,2Q(t, z, 8, K) = e(z) v (Lo) (yoz + 5o)"? (Lyf) 
mit 

2 wenn z nicht Fixpunkt (von [), 
e(z) = { 21 wenn z = m Fixpunkt der Ordnung / und a=/—1, 


0 wenn z = w Fixpunkt der Ordnung / und 0 < a <1—1; 


dabei ist Q(r, z, 8, K) als Funktion von 1 aufzufassen. 
Vermdge (1.11) gelangt man unmittelbar zu der [2] Satz 14 entsprechenden 
Aussage: Fiir beliebige z, s, s’ in $ und jedes L in F stellt, wenn s + z + 8’, 


(1.12) Z(r, z, 8, 8’, K, L) = Q(t, Lz, 8’, K) — vo (L) (yz + 6)?-"Q(r, z, 8, K) 


eine ganze Spitzenform der Klasse K in der Variablen t dar. — Im Falle o, > 0 
hat iiberdies 


(1.13) H_,(t, v, z, A, F) — Q(t, z, 8, K) 


als Funktion von t die gleiche Eigenschaft (zu H_, vgl. [2], § 3). 

Zum SchluB dieses Paragraphen untersuchen wir das Verhalten der Funktion 
(1.4) Q unter der Bedingung, daB t einer kompakten Menge A in YH angehort 
und z in eine Spitze Aco von [ riickt (A reell, |A| = 1, A = {a,, a,}). Der 
Grenziibergang ist so zu vollziehen, daB Az einen festen Vertikalstreifen in 9 
nicht verlaBt. 
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Nach (1.3), (1.6), (1.8) gilt zunachst 


v-(A) (a, z+ a,)*-"Q(t, z, 8, K) = 





1 l 
= : ay Vv — — — — — ‘ if. 
(1.14) =(dz—A wt & v(M) (m,t + m,)" (Mt — A)’ Mr — Az 
Az—A3)" 
i —— Wirt, s, K, A, 0). 


Ferner weiB man, daB die Reihe Y(t, s, K, A, 0) unter den vorliegenden Um- 
stinden gleichmaBig absolut konvergiert und daher beschrinkt ist. Hiermit 
folgt aus (1.14) unmittelbar 


(1.15) (a,z + a,)?-" Q(t, z, 8, K) = O (p’,') fiir p,g= ImAz> ~, 


wenn Re Az beschrankt bleibt; die Konstante in O haingt héchstens von K, 
A, % und s und der Schranke von Re Az ab. 

Die Relation (1.12) wird spater nur fiir s’= s angewendet. Wir schreiben 
dann 


(1.16) Z(t, z, 8, 8, K, L) = Z(t, z, 8, K, L). 


§ 2. Aufstellung der Konstruktionselemente. 


Es handelt sich um die in der Einleitung unter 3. genannten assoziierten 
Funktionen der Klasse K. In ihrer Eigenschaft als automorphe Form der 
Klasse K in der Variablen rt hat die Funktion Q (von Sonderfillen abgesehen) 
nach (1.9)—(1.11) die Pole r = Lz (LCT). Es seiag> 0, € = A~! ~ eine Spitze 
von [, dabei A eine reelle Matrix der Determinante 1, A = {a,,a,}. Wir 
unterstellen im folgenden, soweit Spitzen von [ in Betracht kommen, die Vor- 
aussetzung (F) ({2], 8. 56). FaBt man Q als Funktion von Art auf, so liegen 
ihre méglichen Pole in den Punkten At = ALz (ALC APF), also, wenn z 
einer kompakten Menge in 2 angehért, unterhalb einer Horizontalgeraden in 
der oberen Halbebene der Variablen Ar. Daher existiert, wenn Art iiber 
dieser Geraden liegt, eine Fourier-Entwicklung der Gestalt 


(2.1) Q(t,2z,8,K)=(a,r+a,)°-" 3» P,.,0(z,8,A,K) exp (22i(n + x*) 3): 

n+x*>0 > 
deren von t unabhingige Koeffizienten P,, , ,« nach (1.5), (1.6) den Relationen 
(2.2) P,,.,0(Sz, Ss, A, K) = o(A, 8) (cz + d)?-" P,,, ,«(z, 8, AS, K's) 


geniigen (S eine reelle Matrix der Determinante 1). Aus (1.5), (1.6) und (2.1) 
gewinnt man auch die Integraldarstellung 


P+ (2,8, A,K) = 


(2.3) t)+N* ' aie 
= (a,z+a,)"~? Q(t, Az, As, K4-:) exp (- 22i(n + x*) ¥) Ve 


in der entlang einer Strecke integriert wird und y,= Imt, gemaB 
(2.4) yo > 2 *(A, 1) p-' und, wenn A = J, auBerdem y, > p (p = Imz) 





var 
wel 


80 € 
(2.6 
die 


dies 
und 


an; 
(1.1 
(2.7 


wen 
Schr 
(2.6) 


(2.8) 


wen! 


A, E 
von ! 
(2.9) 
fiir b 


von 1 











Singularitaten automorpher Formen. 377 


zu wahlen ist. Hieraus geht hervor, daB alle P,,, ,«(z,8, A, K) analytische 
Funktionen von z darstellen, die in der oberen z-Halbebene, abgesehen hichstens 
vom Punkte z = s, iiberall regular sind. 

Wir untersuchen das Verhalten der P,,. ,« in den Spitzen von T. Nach (2.2) 
gilt, wenn B-'oco eine Spitze von F darstellt (B = {b,, b,}): 


(2.5) P,.,0(z, 8, A, K) = o(A, Bo) (6,2 + 6,)’-? P,, , .«( Bz, Bs, A B-", Kp). 


Daher geniigt es, das Verhalten von P,,, ,+(z, 8s, A, K) unter der Bedingung 
zu kennzeichnen, daB z in einem Vertikalhalbstreifen in 9 gegen co strebt. 
Weil in (2.3) die Integrationsvariable t auf einer kompakten Menge in 
variiert und A oo eine Spitze von [,-.= Af A-? ist, kann (1.15) angewendet 
werden. Es sei zunichst A + J. Schreibt man den Vorfaktor auf der rechten 
Seite von (2.3) in der Gestalt 


(a\- Az a J P-° (4-1 = {a‘-”, a‘, D}), 
so ergibt sich nach (1.15) sofort 
(2.6) P,,+,°(2, 8, A, K) = O(p"-}) (p = Imz— oo, Rez beschriinkt) ; 


die Konstante in O kann von K, A, s, n und der Schranke von Rez abhiingen. 

Im Falle A = J muB z— bei geeigneter Lage der Integrationsstrecke — 
diese tiberspringen. Wir wahlen in (2.3) z,= Ret, gemiB x,< Rez < 2,+ N 
und wenden den Residuensatz auf 


(z—3)" +o 9 2nikx 


Tt 
ates ; 4 a = = ae 
V exp( 22t(n x) 2. (] 8+ EN) le —2 +N) 


an; dadurch entsteht der Beitrag — 421i N~' exp (- 2 ai(n + x) *) . Nach 
(1.15) wird also 
(2.7) P,, (2, 8, IT, K) = — nk exp (— 2a2i(n + x) x) + O(p’-1) (p> co), 
wenn Rez beschrainkt bleibt; die Konstante in O kann von K, 8, und der 
Schranke von Rez abhingen. Zusammenfassend findet man nach (2.5), 
(2.6), (2.7) 
(b,z + by)?" Pas ,0(z, 8, A, K) = 
(2.8) 4ni A 
=— ye b,,nexp(—2ai(n + x*) avs )s Op"), 

wenn p,-> co und Re Bz beschriankt bleibt; die Konstante in O kann von K, 
A, B, 8,n und der Schranke von Re Bz abhingen. 

Eine Aussage iiber das Verhalten von P,,,,«(z,8, A, K) bei Anwendung 
von Transformationen aus [ ergibt sich unmittelbar aus (1.12) und (2.1): Es gilt 


Pasye (Lz, 8, A, K) — 0 (L) (yz + 6)?" P,,,0(z, 8, A, K) = 
= ba.,0(A, Z(#, z, 8, K, L)) 


fiir beliebige z, s mit z + s in § und beliebige L in [ (n + x* > 0). 
SchlieBlich soll noch eine Entwicklung von P,,,,»(z, 8, A, K) nach Potenzen 
von w(z, 8) angegeben werden: Aus der ersten Darstellung (1.7) folgt in der 


(2.9) 
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Bezeichnung (1.8), wenn |w(z, s)| < @9 < min |w(Mr, s)| fiir ein festes 0, > 0 
Mcr 


zutrifft : very 

oo um 

(2.10) Q(t, z, 8, K) = (s —8) (ze—3)? J P(r, 8, K, —h) w*"(z, 8); z= 
h=0 

Ha 


die Reihe auf der rechten Seite konvergiert gleichmaBig in 1, z absolut, wenn der 
die genannte Bedingung erfillt ist. Aus (2.10) folgt sodann die fir beliebige des 
z+ sin § giiltige Entwicklung - fiih 
(2.11) Pa,,0(z, 8, A, K) = (s—3) (z —3)"-* Yb, , (A, P(*, 8, K,— h)) w** (z, 8). gen 
h=0 
Fallt s auf eine Ecke w* der Ordnung /* von [, so kann nach [2] (27) in beiden im 
Entwicklungen (2.10), (2.11) die Summationsbedingung h = — a* mod /* hinzu- 
gefiigt werden, wenn a* gemaB (1.2) der Ecke w* zugeordnet ist. im 
Die Konstruktion der Grundelemente mit Polen in 9 erfolgt durch den Ansatz Fu 
(2.12) Q(t, z, 8, K) = (tx — 7%)" J V,(z, 8, t), K) w’*(z, T,); im 
er definiert V, (unter der einzigen Bedingung z + s) als Entwicklungskoeffi- sicl 
zienten der automorphen Form Q in der Variablen rt fiir ein beliebiges Ent- Au 
wicklungszentrum t = t, in 9. Nach (1.5), (1.6) gilt fiir eine reelle Matrix S ziti 
der Determinante | ort 
- cC% +d\r—1 ° 
(2.13) V,(Sz, Ss, Sto, K) = (cz + d)?"(cT)+ a(S - ) V,(z, 8, T, K's). dar 
o+d 
Aus (2.12) folgt fiir » > 1 
1 gv—1 (2.1 
V,(z, 8, T), K) = o-—it jot {(t—T))’ Q(t, 2,8, K)},-2, (w= w(t, T9)) 
(2.14) , tis Die 
= f (t — 7)’ Q(t, z, 8, K) 
|wo| =@" 
hier ist 9’ > 0 so klein zu wiahlen, daB kein von t = Tt, verschiedener Pol der lick 
Funktion Q im Kreise |w| < 9’ liegt. Eine zu (2.9) analoge Transformations- ist 
gleichung ergibt sich nach (1.12), (2.12) in der Gestalt die 
V,(Lz, 8, tT, K) — v1 (ZL) (yz + 4)?" V,(z, 8, T, K) = 
(2.15) (2.1 
= b,_s(t>, Z(*, z, 8, K, L)) (LCP). . 
Wir untersuchen das Verhalten der V,(z, 8, tT), K) (vy 21) als Funktionen 
von z; s und t, werden dabei als feste Werte angesehen. Man entnimmt (1.7) i 
und der Integraldarstellung (2.14) zunichst, daB jedes V,(z, s, t), K) eine in res 
der oberen z-Halbebene mit allein méglicher Ausnahme der Punkte z = s, yee 
z= Lt, (LCT) regulire analytische Funktion von z darstellt. Ferner folgt aus st 
(1.15) unmittelbar, daB, wenn sich z einer Spitze £ = Atco von F annihert, er 


eine Abschatzung 
(2.16) V,(z, 8, %, K) = O(p’,') (p4= ImAz-— oo, Re Az beschrinkt) 


zutrifft; die Konstante in O kann von K, A, 8, Tt), ¥ und der Schranke von 
Re Az abhangen. 
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Etwas schwieriger ist die Bestimmung des Verhaltens der V, als Funktionen 
von z in den zu z = tT, nach T dquivalenten Punkten der oberen z-Halbebene und 
im Punkte z = s. Es soll erstens gezeigt werden, daB sich die V, in den Punkten 
z = Lt, (LCT) meromorph verhalten; in diesen Punkten sind iiberdies die 
Hauptteile der V, explizit anzugeben. Zweitens sollen die Entwicklungen 
der V, nach Potenzen von w(z,s), die also fiir die z in einer Umgebung 
des Punktes z = s gelten, aufgestellt werden. Die hier genannten Fragen 
fiihren, der speziellen Lage der Punkte Lt, und s entsprechend, zu den fol- 
genden konkreten Aufgaben: 

a) Es sei t= s modf. Man bestimme die Entwicklung von V,(z, 8, to, K) 
im Punkte z = s, d. h. nach Potenzen von w(z, s). 

B) Fiir ein festes L, aus F sei Lyt,+ 8. Man zeige, daB sich V,(z, 8, to, K) 
im Punkte z = L,t, meromorph verhalt und bestimme den Hauptteil dieser 
Funktion in z = LoTp. 

y) Es sei t3= 8 modf. Man bestimme die Entwicklung von V,(z, 8, tT), K) 
im Punkte z = s, d. h. nach Potenzen von w(z, s). 

Uber die Lésungen dieser Aufgaben werde kurz vorausgeschickt: «) laBt 
sich nach (2.10) unmittelbar erledigen. ) ist mit der in [2], 8. 60 behandelten 
Aufgabe identisch und wird daher nicht eingehend diskutiert; die an der 
zitierten Stelle iibergangenen Rechnungen sind mit den zur Lésung von y) 
erforderlichen verwandt. Die Lésung von y) wird im folgenden ausfiihrlich 
dargestellt. 

Zu «): Aus (2.10) folgt 


(2.17) V,(z, 8, t, K) = (s —3) (z—3)? D b,_, (1), P(#, 8, K, —h)) w*(z, 8) . 
h=0 
Die Potenzreihe konvergiert fiir |w(z, s)| < min |w(M Tp, s)|. 
McT 


Die Aufgaben #) und y) behandeln wir in dem komplizierteren der még- 
lichen Fille, in dem z einer Ecke w der Ordnung I von F [vgl. (1.2)] benachbart 
ist und t, mit der nach [ zu w aquivalenten Ecke w,= L>'w (Ly CT) koinzi- 
diert. Mit den Bezeichnungen von [2], 8. 60 ist also fiir 8) und y) gemeinsam 


z~w,t = w(z,@); T= = Low (Ly Cl), wy= w(t, a); 
(2.18) 2Qni YoD, + Sp 


€=exp-;-, m= z..a v (Lo) (¥o@,+ 5p)’: 


Zu #): Hier ist w + s, Q(t, z, 8, K) wird also in 9(L,) bis auf eine additive, 
dort regulire Funktion durch die rechte Seite von (1.9) dargestellt. Da dies 
das gleiche Verhalten ausdriickt, wie es die Funktion H_,(t, v, z, A, F) nach 
[2] (35) aufweist, kann das Ergebnis von [2], 8. 60 ungeandert iibernommen 
werden; die in [2] zugrunde liegende Voraussetzung o,> 0 ist fiir diese Dis- 
kussion bedeutungslos. Das Resultat besagt: Fiir hinreichend kleine |t| > 0 
gilt (in einer gegeniiber [2] etwas vereinfachten Schreibweise) 


(2.19) V,(z, 8, t, K) = (w—@) (e—ay-*{—218("——"*) a, nr-1t-* + P(N), 


wo P(t) in der genannten t-Umgebung regulir ist. 
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y) Hier ist w = s; gesucht wird die vollstdindige Entwicklung von V,(z, w, w,,K) 
nach Poterizen von t [vgl. (2.18)]. Wir benutzen die erste Darstellung (1.7) 
und zerlegen die rechte Seite, indem wir dort von der Summe iiber M die 
Glieder mit M = L{ = E* L, (0 < h < 21— 1) abspalten. Dies werde durch 

Q(t, 2, a, K) = K(t, z) + R(t, 2), 

(2.20) K(z,2) =(w—a)(e—ay 2 SY, R(t,2)=(@—a) (2—ayt SF 

u=L) M+L*) 
angedeutet. Ferner verstehen wir unter ®(r, w, K, v) die mit A = I, z = w, 
M+ L® gebildete Summe (1.8). Der Zerlegung (2.20) entspricht eine Zer- 
legung der V, in der Gestalt 
(2.21) V,(z, w, @,, K) = U,(z) + W, (2) (vy 2 1), 
die man durch die Entwicklung der Summanden K und R nach Potenzen 
von w, gewinnt. Wir betrachten zunichst den zweiten Summanden W,(z) 


und leiten sogleich seine Entwicklung nach Potenzen von ¢ ab. 
Bei hinreichend kleinem |w,| konvergiert die Reihe in 


R(t, z) = (w— @) (z— @)* J D(z, w, K, —h) 
=0 


fiir |t] < min |w(Mr, w)|, wenn dieses Minimum fiir MCF, M + L®) gebildet 
wird. Setzt man andrerseits 
R(t, z) = (t—@,)-" J W,(z) w,', 
v=1 


so ergibt sich die Entwicklung von W,(z) nach Potenzen von ¢t in der Gestalt 
(2.22) W, (2) = (w— @) (2— @)"* Db, _, (a, P(#, w, K, —h)) >; 
h=0 


diese Reihe konvergiert fiir |t} < min |w(M«,, w)|, das Minimum im obigen 
Sinne verstanden. Nach (2.21) wird iiberdies U,(z) durch 


1 dw, 
(2.23) U)= 327 $ (e— a) Kit, 2) 
1 =e: ; 
dargestellt, wo 0 < 0, = |w,| < |t] < 0; und 9; hinreichend klein zu wahlen ist. 
Wir beginnen mit der Umformung von 


K (t,z) = 
s—2 1 w(L w) 
= ine 0 te B-8en-s 5 . ~ p= ~~ —— 5 9 
(Oo @) (2 YORE 2, (LM) (Me + Myr (LM — wy? w(Lz,0) —t* 
Es ist 


w(L” t, w) = w(E* Lat, E* w) = e* w (Lt, Ly wo) = y, &* wy, 
— — (t —@,)’” 
(L™ x—@) = (L™ r— L™ y= a as 
F oO ee Mr a, + Mr 
also 


— = (G7 8 (LY) (YB, + MY 





(LP) (Yr + yr (LM — wy 


= (t—@)-" Me™; 
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denn man hat nach [2] (26) 
et = v(B) (&™ Loa, + ef) = v(L™) (Ya, + 5)" gz? 
Zusammenfassend findet man daher 


1-1 
(t— @,)"’ K(t,z) = (w—@) (z—@)"—? 2t°G ~~” ah_ 


ne" uw, 
oly 
1 e-ah 


= (w#—@) (z—@)"~ {210 (+ jae —1 4 = 


h-0 ne" w,—t 


Die rechte Seite ist unter dem Integral (2.23) einzutragen. Als Beitrag 
vom ersten Summanden in der geschweiften Klammer entsteht 


(w —@) (e—o)r-221 6(+) a As 


Den Beitrag des zweiten Summanden in der geschweiften Klammer berechnen 
wir, indem wir den Integrationskreis durch den Kreis |w,| = 9 ersetzen und 
dann 9; iiber alle Grenzen wachsen lassen. Dabei strebt das Integral wegen 
vy=1 gegen Null, so daB lediglich die — negativ genommene — Residuen- 
summe iibrigbleibt. Man erhalt also 


= 
(2.24) U, (2) = (w—@) (2— o)*|218(7),,.5t2—200(" “\ar mote! 
zusammen mit (2.21), (2.22) stellt dies bereits die Entwicklung von V, nach 
Potenzen von ¢ dar. 
Diese Darstellung 1éBt sich nun noch erheblich vereinfachen. Nach der 
obigen Umformung ist 


W(t, w, K,—h) = 218( = + "Vir @;)" 9; ny * w; hs Dir, w, K,—h); 
also gilt 
b,_1(@,, Y(*, w, K,—h)) = b,_,(@,, P(#,@,K,—h)) (h20, v2 1) 
mit einziger Ausnahme des Falles h = 0, y = 1. In diesem Falle tritt in der 
letzten Gleichung rechts 216 (+) 6,,9, hinzu. Beriicksichtigt man dieses 


Phinomen in (2.24), so erhalt man die Endformel 


“a. pe 
V,(z, @, @,, K) = — (@ — @) (e—ayr-#216(’ i “\ ante + 


(2.25) 
+ (w— @) (z—@)"-? J b,_, (a, P(*, w, K, — A)) O-?. 

h=0 
Sie zeigt, daB im Falle y) der in (2.19) angegebene Hauptteil mit der Entwicklung 


(2.17) zu vereinigen ist. In der Summe iiber h kann der Faktor 6(*- = =*) x 


h 
x 6 ( - + -) hinzugefiigt werden. 


§ 3. Konstruktion der automorphen Formen {f, r — 2, v-?}. 
Wie in [2] § 4 bilden wir, indem wir den Spitzen [;= Aj ‘oo (l Sj Sa; 
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c,(l< »< K; K = 0) einer rF MG von willkiirliche Hauptteil-Koeffizienten 
Di.n+n; (0 < m+ HS mo(C,) + xj; mo(C;) ganz, 
mg(C;) + 420; 1 Sj Sa) 
(3.1) pe, (0< nS m(a,), n= a, + 1 modl,; mo(m,) ganz und = 0; 
1skse) 
finn (0<n<m,(c,); mo(c,) ganz und 20; 1 sv K) 
zuordnen, die in § und in den Spitzen von fF meromorphe Funktion 


A(z) = A(z, 8, K; (ec), (A), (), (u’)) 


a yr. ? 
--5 ot py Ajn+x Psu, (8 @, Ay, ¥) +- 
jai “7? Ocnt x SmoE)+ x; j j 
3.2 ee Mo(o,) : : 
_ . 2. DS = Man Vn(2, 8, wp, K) + 


2 ele — Or) n= 1 
n=a,+ 1(1,.) 


1X 3. me 
-—>z > —- D Man Valz, 8, ¢,, K). 
v=1 n=1 

Um das analytische Verhalten der Funktion A(z) in § iibersichtlich zu 
beschreiben, wollen wir, was ohne Beschrankung der Allgemeinheit erreichbar 
ist, annehmen, daB jedes c,, falls m,(c,) > 0 ist, und daB auch s, falls s nicht 
Fixpunkt ist, im Innern eines Teilbereichs von § enthalten sei. Ist F gegeben 
und werden die Punkte c, oder s in § willkiirlich gewahlt, so wollen wir iiber- 
dies stillschweigend unterstellen, daB die soeben genannte Annahme durch 
eine lokale Anderung von G nachtriiglich erfiillt worden sei. Fiir die End- 
ergebnisse ist diese Annahme bedeutungslos. Auf die Voraussetzung, daB eine 
der Spitzen ¢; im Unendlichen liege, kann von vornherein verzichtet werden. — 
Unter diesen Bedingungen fassen wir die Symbole F, A;, c, und die Haupt- 
teil-Koeffizienten (3.1) zu einem einzigen Symbol M zusammen und schreiben 
demgem&B auch A(z) = A(z, s, K, M); M enthilt s nicht. 

Die folgenden Aussagen beruhen auf den Ergebnissen des vorange- 
henden §2. 

1. Es bezeichne © eine offene Menge in § mit den Eigenschaften: © enthailt 
ganz F bis auf die Spitzen; die abgeschlossene Hiille von © enthalt keinen 
derjenigen Punkte, die zu einem der @,, c, nach F aquivalent, von ihm aber 
verschieden sind. Dann gilt: A(z) ist auf © iiberall auBerhalb der Punkte 
Z = Wy, 2 = ¢,, z = 8 regular. 

2. Es strebe z so gegen £;= Aj~'oo,daB p;= Im A,z > , Re A;z beschrinkt 
bleibt. Dann gilt 


. A; 
(a2 tay" Ae)—= Ayman, exp(—2 ari (n + 4) Y) + OD. 
O< atx Smo(Cj)+x; U a | 
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3. Fiir s + @, gilt in einer Umgebung von z = a, (1 < k < e,5) 


mo(@) 
A(z)=(z—@,)"* DY pap, w-"(z, wy) + (2 —D,)""* D, (w(z, @,)); 
n= 4,+ 1 (x) 
fiir s + c, gilt in einer Umgebung von z = ¢,(1 < » < K) 


M(ev) 
A(z) = (2—@)"* J pn w"(z, ¢,) + (2 —&)"-* PF (wiz, ¢,)). 
n=l 


Dabei bezeichnen 3, (t), B* (t) regulare Potenzreihen in t. 

4a. Wir benutzen weiterhin die in [2] (70) S. 69 eingefiihrten linearen 
Operatoren D und deren in [2] (71) 8.70 mit H bezeichnetes Linearkompo- 
situm; da dieses durch die in M zusammengefaBten Daten und seinen An- 
wendungsbereich K eindeutig bestimmt ist, schreiben wir hier genauer H = Hy. 
Wenn nun s von allen «,, c, verschieden ist, besteht in einer Umgebung des 
Punktes z = s die Entwicklung 


(z —8)?-" A(z) = (s — 3) (Hy YW (*, 8, K, —h)) w*-1(z, 8). 
h=0 


4b. Fallt dagegen s etwa auf eine Ecke w = w,, von §, so gilt in einer Um- 
gebung von z = w 


mMo(@) co 
(z—@)?-"A(z)= SY? wy, w"(z,@) + (o—B) J (Hy ¥ (*, w, K, —h)) w* (z, w). 
h=0 


n=a+i1(l) 
Dabei wurde der dieser Ecke zugeordnete Index k, an , a, l, u,, getilgt. Die 
analoge Entwicklung besteht fiir s = c = c,, in einer Umgebung von z = ¢; 
man hat dann , a, l, uw, durch c, 0, 1, Mn zu ersetzen. — 
Nach 4a, b ist der Beitrag des Punktes z = s zu den Polen und Haupt- 
teilen von A(z) in & stets durch 


(3.3) (z — 8)"~?(s — 8) (Hy P(«, 8, K, 0)) w-*(z, 8) 


gegeben. Als Beitrag der Spitzen ¢, betrachten wir nach 2. sinngeméB den 
Ausdruck 


(3.4) (a;,2 + aj)? x Ai.n+n, @XP (- 2mi(n + x;) 7). 
O< n+ x; Smo(l)+x, " = 
Zu den obigen Aussagen 1.—4. iiber die Funktion A(z) treten noch zwei 
weitere, die sich auf die Eigenschaften dieser Funktion und der automorphen 
Formen mit gegebenen Polen und Hauptteilen in § beziehen: 
5. Fiir jedes LZ aus Ff gilt mit der durch (1.12) (1.16) erklirten ganzen 
Spitzenform Z(t, z,s, K, L) der Klasse K (in der Variablen rt): 


A(Lz) — v1} (L) (yz + 6)?-"A(z) = Hy Z(, z, 8, K, Z). 


6. Gesucht wird eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer auto- 


morphen Form F(z) der Kiasse K = {F, r— 2, v1} mit den folgenden Eigen- 
schaften : 
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1*. F(z) ist auf © iiberall auBerhalb der Punkte z = o,, z=, regulir 
(insbesondere also, wenn s von den @ und den c, verschieden ist, auch in 
z= @); 

2*. F(z) hat in den Spitzen z = £;(1 <7 < o,) die Hauptteile (3.4); 

3*. F(z) hat in den Punkten z = a,, z = ¢, diejenigen Hauptteile, welche 
in den in 3. angegebenen Entwicklungen auf der rechten Seite erscheinen 
[die also, wenn s auf einen dieser Punkte fallt, nicht den Beitrag (3.3) enthalten]. 

Diese notwendige Bedingung (in [2] als Hauptteil-Bedingung bezeichnet) 
sagt aus, daB 


(3.5) Hyg = 0 fir alle ganzen Spitzenformen g der Klasse K = {f, —r, v} 


zutrifft. Fiir das einzelne g bedeutet Hyg = 0 eine lineare Relation vom 
Charakter vektorieller Orthogonalitaét zwischen den Hauptteil-Koeffizienten 
(3.1) (die als Unbekannte aufzufassen sind) und den gemaB (3.1) zu bildenden 
Entwicklungs-Koeffizienten bn + x;(Ass Ps On— (Oe, Y)s On-il%y, p) (die als 
Koeffizienten aufzufassen sind). Wegen der Linearitit des Operators Hy be- 
steht die Hauptteil-Bedingung genau dann, wenn Hy ¢; fiir die Formen einer 
Basis gy; der Schar der ganzen Spitzenformen aus K verschwindet. 

Wir formulieren jetzt die Hauptergebnisse der vorliegenden Untersuchung ; 
die Beweise werden wenige Zeilen beanspruchen. 

(A) Besteht die Hauptteil-Bedingung fiir vorgegebene GF, K, A;, c, und vor- 
gegebene Hauptteil-Koeffizienten (3.1), so existiert genau eine automorphe Form 
F(z) der Klasse “ mit den unter 6. genannten Eigenschaften. Diese Form wird 
fiir jedes in § und H gelegene s durch die zugehdrige Funktion A(z, 8, K, M) 
explizit dargestellt. 

Beweis. Man bilde A(z) mit irgendeinem s, das in F und § liegt. Nach 
(3.5) und 5. gilt 

A(Lz) = v-1(L) (yz + 6)?-*A(z) (Lcf), 


nach 2. und bekannten Schliissen gestattet daher A(z) in den Spitzen ¢; von F 
Fourierentwicklungen in den Variablen A,z mit den Hauptteilen (3.4), nach 
(3.5) verschwindet der Ha aptteil-Beitrag (3.3) im Punkte z=, und die 
in 3. angegebenen Entwicklungen haben sowohl die fiir automorphe Formen 
aus K typische Gestalt als auch die vorgeschriebenen Hauptteile. — 

(B) Man denke sich eine rFM & von CF und fiir o,> 0 die die Spitzen ¢;, 
von § darstellenden Matrizen A, beliebig gemiB £;= Aj! co gewihlt. Dann ent- 
spricht jeder nicht identisch verschwindenden Form F(z) der Klasse K eindeutig 
eine (evtl. leere) Menge von Nichtfixpunkten c, in § und ein méglichst wenige 
Zahlen umfassendes System von Hauptteil-Koeffizienten (3.1) derart, dag F(z) 
beziiglich dieser Daten §, (A), (c), (A), (1), (u’) die unter 6. genannten Eigenschaften 
hat. Fiir das dadurch bestimmte M und jedes s in $ und § gilt 


F(z) = A(z, s, K, M). 
(C) Die Entwicklungskoeffizienten b,(s, F) (h > 0) haben die Werte 
(3.6) b, (8, F) = (s — 8) Hy P(*, s, K, —h—1) (h => 0). 
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Wir fiigen noch den Beweis des folgenden Satzes hinzu: 

(D) Unter den Funktionen Z(t, z, s, K, L), die bei festen s, K fiir alle zc 9, 
LCF gebildet werden, findet sich eine Basis der Schar €x der ganzen Spitzenformen 
aus K. 

Beweis. Es bezeichne 9 den Rang, ¢;(t) (1 <j S 0) eine Basis von Cx. 
Man bestimme ein System von Nichtfixpunkten c,+ s(1 < v S @) in § derart, 
daB die Determinante |¢;(c,)| + 0 ausfallt. Fiir eine automorphe Form F(z) 


aus K, die auf § iiberall mit allein méglicher Ausnahme der Punkte c, regular 
ist, in diesen héchstens Pole erster Ordnung besitzt und dort im Sinne von 3. 
die Residuen yu; = yu; , aufweist, ist der Operator Hy durch 


e 
Hug =— 32 , (¢,—&)" ple, (@cK) 
zu bestimmen. Nach (3.5) verschwinden alle «4; und daher verschwindet F (z) 
identisch. 

Andrerseits werde angenommen, es sei der Rang 9’ der von den ganzen 
Spitzenformen Z(t, z, 8, K, L) (s, K fest, zc , LCT) aufgespannten linearen 
Schar kleiner als 9. Man bilde 

iy - 
A,(z) = — 4 Py ee 


onl v—Cy 





V; (z, 8, C,, K) 


und bestimme hier die 4; so, daB sie nicht simtlich verschwinden und die 
Relation 
Hy Z(«, z,s, K, L) = 0 fiir alle zc 9, LCT 


erfiillen. Dann folgt aus 5., daB A,(z) eine automorphe Form der Klasse K 
darstellt, deren Verhalten von dem der obigen hypothetischen Form F(z) 
héchstens insofern abweicht, als A,(z) einen weiteren méglichen Pol im Punkte 
z= 8 besitzt. Dieser Pol kann aber deshalb nicht auftreten, weil keiner der 
von s verschiedenen Punkte Ls (LCI) ein Pol von Ag(z) ist. Ag(z) = 0 be- 
deutet einen Widerspruch. 

Zum SchluB wollen wir fiir ganzes r > 2 die (r—1)-ten Ableitungen der 
oben verwendeten Konstruktionselemente P,,,,0(z,8,A,K) und V,,(z, 8, To, K) 
nach z berechnen. Hinsichtlich der Bedeutung dieser Aufgabe vgl. die ent- 
sprechenden Abschnitte in [1], 5. und [2], § 5. 

Wir benutzen zu diesem Zwecke neben [1] 5c), Hilfssatz 3 die Darstellung 
[vgl. (1.3)] 


Q(t, z, 8, K)= 
—— (Az—Ady _ (Az—Ad)"| 


VM) (mm, + my" (Me — Aare (a + 42)" -Az—As  Az—Mr|’ 


a pt ‘ 
Mcar 

Dabei sei, wenn o, > 0 ist, A~!oo eine Spitze von [, sonst A = J. Wir be- 

trachten zunichst den Fall o, > 0 im Hinblick auf die P,,,,.. Wegen 


(—1)"-? af-! (2 —3) uw t—3\" 
(rF—1)! O29 2z—t (— 1)" 1+ (3) 
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und nach [1], 5c) Hilfssatz 3 wird 


iP 7 (Az—A3)* (Az—A3)" 


: 2 ( (Az se pe 
(r—1)! @zf-) {(a,2 + a4)" (on an 4a) = 


_-((48—AB Mr—A3\" 
= (4,2 + 43) (4-3) — (4-9; , 








also 
(= Ayr 1 er- 1 
@@— Ii aera CC, 


= (=) W (r,s, K,0)—v(A) (a,z+4+ a, a 


z,8, K)= 
3.7 
(3.7) » 1 

5 O(M) (mt + m,)" (Az— Mr)" 


Zur Umformung des zweiten Rathaenden. “a der rechten Seite fiihre man 
die Variablen t’ = Art, z’= Azein. Dann erhalt man fiir diesen: 
1 
= ~ - at 
(— IY *eat + Gy)? (2 + 4) st v* (L’) (y’ 2’ + 0)" (r’ — L’2’)r ’ 
A 

wo v*(L’) = (v4-.(L’))-! = v1 (L) fir L’' = ALA-' CT 4. Hier liefert die gleiche 
Umformung wie in [2] nach (81) durch eine kurze Rechnung 


(3 8) Fa Pays gelt,8, A, K) = (— 1)" (r—1)! (22) ba (A, P(*,8, K, 0)) + 
° soa ;\r *\r— 
¢ 32 (Ste |! 6-1(4) G_,(2, 0}, 4, f,— 2 —x*). 
N N r 


Im Falle o, = 0 liefert (3.7), gebildet fiir A = /, ,,fast‘‘ dasselbe Resultat 
wie [2] (82); genau ergibt sich 
om r-1 ar-1 
“om sai 7 Q(t, z, 8, K) = (=) W (r,s, K, 0) — F(z, 7, K, —r), 
wo K = {f,—r, v1}. Daraus folgt nach den Umformungen in [2] 8. 80 
=<) by-1(To P(®, 8, K, 0)) + 


(3.9) aa (2,8, K) = (1) 4r—)t ( 


+ (—1)" n(n + 1)... (n + r—2) (t9— Fo)” Vz, TK, —r—n + 1). 


Diese Formeln (3.8), (3.9) enthalten gegeniiber den analogen Formeln [2] (80), 
(84) auf der rechten Seite im allgemeinen ein in z nicht-automorphes (elemen- 
tares) Zusatzglied. Infolgedessen treten im vorliegenden Problemkreis kom- 
pliziertere Relationen an die Stelle der in [2], Satz 22 genannten Zusammen- 
hinge. Es ist anzunehmen, daB diese Relationen durch eine systematische 
Theorie der Integralformen dem Verstindnis zuginglich gemacht werden 
k6énnen. 
§ 4. Anhang. 

Die Hauptteil- Bedingung fiir die Multipla eines beliebigen Divisors 

unter den automorphen Formen einer Klasse komplexer Dimension. 

Die folgenden Ausfiihrungen sind ohne Kenntnis des Vorangehenden ver- 
standlich. Nur zur Erklarung der Bezeichnungen wird auf den Beginn des § | 
zuriickverwiesen. 

Wie bisher sei F eine beliebige Grenzkreisgruppe von erster Art, F eine 
regulire Fundamentalmenge (s. Beginn des § 1) von [ in der oberen t-Halb- 
ebene $; es durchlaufe £;= Aj * oo (1 <j < 0,4; 09 = 0) die Spitzen, wm, (1 SkS 
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S €9; & 2 0) die elliptischen Ecken von G und, wenn v ein beliebiges Multi- 
plikatorsystem zu [ und der komplexen Dimension —r bezeichnet, 5, Xj, xj My 
die gemaB (1.1), (1.2) fir 1 Sj So, bzw. 1 Sk < ey durch 


(4.1) v(P;) = e?*'%, 0 < Rex, < 1, xj* =x, mod 1,0 < Rex; < 1, xj = 1—xj* 
(4.2) v(#,) = exp (xi iE - 22-7"), a, ganz,0 <a, <1, —1, a; = 1.—l—a, 


bestimmten Werte. Wir setzen A; (ohne Einschrinkung) als reelle zwei- 
reihige quadratische Matrix der Determinante 1 voraus, schreiben {a,,, a, ,} 
fiir die zweite Zeile von A,, ferner 


t} = exp (2 aid x) (A komplex), w(t, z) = . = (r und z in 9) 


und denken uns die Werte (a,,t + a;,)", (t—2)" wie iiblich gemaB — 2 < args 
< + a fixiert. 
Wir untersuchen diejenigen automorphen Formen in den Formenklassen 


K = {f,—r, v}, K = {f,r—2, v3}, 


welche in bestimmter Weise mit dem willkiirlich auf § vorgegebenen Divisor 
G K 
(4.3) d= 17 (f,)% (w,)?* 
j=1 k=1 


verknipft sind, wobei die w,(e¢, + 1 < k < K; K 2 ey) irgendwelche paarweise 
verschiedenen Nicht-Fixpunkte in F, die «,, 8, irgendwelche ganzen Zahlen 
bezeichnen. Versteht man unter a den Ergiinzungsdivisor der Klasse K: 
a = /1(¢;), zu erstrecken iiber die j mit Rex;= 0, 1 Sj So, und unter 
€*(d) die lineare Schar der Multipla von abd unter den Formen von K, 


~ 


€’(d-") die lineare Schar der Multipla von d-! unter den Formen von K, 
so gilt der verallgemeinerte Riemann-Rochsche Satz in der Gestalt 


(4.4) RgC+(d) = — ordd + R(K) + RgG’(b—) (Rg = Rang) 


mit einer nur von K abhangigen ganzen Zahl R(K). 
Wir geben neben d ein Polygon g auf § durch 


oo . K * 
(4.5) g= 17 (¢,)% IT (a,)** (aj und ff ganz und = 0) 
j=1 k=1 


vor; bei passender Wahl der Exponenten und der w,(¢,+ 15 4 <5 XK) in 
(4.3), (4.5) kénnen der allgemeinste Divisor } und das allgemeinste Polygon g 
mit ganzen Exponenten auf § wie in (4.3), (4.5) dargestellt werden. Im fol- 
genden betrachten wir K, §, die A;, } und g als fest gegeben. 

Fiir eine automorphe Form F(t) der Schar €’(d-'g™) bestehen in den ¢,, 
«w, Entwicklungen von der Gestalt [vgl. (4.1), (4.2)]: 


at+a*—1 oo 
(a,c +a,)*-"F(t)= SY bin (A,F)t™-"" + J by, (A,F) tt 
m=a m= —a2 
(4.6) Pen a é, 
(t—@)*-"F(t)= DP bims—a-s(w, F) w+ YD bai a (w,F) w™'** ; 
m=, m=— 


Math. Ann. 129. 26 
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hier wurden die Indices j, k getilgt; in der zweiten Zeile ist iiberdies wie im 
folgenden stets 
a=a,=0,l=1,=1 fire +1sksk 


zu setzen. Indem wir — zunichst abkiirzend — 


A,(m + xj) = b_m—xp(Aj, F) (a;Smsa;+ af — lilsjs 3) ’ 
(4.7) 

My (ml, + a, + 1) = b- m1, -a,-1(@e F) (By Sm SB, + BFE—1, 1Sks K) 
schreiben, erhalten wir fiir die Existenz einer Form F in €’(d-'g™) mit den 
,,Hauptteil’’-Koeffizienten (4.7) die notwendige (verallgemeinerte Hauptteil-) 


Bedingung 





O Nj a,taj—1 
U a 
~ 2ni LS Amt xj ) bm+nz( Aj, gy) + 
j= m= aj 
= b 1 By+ Be-1 


+2 Toop & Melle + ae+ 1) bmig+ a(n 9) = 0, 
A 


die fiir alle Formen g aus €*(d) zu erfiillen ist. (4.8) folgt aus dem Residuen- 
satz fiir das abelsche Differential Fy. Wir beweisen den folgenden Satz: 

Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer automorphen Form F in 
€'(d"g") mit dem Haupitteil-Koeffizienten (4.7) ist das Bestehen der Rela- 
tionen (4.8) fiir jede Form ¢ in (Dd). 

Beweis: Es ist zu zeigen, daB das Bestehen der Relationen (4.8) fiir die 
Existenz einer Form der genannten Art hinreicht. Wir setzen diese Relationen 
zuniachst nicht als erfiillt voraus, sondern betrachten beliebige Systeme-kom- 
plexer A, u, die gemaB (4.7) auf die dort in Klammern angegebenen Paare j, m 
und k, m bezogen sind. Da die Aussage des Satzes fiir ordg = 0 inhaltslos ist, 
sei im folgenden g = ordg > 0. Wir denken uns die /, ~ eines solchen Systems 
irgendwie, etwa lexikographisch so geordnet, daB zuniichst die Paare j, m, 
dann die Paare k, m auftreten, wobei j und k iiber m dominieren und die 
kleineren m vorangehen. Den g-dimensionalen Vektor mit diesen Kompo- 
nenten A, uw nennen wir t, die linke Seite der mit den Komponenten von t 
und einem gC €* (d) gebildeten Gleichung (4.8) nennen wir (rt, ¢). 

Es sei o der Rang, 9; (1 <j < ¢@) eine Basis von €*(d). Wir bestimmen o 
paarweise und von den a, (1 < k < K) verschiedene Punkte s, (1 Sh < 0) 
in AF derart, daB die 


(4.9) Determinante der g;(s,,) + 0 j,k = 1,2,...,0) 
ausfallt und bilden das Polygon 
e 
m = IT (s,). 

h=1 

Aus (4.4) folgt 
o = —ordd + R(K) + RgC’(d-), 

0 = Rg€* (bm) = — ordd — 9 + R(K) + RgC'(d"' mm"), 
0 = Rg@* (dmg) = — ordd — p—g + R(K) + RgC'(d"' mg”) 
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und hieraus durch Subtraktion 
(4.10) Rg€’(d-'m~) = RgC’(d“), RgC’ (bmg) = RgC’ (b>) + g. 

Wir nennen zwei Formen F,, F, aus €’(d“'m~'g™) einander kongruent 
modbd-', wenn ihre Differenz in €’(d-') enthalten ist. Die dadurch erklarten 
Restklassen modbd-! gestatten eine lineare Komposition mit komplexen 
konstanten Koeffizienten und bilden in diesem Sinne einen Vektorraum U 
iiber dem Kérper der komplexen Zahlen, dessen Rang nach der zweiten Re- 
lation (4.10) gleich g ist. Bezeichnet r,(F) fiir ein F aus €’(d-'mg-) den 
mit den Komponenten (4.7) in der genannten Anordnung gebildeten Vektor r, 
so gilt genau dann t9(F',) = t9(F,), wenn F,= F, modd-; denn aus t,(F,— F,) 
= 0 folgt nach der ersten Relation (4.10), daB F,— F, in €’(d-) enthalten ist. 
Daher entspricht jeder Restklasse modd“ genau ein solcher Vektor t,(F), 
der Vektorraum & ist zu dem aus den t,(F') bestehenden linearen Vektor- 
gebilde 2 isomorph, 2 hat also den Maximalrang g, es gibt mithin zu einem 
beliebig vorgeschriebenen g-dimensionalen Vektor t eine (modbd~' eindeutig 
bestimmte) Form F in €’(}-'m~'g™) mit r,(F) = r. 

Durch die Hauptteilbedingung (4.8), die fiir alle g aus €*(d), d. h. fiir 
alle g = y,(1 <j S 0) zu erfiillen ist, wird ein lineares Teilgebilde M in L 
bestimmt. Die Behauptung besagt offenbar, daB die Vektoren von M vermoge 
des obigen Isomorphismus genau denjenigen Restklassen entsprechen, deren 
Formen in den Punkten s, von m regular sind. Zu beweisen ist lediglich, 
daB aus der Hauptteilbedingung die genannte Regularitat folgt. 

Es seien G; ,., Hy, irgendwelche den Einheitsvektoren unter den t zu- 
geordneten Formen aus €’(d-“'m™‘g™). Wegen b,(8,, ~) = (8,—%)" (8) 
findet man, indem man (4.8) auf m g anstelle von g anwendet, fiir jedes g aus 
€* (d) 

y e 
et b+ xf (A;, 7) or a (8,— 5)” p(s) b_4 (8p, G;,m)> 
h=¥ 


(4.11) , 


e 
L.(@, — @,) Doty +0,(x> P) = — 2 (8,— 84)" P (Sn) 0-1 (8n» Hem); 


dabei treten die in (4.7) genannten Paare j, m und k, m auf. Multipliziert man 
fiir einen vorgegebenen Vektor r einerseits G,,,, andrerseits die erste Glei- 
chung (4.11) mit A;(m + xj‘), ferner einerseits H,,,, andrerseits die zweite 
Gleichung (4.11) mit 4,(ml,+ a,+ 1) und summiert iiber die Paare j,m und 
die Paare k, m wie in (4.8), so erhailt man einerseits eine dem Vektor t vermége 
t)(F) = t zugeordnete Form F aus €’(d-'m-'g™), andrerseits die Gleichung 


e 
P(t, y) = —~ (8,— 5)" p (8p) b_4 (8), F). 
Nun folgt aus (tr, y;) = 0 (1 Sj S e) nach (4.9) in der Tat, daB 
b_,(s,,F)=0 (lsh <o), d.h. F ein Multiplum von d-'g 


ist. Damit ist der Satz bewiesen. Beim Beweise wurde 9 = 1 vorausgesetzt, 
der Extremfall 9 = 0 ist vergleichsweise trivial. 


DT itd 
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Die néichstliegende Anwendung des Satzes geschieht auf folgende Weise: 
Man zeichnet einen Punkt rt, in § aus und betrachtet die Scharen €’ (0“*(r,)~) 
fiir beliebige natiirliche Zahlen g. Wir legen t, in eine Spitze € = Aco von; 
die anderen Fille sind analog zu diskutieren. Man verstehe unter q(t) den 
Funktionenvektor mit den Komponenten q,(t) (j = 1, 2, .. ., 0) und schreibe 


q(t) = (a,t + ay)" SY b(m) t™**"; 
untersucht werden diejenigen Formen der Klasse K, welche sich auf @& auBer- 
halb von € wie Multipla von }-' verhalten. Fiir eine solche Form F(t) mit 
der Entwicklung [vgl. (4.6)] 
a+g-1 co 
(4.12) (a,x +a,)*"F(t)= SY Atm 4+ SY bm yy (A, F) Om 


—_— 
m=a m=—a 


besagt die Hauptteil-Bedingung: 
a+g—1 
Dy Anb(m) =o. 

Zur Formulierung der Konsequenzen unseres Satzes verabreden wir die 
folgende Ausdrucksweise: Wir nennen eine Form F der genannten Art ganz 
modd- bis auf einen (méglichen) Pol auf § in t = ¢; die erste Summe auf 
der rechten Seite in (4.12) bezeichnen wir als den Hauptteil von F modd-. 

Es ergibt sich: 

In K existiert dann und nur dann eine bis auf den Pol € auf § modd" 
ganze Form mit dem Hauptteil t-™-** (m= a) modd, wenn b(m) = © ist. 

Es seien m;(1 <i < yu) verschiedene ganze Zahlen = a, und es seien die 
Vektoren b(m,) linear unabhingig. Dann existiert in K keine bis auf den Pol ¢ 


a 
auf G§ modd™ ganze Form mit einem Hauptteil S’ 1, t-™** modd—, es sei 


denn, daB alle Am, verschwinden. am 

Es seien m,(1 <i < v) verschiedene ganze Zahlen = x, und es mégen die 
Vektoren b(m,) (lS isu; uw<-v) ein Maximalsystem linear unabhingiger 
unter den simtlichen b(m,) (1 Sis v) bilden. Dann existiert in K fiir jedes 
j=u+,...,» eine bis auf den Pol € auf § modd ganze Form mit einem 
Hauptteil 
Say ime. 4 mod. 
i—1 ' 


Dieser ist bei gegebenen K,%,b, A, m, durch j eindeutig bestimmt. 


(Eingegangen am 1. Marz 1955.) 
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Geometrie und konforme Abbildung 
verallgemeinerter Kreisbogenpolygone. I. 


Von 


Hewtmvut UNKELBACH in Bonn. 
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In der Arbeit des Verfassers ,,Die konforme Abbildung echter Polygone“, 
Math. Ann. 125, 82—118 (1952) (nachstehend zitiert unter Arbeit [1]), ist 
der herkémmliche Begriff des einfach zusammenhangenden, geradlinigen Poly- 
gons in der Weise verallgemeinert, daB auch unendlich-vielblittrige Poly- 
gone J zugelassen werden. DaB es sich hierbei um eine wesentliche Verall- 
gemeinerung handelt, ergibt sich aus folgendem Sachverhalt: Wenn eine 
beliebige (nicht notwendig zusammenhangende) endliche Menge M von li- 
nearen Randstiicken, d. h. von Vollgeraden, Halbgeraden, endlichen Strecken 
und isolierten Punkten, und wenn auBerdem noch eine beliebige Reihenfolge 
dieser Randstiicke vorgegeben ist, dann gibt es ,,in der Regel (mindestens) 
ein Polygon %, das genau von den vorgegebenen Randstiicken in der vor- 
gegebenen Reihenfolge berandet wird. Eine ,,Ecke“ Z, von D besteht aus end- 
lich vielen Punkten, und die Anzahl dieser Punkte heiBt die ,,Ordnung* 
von £,. 

Das Polygon %, das in der z-Ebene gelegen sei, heiBt ,,echt‘‘, wenn es den 
Punkt z =  héchstens endlich oft iiberdeckt. In der Arbeit [1], Satz 3 sind 
diejenigen Funktionen z = f(¢) explizit angegeben, welche die obere ¢-Halb- 
ebene konform auf ein echtes D abbilden'). Alle Punkte von EZ, entsprechen 
dabei einem einzigen Punkt x, der reellen ¢-Achse. Die Ordnung und andere 
Eigenschaften -von Z, kommen in der Abbildungsfunktion in expliziter Weise 
zum Ausdruck. 

Die Untersuchungen der Arbeit [1] werden im folgenden in naheliegender 
Weise verallgemeinert, indem statt der geradlinigen Polygone J Kreisbogen- 
polygone Q betrachtet werden. Hierbei besteht die Verallgemeinerung nicht 
nur darin, daB an die Stelle der linearen Randstiicke Kreisbogenrandstiicke 
treten kénnen, sondern auch darin, daB auBer den schlichten Randstiicken 


1) Wenn $ nur isolierte Randpunkte besitzt, erfolgt die Abbildung auf die punktierte 
¢-Ebene. 
Math. Ann. 129. 27 
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mehrblattrige und sogar unendlich-vielblattrige Randstiicke vorkommen?’). 
Gegeniiber den Polygonen  treten bei den Q die folgenden wesentlich neuen 
Randstiicke auf: 

1. Der ,,unendliche Kreisbogen“ (§ 2, Definition Ib), das ist z. B. der iiber 
dem Kreis |z| = 1 gelegene Teil der Riemannschen Fliche von logz, wobei die 
Punkte des Kreisbogens den Werten in z = e**, — 00 < w < + co umkehrbar 
eindeutig zugeordnet sind. Es wird sich als zweckmaBig herausstellen, fiir 
jeden unendlichen Kreisbogen zwei uneigentliche Endpunkte (Definition VII) 
zu definieren, welche den Werten y = — co und g = + ~ entsprechen. 

2. Der ,,halbunendliche Kreisbogen“‘ (Definition Ic), der aus einem unend- 
lichen Kreisbogen durch einfache Zerschneidung entsteht und der deshalb 
einen eigentlichen und einen uneigentlichen Endpunkt besitzt. 

Als ,,Ordnung einer Ecke“ bezeichnet man nun bei den Polygonen Q 
zweckmaBig die um Eins vermehrte Gesamtzahl der Punkte (der eigentlichen 
und der uneigentlichen), aus denen eine Ecke besteht*) (Definition XII, XIIa, 
XIII, XIV, XVI). Lediglich fiir die Ecken 1. Ordnung (die ,,glatten‘‘ Ecken) 
laBt sich eine Anomalie in der Definition der Ordnung nicht vermeiden, wie 
aus den folgenden Betrachtungen hervorgehen wird. Die ,,Ordnung k eines 
Polygons Q“‘ ist der maximale Wert, den die Ordnungen k, der Ecken £, 
von Q annehmen (Definition XVI). 

Bezeichnen wir nun mit z = {(¢) eine Funktion, welche die obere ¢-Halb- 
ebene konform auf Q abbildet, dann werden wir beweisen, daB diese Abbildungs- 
funktion einer Differentialgleichung der folgenden Gestalt geniigt: 

(1) fz, C} me 2S = RO).*) 

Dabei ist R(f) stets eine rationale Funktion, deren simtliche Koeffizienten 
und Pole reell sind. Ist Z, eine Ecke k,-ter Ordnung von Q, dann ist das Bild x, 
von E, ein Pol k,-ter Ordnung von R(f). Auch die ,,Art“ 1, von E, (Defi- 
nitionen XVII und XVIIa) kommt in der Funktion R(¢) explizit zum Aus- 
druck (Hauptsatz 5 und Siatze 5a und 5b)5). Die konforme Abbildung der 
unechten geradlinigen Polygone J wird ebenfalls durch Lésungen von (1) 
gewonnen (§ 4). 

*) Bei den Polygonen J trifft dies nicht zu. Obgleich diese in ihrem Innern unendlich- 
vielblattrig sein kénnen, sind doch stets héchstens endlich viele schlichte Randstiicke 
tibereinander geschichtet. 

%) FaBt man ein Polygon F als spezielles Polygon Q auf, dann ist die hier definierte 
Ordnung einer Ecke von der in Arbeit [1] definierten Ordnung verschieden. Beiden De- 
finitionen ist jedoch gemeinsam, daB man eine Ecke Z, von der Ordnung k, durch ,,Zu- 
sammenriicken“ von k, Ecken 1. Ordnung gewinnen kann (vgl. Satz 2, 8. 404). 

*) Inzwischen hat auch F. StattMaNN in seiner Arbeit ,,Konforme Abbildung von 
Kreisbogenpolygonen I“, Math. Z. 60, 187—212 (1954), die Giiltigkeit dieser Differential- 


gleichung fiir die betreffenden Abbildungsfunktionen ausgesprochen, allerdings ohne 
Durchfiihrung eines Beweises und ohne auf die Geometrie der verallgemeinerten Kreis- 
bogenpolygone naher einzugehen. 

5) Dabei erscheint es merkwiirdig, daB die gewéhnlichen Ecken 2.0., also gerade die- 
jenigen Ecken, die man als die ,,normalen“ anzusehen geneigt ist, sowohl in der Geo- 
metrie als auch in der konformen Abbildung eine Sonderstellung einnehmen (vgl. Satz 2, 
8S. 404). 
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Die Frage, wie die Winkeldefinition auf Ecken Z, mit k,>2 (und 
auf Ecken 2. Art) iibertragen werden kann und wie die Winkel in R(¢) 
zum Ausdruck kommen, wird im II. Teil meiner Arbeit behandelt. 


§ 1. Anschauungsmaterial. 

Eine Geometrie der Poly- 
gone Q laBt sich nicht ohne 
zahlreiche Definitionen auf- 
bauen. Bevor dies in § 2 
durchgefihrt wird, _ sollen 
hier die Definitionen zu- 
nichst durch einige konkrete 
Beispiele anschaulich moti- 
viert werden. Die vollstin- 
digen Formulierungen sollen 
dabei dem § 2 vorbehalten 
bleiben. 

Wir betrachten zunichst 
ein Dreieck Q), dessen Rand 
von drei unendlichen Kreis- 
bogen gebildet wird®), die wir 
die Seiten von Q® nennen. 
Durch eine lineare Transfor- 
mation ]aéBt sich Q® stets in 
eine solche Lage bringen, daB 
die drei Seiten iiber den drei 
Randkreisen &,, R, und &, 
eines einfach gelochten kon- 
zentrischen Kreisringes Q® 
liegen (Fig. la). Dann laBt 
sich Q®@) folgendermaBen aus 
schlichten Bausteinen zusam- 
mensetzen : 

Wir gehen aus von einer 
Hilfte Q° von OQ) die 
durch Zerschneiden von Q®° 
lings der geradlinigen Schnitte 
8), sf und s{) entsteht 
(Fig. 1b). AuBerdem betrach- 


%C) 


org 10) 


a 


) 
>) (Q) 


2 aad 


2 


aaa 


e 
Fig. la—le. 


ten wir unendlich viele Exemplare Q"” des zwischen R,und &, gelegenen 
und lings s) aufgeschnittenen Kreisringes (Fig. 1c), sowie je unendlich 
viele Exemplare Q“* und Q‘™) des gelochten und lings s{°) aufgeschnit- 
tenen AuBeren von 8, und des gelochten und lings s{') aufgeschnittenen 


*) In allen Beispielen von § 1 werden die Polygone Q nur von einem Ufer der be- 
treffenden Kreisbogen berandet. 


27° 
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Innern von &, (Fig. 1d und le). Dann fiihren wir die folgenden Heftungen 
durch : 

es an linkes Ufer von 3) 
Fig. 1c: rechtes Ufer von s\7) an linkes Ufer von $3) 


> ee & 6.86 UV Se SS OS 8 Ow eS ee 6s 


sy) an linkes Ufer von sy 


Fig. 1d: rechtes Ufer von sf) an linkes Ufer von of) 
sf) an linkes Ufer von ss) 

. ‘ . . 4 
Fig. le: rechtes Ufer von 85 an linkes Ufer von ay 


Auf diese Weise gelangen wir zu dem unendlich-vielblattrigen Dreieck Q”. 
Wir kénnen uns Q” auch noch folgendermaBen veranschaulichen : 

Durch eine lineare Transfor- 
mation kénnen wir Q” in eine 
solche Lage bringen, daB sich 
die Flache um das AuBere dreier 
getrennt liegender Kreise unend- 
lich oft herumschlingt (Fig. 2). 
Fiir dieses Herumschlingen ist 
aber folgendes zu _beachten: 
Wenn man von dem entsprechend 
Fig. 2 ,,zwischen“ den drei Krei- 
sen gelegenen Punkt z, ausgeht, 
zwischen zwei Kreisen, etwa 
zwischen R, und &;, bis zum 
Punkt z, hindurchgeht und anschlieBend einen dieser Kreise, etwa R,, um- 
laufend nach z, zuriickkehrt, dann ist der dritte Kreis R, einem zwei- 
dimensionalen, in der z-Ebene gelegenen Blickfeld entschwunden, wahrend 
nur die beiden anderen Kreise noch sichtbar bleiben. Diese Eigenschaft 
des Herumschlingens ergibt sich aus dem obigen HeftungsprozeB. 

Fiir die Ecken von Q™ ergibt sich ein wesentlicher Unterschied gegeniiber 
den Ecken eines Polygons J: wihrend jede auBergewéhnliche Ecke von D 
aus mehr als einem Punkt (Element) besteht, so daB die Ecken nach der Anzahl 
ihrer Elemente iibersichtlich geordnet werden kénnen, enthalten die Ecken 
von Q” iiberhaupt kein Element, so daB die ,,Ordnung* der Ecken zunichst 
offen bleibt’). 

Als ein zweites Beispiel wollen wir jetzt ein Zweieck Q® betrachten, 
dessen Rand von einem endlichen und einem unendlichen Kreisbogen gebildet 
wird (Fig.. 3)*). Dabei gehen wir aus von einem einfach zusammenhangenden 





Fig. 2. 


7) Von den in der Einleitung erwahnten ,,uneigentlichen Punkten“ soll zunaichst noch 
abgesehen werden. Die Einfiihrung einer ,,Ordnung Null“ ware unzweckmabig. 

8) In den Figuren deutet ein Doppelpfeil stets an, daB sich der Kreisbogen in 
der betreffenden Richtung iiber unendlich viele Umdrehungen erstreckt. Diejenigen Ufer 
der Polygonseiten, welche das Polygon beranden, sind schraffiert. 
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Punktpolygon Q®®, welches aus Q“ dadurch entsteht, daB man alle drei 
Randkreise auf einen Punkt zusammenzieht. Solche Punktpolygone wurden 
bereits in der Arbeit [1] betrachtet. Es ist hier zweckmaBig, die drei Rand- 
punkte durch eine lineare Transformation iiber die Punkte z = 0,1 und oo zu 


S2 


1= (C11, 612) 
EB, = (€2,€22) 
€;, iberz = 0 
és, iberz = 1 

:=2,4=1 





legen. Wir kénnen uns dann die Riemannsche Fliche des Punktpolygons 
aus unendlich vielen Halbebenen zusammengesetzt denken. Von diesen ist 
eine Halbebene dadurch ausgezeichnet, daB sie alle drei Flachenrandpunkte 
auf ihrem Rand enthalt. Jede der iibrigen Halbebenen enthalt nur zwei 
Flichenrandpunkte auf ihrem Rand. Wir verbinden nun die iiber z = 0 und 
z= 1 gelegenen Randpunkte durch einen endlichen, schlichten Kreisbogen, 
der (abgesehen von seinen Endpunkten) innerhalb der ausgezeichneten Halb- 
ebene verliuft. AuBerdem zeichnen wir durch einen Punkt dieser Halbebene 


€21 
By = (611. @12) 
E, = (€2,€23) 
1= 2,1,=2 





einen unendlichen Kreisbogen, der auf Q® verliuft und den endlichen 
Kreisbogen nicht trifft. Beide Kreisbogen beranden ein Zweieck Q®, wie es 
gesucht war. 

Beide Ecken von Q® sind auBergewohnlich, obwohl jede Ecke nur ein 
Element (z = 0 und z = 1) enthialt. Bei den Polygonen $ in der Arbeit [1] 
kommt dieser Sachverhalt nicht vor. 

Verschiebt man den unendlichen Kreisbogen nach links, bis er den Punkt 
z= 1 enthalt, dann gelangt man zu einem Zweieck Q®* (Fig. 3a) mit einer 
gewohnlichen Ecke im Punkt z= 1 und einer auBergewohnlichen Ecke. 
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Solche Zweiecke benétigen wir in § 2, um ein beliebiges Polygon Q aus endlich 
vielen elementaren Bausteinen zusammenzusetzen. 

Auf ahnliche Weise la8t sich ein Zweieck Q konstruieren, dessen Rand 
von zwei halbunendlichen Kreisbogen gebildet wird (Fig. 4). Dabei gehen 
wir aus von einem schlichten Teilgebiet Q°® der Riemannschen Fliche Q®. 
Q®°) ist eine Vollebene, welche lings der linearen Komplementirmenge der 
Strecke 0 < z < 1 aufgeschlitzt ist (in Fig. 4 gestrichelt und strichpunktiert). 
Die obere Halbebene von Q®® sei die ausgezeichnete Halbebene von Q°®). 
Wir zeichnen nun auf Q‘°) zwei halbunendliche Kreisbogen, welche in einer 
Umgebung ihrer (eigentlichen) Endpunkte z = 0 und z = 1 in Q®® und sonst 

wie in Fig. 4 verlaufen. Hier- 


i“ ey bei entsteht ein Zweieck, 
a copllaye, dessen schlichter Durchschnitt 
mit Q®° einen Rand besitzi, 


e 
” * “------ =>@2 der in Fig. 4 strichpunktiert 
623 ®22 ist. Beide Ecken von Q® sind 
wieder auBergewohnlich, wo- 
i (4) bei jede Ecke nur ein Element 
S2 a enthiilt. 


Pe RES 04 > ae pe ae Es gibt noch einen anderen 

Eckentyp mit nur einem (ei- 
gentlichen) Element, zu welchem man auf folgendem Wege gelangt : Wir wahlen 
auf einem Blatt der Riemannschen Flache von logz zwei Punkte e,, und ¢,3, welche 
voneinander und vom Nullpunkt verschieden sind. Dann zeichnen wir zwei halb- 
unendliche Kreisbogen mit den Endpunkten ¢,, bzw. e,,; die Kreisbogen sollen 
sich in entgegengesetzten Richtungen um den Punkt z = 0 herumschlingen 
(Fig. 5). Die Punkte e,, und e,, verbinden wir durch einen schlichten, innerhalb 
des Blattes verlaufenden Kreisbogen und heften an dessen ,,iuBeres“ Ufer eine 


eu 


Halfte der Riemannschen Flache von log — ;,, » welche lings dieses Kreis- 


bogens zerschnitten ist. Auf diese Weise erhalten wir ein Zweieck Q“), das 
wiederum von zwei halbunendlichen Kreisbogen, aber auBerdem noch von 
dem Punkt z = 0 berandet wird. Die Ecke 2, enthalt die Elemente e,, und é,, 
die Ecke E, aber nur das (eigentliche) Element e,, iiber z = 0. Von den Ecken 
der Polygone Q®) und Q®) unterscheidet sich Z, dadurch, daB e,, ein isolierter 
Randpunkt ist, waihrend die Randpunkte iiber z = 0 und z = 1 der Polygone 
Q und Q®) nicht isolierte Randpunkte sind. 

Die bisherigen Beispiele zeigen bereits, daB die Anzahl der eigentlichen 
Eckenelemente als Unterscheidungsmerkma! der Ecken bei den Polygonen Q 
weniger leistet als bei den Polygonen B. Dieser Sachverhalt wird durch die 
nachstehenden Untersuchungen noch deutlicher werden. Wir werden infolge- 
dessen zur Definition der ,,uneigentlichen Eckenelemente“ gefiihrt (Defini- 
tionen VII, VIII, IX), die, wie in der Einleitung bereits bemerkt, den Um- 
drehungswinkeln g = — oo und ~ = + co von unendlichen und halbunend- 
lichen Kreisbogen entsprechen. Es ist dann noch erforderlich, die uneigent- 
lichen Eckenelemente in gewisser Weise miteinander zu _ identifizieren 
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(Definitionen XII und XIIa); beispielsweise ist in Fig. 2 das uneigentliche Ele- 
ment gm = — oo einer unendlichen Dreiecksseite und das Element g = + 0 
der darauffolgenden Seite zu identifizieren. Die Anzahl der Elemente einer 
Ecke E, ist dann eindeutig bestimmt (Definitionen XIII und XIV), und die 
Ordnung k, von E£, laBt sich fiir k,>1 eindeutig als die um Eins vermehrte 
Anzahl der Elemente definieren. Die Ecken von Q® sind danach von der 
2.0., die Ecken von Q® und Q®) von der 3. 0. und die Ecke Z, von Q™ von 








Fig. 7. 
4,=,=-L,=-4=1 ,=1,=2 


der 4.0. Auch die Ecke £Z, von Q“ ist nach den Definitionen des § 2 von 
der 4.0., weil hier ein uneigentliches Eckenelement e,, existiert, welches auf 
einem innerhalb Q“ verlaufenden halbunendlichen Kreisbogen erreicht 
wird *), Das uneigentliche Element von £, ist ein isolierter Randpunkt von Q’, 
wihrend die uneigentlichen Eckenelemente von E, sowie von Q®) und Q®) 
nicht isolierte Randpunkte sind (Definitionen XII und XIla, Begriff der 
Konvergenz von Punktfolgen gegen uneigentliche Punkte). Als Ecken 1.0. 
werden die ,,glatten‘’ Ecken bezeichnet (vgl. das glatte Viereck von Fig. 6 
und das glatte Sechseck von Fig. 7). 

Da von zwei aufeinanderfolgenden Elementen einer Ecke stets eines eigentlich 
und eines uneigentlich ist (Satz la, § 2), kénnen wir analog zu den echten 
Polygonen Y der Arbeit [1] zwei Arten von Ecken Z, mit k, > 1 unterscheiden: 
Bei den Ecken 1. Art ist das 1. Element eigentlich, bei den Ecken 2. Art ist 
das 1. Element uneigentlich (Definition XVII). Die Ecken von Q™ sind also 
von der 2. Art. Die Zweiecke Q® und Q® unterscheiden sich dadurch, daB 
die beiden Ecken von Q®) von verschiedener Art, die Ecken von Q“) jedoch 
von derselben Art sind. Bei dem Zweieck Q™) ist die Ecke Z, von der 1. Art, 
die Ecke Z, dagegen von der 2. Art. Fiir die glatten Ecken ist eine besondere 
Definition der Art erforderlich (Definition XVITa und Gl. (2), S. 404). Bei 
dem Viereck in Abb. 6 sind die Ecken 2, und EZ, von der 1. Art, wihrend die 
Ecken EZ, und £, von der 2. Art sind. 

Bei den Polygonen Q sind auch die Einecke von Interesse, die nach Satz 4 
mindestens von der 4. Ordnung sind. Ein Eineck 4. Ordnung Q ist gewisser- 
maBen das elementarste Polygon Q, da in diesem Fall die Werte n und 2k, 


*) Dieser Kreisbogen kann beispielsweise aus einer Halbgeraden und unendlich vielen 
daran angereihten Vollgeraden bestehen. Erstere ist in Fig. 5 gestrichelt angedeutet. 
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ihren kleinsten Betrag annehmen, und dem entspricht es, daB nach Satz 5b 
eine Lésung von 
{z, [} = Konstante 


die konforme Abbildung der oberen £-Halbebene auf Q liefert. Dabei ist 
die Konstante negativ oder positiv, je nachdem die Art / der Ecke = 1 oder 
= 2 ist. Der Unterschied der Art bedeutet hierbei folgendes: fiir / = 1 ist 
der eigentliche Rand von Q ein endlicher, schlichter Kreisbogen, fiir / = 2 
setzt sich der eigentliche Rand aus einem unendlichen Kreisbogen und einem 
isolierten Punkt zusammen. 

Das Eineck 5.0. besitzt einen halbunendlichen Kreisbogen als Polygon- 
seite und laBt sich folgendermaBen aufbauen: Wir gehen aus von demjenigen 
Teil der Riemannschen Flache von 


logz = log|z| + 9 i, 


der durch |z| < 1, g > 0 bestimmt ist. Dieser Teil der Riemannschen Flache 
ist ein Zweieck mit einer gewohnlichen Ecke 2. 0. iiber dem Punkt z = 1 und 
einer Ecke 3. 0. mit dem eigentlichen Element z = 0 und dem uneigentlichen 
Element g = +  (spezieller Fall von Q‘*), Fig. 3a). An das untere Ufer 
der Seite 0 < z < 1 heften wir nun eine Halfte der Riemannschen Flache von 


log — . Dadurch entsteht ein Eineck 5. 0. mit einer Ecke von der 2. Art. 


Die Elemente dieser Ecke sind der Reihe nach die folgenden: 
1. Nichtisoliertes uneigentliches Element g = + ~, 
2. isoliertes eigentliches Element z = 0, 
3. isoliertes uneigentliches Element der Hilfte der Riemannschen Flache 


von log —+ : 

4. nichtisoliertes eigentliches Element z = 1. 

Die Formel fiir die konforme Abbildung eines Einecks 5.0. ergibt sich 
aus § 4. 

Bei einem Eineck 6. 0. ist der Winkel der Ecke von besonderem Interesse. 
Dieses Beispiel wird im II. Teil meiner Arbeit behandelt. 


§ 2. Geometrische Grundbegriffe iiber Kreishogenpolygone. 


Die Geometrie der geradlinigen Polygone D aus Arbeit [1] wird durch die 
vorliegenden Betrachtungen nicht nur verallgemeinert. Vielmehr ergeben 
sich verschiedene geometrische Grundbegriffe und Satze, je nachdem wir ein 
geradliniges Polygon nach der Geometrie der Arbeit [1] oder als spezielles 
Kreisbogenpolygon Q betrachten. Die Ordnung und die Art einer Ecke sind 
in beiden Fallen verschieden definiert (und fiir den Winkel kénnen sich in 
beiden Fillen verschiedene Vorzeichen ergeben)'®). 

Die Kreisbogen teilen wir in 3 Klassen ein, die jeweils in den folgenden 
Definitionen Ia, Ib und Ic definiert sind: 


10) Wenn nachstehend von Kreisen die Rede ist, dann sind stets auch die Geraden 
miteinbegriffen. 
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Definition la: Unter einem endlichen Kreisbogen verstehen wir eine zusammen- 
hiingende, nichtgeschlossene Kurve, welche auf endlich vielen Blitiern einer Rie- 
mannschen Fliche (der z-Ebene) verliuft, iiber einem Kreis gelegen ist und 
keinen Verzweigungspunkt im Innern besitzt. 

Die endlichen Kreisbogen besitzen auf der Riemannschen Kugel endliche 
Linge. Zu den endlichen Kreisbogen gehért auch jede Halbgerade, auBerdem 
jede Vollgerade, sofern sie in einem (doppelt zu zihlenden) ihrer Punkte zwei 
verschiedenen Blattern der Riemannschen Flache angehért. 

Definition Ib: Unter einem unendlichen Kreisbogen verstehen wir die iiber 
einem Kreis |\z—z|=c>0 gelegene Kurve der Riemannschen Fliche von 
log (z — 2), falls \z,—- z9| < c ist, sowie die durch lineare Transformationen daraus 
hervorgehenden Kurven. 

Definition le: Unter einem halbunendlichen Kreisbogen verstehen wir jede 
der beiden Hiilften, in welche ein unendlicher Kreisbogen durch einen einfachen 
Schnitt zerfalit. 

Diese Definitionen fiihren uns zu den Kreisbogenrandstiicken der Kreis- 
bogenpolygone, welche den linearen Randstiicken der Arbeit [1] (dortige De- 
finition I, 8. 88) entsprechen: 

Definition Il: Als ein Kreisbogenrandstiick bezeichnen wir jedes der beiden 
Ufer eines unendlichen Kreisbogens, eines halbunendlichen Kreisbogens, eines 
endlichen Kreisbogens sowie einen isolierten Punkt, und zwar sprechen wir von 
unendlichen, halbunendlichen, endlichen und ausgearteten Randstiicken™). Ein 
nicht ausgeartetes Kreisbogenrandstiick einer Riemannschen Fliche soll keinen 
Verzweigungspunkt im Innern besitzen. 

Bei der Abzaihlung der Kreisbogenrandstiicke eines einfach zusammen- 
hangenden Gebietes wird im Falle der ausgearteten Randstiicke ebenso ver- 
fahren wie in der Arbeit [1]. Dagegen kann bei den nicht ausgearteten Rand- 
stiicken die Vielfachheit natiirlich nicht an der Zahl der berandeten Blatter 
abgelesen werden. Vielmehr werden zwei iibereinanderliegende Randstiicke 
dann und nur dann gesondert gezihlt, wenn sie auf der Riemannschen Flache, 
die sie beranden, entweder nicht zusammenhingen oder nur in einer ,,Ecke** 
(Definition XIV) zusammenhingen. Diese Abzihlungsregel legen wir zugrunde 
bei der folgenden 

Definition Il: Unter einem Kreisbogenpolygon Q verstehen wir ein einfach 
zusammenhidngendes (offenes) Gebiet auf einer Riemannschen Fliche, das keinen 
Verzweigungspunkt im Innern enthilt und von endlich vielen Kreisbogenrand- 
stiicken begrenzt wird??). 

Diejenigen Polygone Q, die nur isolierte Randpunkte besitzen, bezeichnen 
wir wie in der Arbeit [1] als ausgeartete Polygone oder Punktpolygone. 


11) Ein Ufer der linearen Komplementarmenge eines endlichen Intervalls ist im Gegen- 
satz zu Arbeit [1] ebenfalls unter den Randstiicken, und zwar den endlichen Kreisbogen- 
randstiicken. 

12) Nicht jedes geradlinig begrenzte Polygon Q ist ein Polygon}. Zum Beispiel kann Q 
im Gegensatz zu D u. a. von unendlich vielen aufeinanderfolgenden Vollgeraden begrenzt 
werden. Andererseits gehérte zu den Polygonen B auch der triviale Fall der Halbebene 
(Eineck 1.0.). Diese gehért jedoch nach Definition Ia nicht zu den Polygonen Q. 
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Die Punktpolygone Q sind stets Punktpolygone %. Wie in der Arbeit 
(1) gilt 

Definition IV: Die nicht ausgearteten Randstiicke eines Polygons Q be- 
zeichnen wir als seine Seiten s,. Entsprechend Definition II unterscheiden wir 
unendliche, halbunendliche und endliche Polygonseiten. Ein Polygon Q mit 
n Seiten bezeichnen wir auch als Kreisbogen-n-Eck. 

Die letztere Bezeichnung ist dadurch gerechtfertigt, daB ein Kreisbogen- 
n-Eck gemaB Definition XIV genau n Ecken besitzt. 

Die Definition der Polygonecken setzt zunichst die Definition der beiden 
Endpunkte einer Polygonseite voraus. Hierbei ist im Falle unendlicher und 
halbunendlicher Polygonseiten die Einfiihrung uneigentlicher Endpunkte 
erforderlich, gemaB den beiden folgenden Definitionen: 

Definition VII: Ist s, eine unendliche Seite von Q, so bezeichnen wir mit u,. 
bzw. u,_ diejenige Umlaufsrichtung von s,, bei welcher Q links bzw. rechts liegt. 
Wir nennen u,, und u,_ die uneigentlichen Endpunkte von s,. 

Definition VIII: Ist s, eine halbunendliche Seite von Q, so bezeichnen wir 
diejenige Umlaufsrichtung als ,,zu s, gehdrig’, welche sich beim Umlauf auf s, 
in unendlich vielen Umdrehungen beibehalten lift. Diese Umlaufsrichtung 
nennen wir u,, oder u,_, je nachdem Q links oder rechts liegt, und bezeichnen 
sie als den uneigentlichen Endpunkt von s,. 

In analoger Weise definieren wir auch uneigentliche Endpunkte von 
,inneren“ halbunendlichen Kreisbogen f® : 

Definition IX: Jst & ein halbunendlicher Kreisbogen, der (abgesehen von 
seinen Endpunkten) ganz innerhalb von Q verliuft, so bezeichnen wir diejenige 
Umlaufsrichtung u als ,,zu *) gehérig’*, welche sich beim Umlauf auf ® in 
unendlich vielen Umdrehungen beibehalten lapt. Wir bezeichnen u‘*) als den un- 
eigentlichen Endpunkt von €. 

Die Punkte u,,, u,. und uw bezeichnen wir sinngemaB als uneigentliche 
Randpunkte uw von Q1%). Insbesondere sind die Punkte u‘*) isolierte Rand- 
punkte, falls sie nicht gemaB Definition XIla mit einem Seiten-Endpunkt 
identisch sind. 

Wir benétigen nun eine Topologie der uneigentlichen Randpunkte, z. B. 
zur Beantwortung der Frage, wann eine auf Q gelegene Punktfolge gegen einen 
solchen Randpunkt konvergiert. Diese Topologie wird auf den Begriffen des 
,logarithmischen Streifens‘‘ und des ,,logarithmischen Halbstreifens‘‘ auf- 
gebaut, gemaB den beiden folgenden Definitionen: 

Definition X: Unter einem logarithmischen Streifen verstehen wir ein Kreis- 
bogenpolygon Q, welches zwei unendliche Seiten s, und s, und sonst keine weiteren 
Randpunkte besitzt. 

Definition XI: Unter einem logarithmischen Halbstreifen 2 verstehen wir 
jedes der beiden Teilpolygone, in welche sich ein logarithmischer Streifen durch 
einen schlichten Kreisbogen-Schnitt von s, nach s, zerschneiden lat. 


3 Punkte stets genau einen Kreis bestimmen. Dies erscheint durchaus natiirlich, wenn 
man bedenkt, daB nach Einfiihrung des Punktes z = oo der Satz nicht mehr richtig ist, 
daB 2 Punkte stets genau eine Gerade bestimmen. 
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Mit Hilfe dieser Begriffe wird eine sinngeméBe Festsetzung erméglicht, 
wann uneigentliche Endpunkte u,, und u,,,— zweier aufeinanderfolgender 
Polygonseiten s, und s, ,, zu identifizieren sind: 

Definition XII: Die Endpunkte u,, und u,,,— zweier aufeinanderfolgender 
Polygonseiten s, und s,,, werden als identische Randpunkte von Q angesehen, 
wenn Q einen logarithmischen Halbstreifen 2 enthalt, dessen halbunendliche 
Seiten bis auf Kreisbogen endlicher Linge mit s, und s,,, tibereinstimmen. 
L heift ein definierender Streifen von u,, = u,,,-. Im iibrigen werden alle un- 
eigentlichen Endpunkte von Polygonseiten als verschieden voneinander (und ver- 
schieden von den eigentlichen Polygonpunkten) angesehen. 

Uber die Identifizierung von Randpunkten u(*) gilt die folgende 

Definition XIla: Zwei Randpunkte u\ und uf) werden dann und nur dann 
als identisch angesehen, wenn die zugehorigen halbunendlichen Kreisbogen t\ 
und t{) bis auf Kreisbogen endlicher Liinge einen logarithmischen Halbstreifen 2 
beranden, der in Q gelegen ist. 2 heift ein definierender Streifen von u = uf). 
In analoger Weise wird u\) mit einem Seiten-Endpunkt u,, oder u,_-identi- 
fiziert. 

Mit Hilfe der definierenden Streifen lést man ohne weiteres die Frage, 
wann eine Folge von Punkten P, auf Q gegen u konvergiert: die Folge kon- 
vergiert dann und nur dann gegen u, wenn von einem gewissen » an alle P, 
in einem definierenden Streifen 2 von u liegen, der von »v unabhingig ist, 
und wenn die Folge keinen eigentlichen Haiufungspunkt im Innern oder auf 
dem Rand von & besitzt. AuBerdem ist ohne weiteres klar, was es heiBt, 
einen Punkt von Q durch eine stetige, ganz in Q verlaufende Kurve mit u 
zu verbinden. 

Die Definition der uneigentlichen Randpunkte erméglicht nummehr auch 
die Definition der Eckenelemente: 

Definition XIII: Als Eckenelemente eines Polygons Q bezeichnen wir die 
isolierten Randpunkte sowie die beiden Endpunkte jeder Polygonseite. 

Bei der Abzihlung der Eckenelemente sind die beiden Fille zu beriick- 
sichtigen, in denen Endpunkte von Polygonseiten identifiziert werden: 

1. Wenn Endpunkte zweier aufeinanderfolgender Polygonseiten in den- 
selben eigentlichen Punkt der Riemannschen Flache fallen, der nicht log- 
arithmischer Verzweigungspunkte ist (wie in Arbeit [1]); 

2. wenn uneigentliche Endpunkte gemaéB Definition XII zu identifizieren 
sind. 

Die Reihenfolge der Eckenelemente e,(v = 1, 2,..., NV) ergibt sich analog 
zur Arbeit [1] aus dem einfachen Zusammenhang von Q. Daran kniipfen wir 
an bei der folgenden 

Definition XIV: Unter einer Ecke E, eines nicht ausgearteten Kreisbogen- 
polygons verstehen wir eine Gesamtheit aufeinanderfolgender Eckenelemente, die 
mit je einem Seitenendpunkt beginnt und abschlieBt und sonst héchstens noch 
isolierte Randpunkte aufweist'). 


14) Ist n > 1, dann beginnt Z, mit einem Endpunkt von s,_, und schlieBt mit einem 
Endpunkt von s, ab. 
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Darin ist auch der Fall enthalten, daB eine Ecke nur aus einem Element 
besteht, das Endpunkt zweier Polygonseiten ist. 

Definition XV: Hine Ecke heiBt gewdhnlich, wenn sie nur aus einem, und 
zwar einem eigentlichen Eckenelement besteht; andernfalls heiBt sie auBergewdhn- 
lich. Falls ein Polygon nur gewodhnliche Ecken besitzt, bezeichnen wir es als 
gewohnlich, andernfalls als auBergewohnlich. 

Man iiberlegt sich leicht, daB ein Polygon Q dann und nur dann gewohnlich 
ist, wenn es endlich-vielblattrig ist. In dieser Hinsicht ist also der Begriff des 
gewohnlichen Polygons analog zur Arbeit [1]. Fiir die gewohnlichen Ecken E, 
ist der Winkel w, in herkémmlicher Weise definiert (w, => 0). 

Definition XVI: Ist k* die Anzahl der Elemente einer Ecke E,, so definieren 
wir die Ordnung k, der Ecke folgendermaBen: k,= 1, falls E, gewdhnlich und 
w, = 2. In allen anderen Fallen ist k,= k¥ + 1. k = maz {ky, ky, . . . k,} nennen 
wir die Ordnung des Polygons Q. 

Im Fall k,= 1 sprechen wir auch von glatten Polygonecken. Ein Polygon Q, 
das nur glatte Ecken besitzt, nennen wir auch ein glattes Polygon. 

Gewohnliche Polygonecken sind nach Definition XVI stets von der 1. oder 
2. Ordnung. Jedoch gibt es auch auBergewéhnliche Ecken 2. Ordnung, z. B. 
die Ecken des Dreiecks Q®, Fig. 1 und 2. 

Wir wollen nun analog zur Arbeit [1], 8.89 das Polygon Q aus endlich 
vielen elementaren Bausteinen zusammensetzen. Dabei ergeben sich mehr 
Sorten von Bausteinen als bei einem geradlinigen Polygon J, und zwar auBer 
einem gewohnlichen Kreisbogenpolygon noch die folgenden Sorten: 


¥ 


1. §°) ist die Halfte einer Riemannschen Fliache von log =~ — , welche 
—€r+1 


langs der Strecke 2,2, ,, zerschnitten ist. Falls e,,, bzw. e, unendlich fern ist, 


so ist log ———*- durch lo (z—e,) bzw. log(z—e,,,) zu ersetzen, und an 
g Z— Cras ig ” g v+1 


die Stelle von 2,@,,, tritt eine von e, bzw. e,,, aus auf der Riemannschen 
Flache verlaufende Halbgerade b,. 

2. §® ist ein Kreisbogen-Zweieck mit einer gewéhnlichen Ecke und einer 
Ecke 3. Ordnung, welche aus einem eigentlichen und einem uneigentlichen 
Element besteht. Ein Beispiel ist das in § 1 besprochene Zweieck Q®* (Fig. 3a). 

3. §® ist ein logarithmischer Halbstreifen. 

Mit Hilfe dieser Bausteine und eines gewéhnlichen Kreisbogen-Polygons 
kénnen wir Q folgendermaBen aufbauen: 

Die eigentlichen Eckenelemente von Q bezeichnen wir in einer gemab 
Arbeit [1] definierten Reihenfolge mit e* (vy = 1, 2,..., N*). Wie in Arbeit [1] 
verbinden wir einen festen Punkt P im Innern von Q mit jedem e¥ durch 
einen zusammenhingenden, geradlinigen Polygonzug €,, so daB jedes ©, (ab- 
gesehen vom ,,Endpunkt“ e*) ganz in Q verlauft und kein ©, auf der Riemann- 
schen Flache ein anderes trifft (auBer in P). Besitzt die Polygonseite s, einen 
uneigentlichen Endpunkt u,_ bzw. u, ,, dann wiahlen wir auf ihr einen beliebigen 
Nicht-Endpunkt S,_ bzw. S,.; sind zwei uneigentliche Endpunkte u,_ und 
u,. vorhanden, dann wahlen wir auf s, zwei Nicht-Endpunkte S,_ und S,,, 
so daB die Reihenfolge besteht: u,_, S,_, S,,, u,.. Wir verbinden dann P 
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mit allen Punkten S,_ und S, , sinngemaB wie oben durch zusammenhingende, 
geradlinige Polygonziige €) (v= 1,2,...N’). Fiir die Polygonziige €, und 
€;, fiihren wir die gémeinsame Bezeichnungsweise €;/ ein (vy = 1, 2,..., N’’) 
mit N’’= N*+ N’, wobei die Reihenfolge wieder wie bisher definiert ist. 
Dann zerlegen die ©’ unser Polygon Q in N” Teilpolygone Q,, wobei der 
Rand von Q, aus ©)’ und €{’, , und auBerdem héchstens noch aus einem Teil 
des Randes von Q besteht. Die Q, zerfallen dann in 4 Klassen, die geometrisch 
folgendermaBen charakterisiert sind : 

I. Die Endpunkte von €’ und G;’, , sind eigentliche Endpunkte derselben 
Polygonseite s,, oder Punkte 8, und S,,, derselben Polygonseite s,,. Dann ist 
Q, ein gewohnliches Kreisbogenpolygon. 

II. Die Endpunkte von C7 und €;’, , sind eigentliche Elemente e* und e*. , 
derselben Ecke Z,, die nicht tiber demselben Punkt der z-Ebene gelegen sind. 
Dann setzt sich Q, zusammen aus einem gewohnlichen Kreisbogenpolygon 
und der Hialfte $‘") einer logarithmischen Riemannschen Fliche. Man erkennt 
leicht, daB Q, auBer e¥ und e*,, noch ein isoliertes, uneigentliches Ecken- 
element von £, enthalt und sonst kein weiteres Eckenelement von Q. 

III. Die Endpunkte von €;’ und C{’,, sind ein isoliertes, eigentliches Ele- 
ment e*, der Ecke E, und ein Punkt S,,, oder S,,_ einer zur Ecke Z, gehéren- 
den Seite s,,. Dann setzt sich Q, zusammen aus einem gewoéhnlichen Kreis- 
bogenpolygon und einem Kreisbogenzweieck $?. Eine einfache geometrische 
Betrachtung zeigt, daB Q, auBer e* noch ein uneigentliches, nicht isoliertes 
Element von E, (Seitenende von s,,) enthilt und sonst kein weiteres Ecken- 
element von Q. 

IV. Die Endpunkte von €/’ und ©’, , sind Punkte S, und S,,,,— zweier 
aufeinanderfelgender Seiten s,, und s, ,.,. Dann setzt sich Q, zusammen aus 
einem gewohnlichen Kreisbogenpolygon und einem logarithmischen Halb- 
streifen $3. Man sieht ohne weiteres, daB Q, das uneigentliche Element der 
Ecke £,, ,, enthalt und sonst kein weiteres Eckenelement von Q. 

Unter den Fallen I.—IV. fehlt noch der Fall, daB die Endpunkte von €;’ 
und G;’, , eigentliche Elemente e* und e*, , derselben Ecke Z, sind, die itiber dem- 
selben Punkt der z-Ebene gelegen sind. Wie in Arbeit [1], 8. 90, beweist man, daB 
dieser Fall nicht vorkommt. Die Fallunterscheidung I.—IV. ist also vollstandig. 

Beim Aufbau eines Polygons Q, gewinnt man in allen vier Fiillen ein ge- 
wohnliches Kreisbogenpolygon als Baustein. Im ganzen erhilt man also N”’ 
gewohnliche Kreisbogenpolygone, die zusammengesetzt ein einziges gew6hn- 
liches Kreisbogenpolygon ergeben. Es gilt daher der folgende 

Satz 1: Jedes Polygon Q lapt sich zusammensetzen aus einem gewdhnlichen 
Kreisbogenpolygon und aus endlich vielen Polygonen 9", 9° und 9. 

Aus dem Aufbau der Polygone Q, ergibt sich unmittelbar der folgende 

Satz la: Bei jedem Polygon Q ist von zwei aufeinanderfolgenden Elementen 
einer Ecke stets eines eigentlich und eines uneigentlich*). 

15) Vgl. Satz 1 in Arbeit [1], 8. 93. Man erkennt an diesem Beispiel besonders deutlich, 
daB in der Kreispolygon-Geometrie die uneigentlichen Punkte eine analoge Rolle spielen 
wie in der Geometrie der echten geradlinigen Polygone diejenigen Punkte, welche iiber 
z = oo gelegen sind. 














404 Hetmvut UNKELBACH: 

Nach Satz la kénnen, wie in Arbeit [1] bei den echten geradlinigen Poly- 
gonen, zwei Arten von Ecken unterschieden werden gemaB der folgenden 

Definition XVII: Wir rechnen bei den Polygonen Q eine Ecke E, mit 
k,=2 zur ersten Art (l,= 1) oder zweiten Art (l,= 2), je nachdem thr erstes 
Element eigentlich oder uneigentlich ist**). 

Fiir k,= 1 ware eine solche Unterscheidung gegenstandslos, da es hierbei 
ein uneigentliches Eckenelement nicht gibt. Jedoch gibt es hierbei eine andere 
Unterscheidung, bei der die Bezeichnung ,,1. Art“ und ,,2. Art‘‘ zweckmiBig ist: 

Definition XVIla: Wir rechnen bei den Polygonen Q eine Ecke E, mit 
k,= 1 zur ersten Art (l,= 1) oder zur zweiten Art (l,= 2), je nachdem die Seite s,_,, 
tiber E, hinaus fortgesetzt, in einer Umgebung von E, innerhalb oder auferhalb 
von Q verliuft (vgl. Fig. 6 u. 7, wo die betreffenden Fortsetzungen gestrichelt 
sind). 

Zu einer anschaulichen Deutung von l, fiir k,= 1 gelangt man auch auf 
folgende Weise: Wir versehen die Kriimmung K, von s, mit einem positiven 
oder negativen Vorzeichen, je nachdem Q von dem konkaven oder konvexen 
Ufer von s, berandet wird; dann ist 


, | 

2) Oe ae Mel” 

Man erkennt leicht, daB /, gegeniiber linearen Transformationen der z-Ebene 
invariant ist, obwohl K, bei solchen Transformationen sein Vorzeichen 
wechseln kann. 

Fiir manche Zwecke ist oft der nachstehende Spezialfall von (2) niitzlich: 
Ist s,_, geradlinig und Z, glatt, dann ist Z, von der 1. oder 2. Art, je nachdem Q 
von dem konvexen oder konkaven Ufer von s, berandet wird?’). 

Zwischen den Definitionen X VII und X VIIa besteht ein engerer Zusammen- 
hang, als es auf den ersten Blick erscheinen mag. Dieser Zusammenhang tritt 
in einem Approximationssatz zu Tage, wonach man ein Polygon Q ,,in der 
Regel“ durch eine Folge glatter Teilpolygone ©, von Q approximieren kann. 
Dabei bestimmt die Art einer Ecke Z, der Ordnung k, von Q die Arten der k, 
glatten Ecken, die bei der Approximation in Z, ,,zusammenriicken“. Es ist 
bemerkenswert, daB die gewéhnlichen Ecken 2.0. eine Ausnahme von dieser 
Regel bilden. Der Approximationssatz besagt folgendes (wobei die auf S. 410 
mit Hilfe der konformen Abbildung definierte ,,u-Umgebung“ von £, be- 
nutzt wird): 

Satz 2: Ist Q ein Kreisbogenpolygon, bei welchem gewdhnliche Ecken 2.0. 
nicht vorkommen, dann gibt es eine Folge von glatten Polygonen G,, mit den 


Ecken E“, A=1,2,..., k,; v=1,2,..., (Reihenfolge EV), ..., EY}, .--» 
EW, ..., EX2,) und den Arten I, fiir welche folgendes gilt: 
1. © CG, CG; C--- 


2. Q ist die Vereinigungsmenge ©, + G, + G+ --- 

3. EY, liegt in einer u-Umgebung von E,, 

17) Wiirde man bei Ecken héherer Ordnung |, auf Grund von (2) definieren, dann wire I, 
gegeniiber linearen Transformationen der z-Ebene nicht invariant, und zwar auch nicht 
bei gewéhnlichen Ecken 2. Ordnung (w,=+ 2). 
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4. I, —1,— A= 1 mod 2. 

Besitzt dagegen Q eine gewihnliche Ecke 2.0., dann ist 

a) Bedingung 1. und 2. nicht erfiillbar, falls die betreffende Ecke einspringend, 

b) Bedingung 4. nicht erfiillbar, falls die betrefjende Ecke ausspringend ist. 

Der Beweis der ersten Aussage von Satz 2 (Bedingungen 1.—4.) wird in 
unmittelbarem Zusammenhang mit dem Beweis von Hauptsatz 5 gefiihrt. 

In der zweiten Aussage ergibt sich a) durch eine elementargeometrische 
Betrachtung. Eine approximierende Folge G, greift nimlich in einer Um- 
gebung der betreffenden Ecke notwendig iiber Q hinaus, so da8 nicht alle G,, 
Teilgebiete von Q sein kénnen. 

Falls die betreffende Ecke ausspringend ist, beweist man 


Ww —1l,—A=0 mod 2, 
woraus b) folgt. 

Uber die Arten der Ecken glatter Polygone gibt es einige geometrische 
Satze, deren Beweise sich z. T. am leichtesten aus den Abbildungsfunktionen 
ergeben. Dies gilt z. B. fiir die folgenden Satze 3 und 3a: 

Satz 3: Bei einem glatten n-Eck Q sind hichstens n — 2 Ecken von der- 
selben Art. 

Beweis: DaB nicht alle Ecken von derselben Art sein kénnen, ist eine 
triviale Folgerung aus (2). DaB n—1 Ecken nicht von derselben Art sein 
kénnen, folgt am einfachsten aus (3a), 8. 407. 

Satz 3a: Bei einem glatten n-Eck Q kinnen nicht alle Ecken einer bestimmten 
Art aufeinanderfolgende Ecken sein. Jedoch gibt es fiir jedes n solche n-Ecke Q, 
bet welchen n — 3 Ecken derselben Art aufeinanderfolgen. 

Beweis: Die erste Aussage folgt am einfachsten aus (5) S. 407. Der Beweis 
der zweiten Aussage ergibt sich anhand des in Fig. 7 konstruierten glatten 
6-Eckes, welches 3 aufeinanderfolgende Ecken 1. Art besitzt. Man iiberlegt 
sich, daB sich auf analoge Weise fiir beliebiges n ein glattes n-Eck mit n — 3 
aufeinanderfolgenden Ecken 1. Art konstruieren laBt. 

Aus Satz 3 und 3a folgt insbesondere, daB bei einem glatten Viereck 
2 aufeinanderfolgende Ecken stets von verschiedener Art sind (Fig. 6). 

Fiir die Summe der Ordnungen der Ecken eines Polygons Q gilt der 
folgende 


n 

Satz 4: )’ k, > 418). 

v=1 

Satz 4 besagt im einzelnen: 

1. Die Ecke eines Einecks ist mindestens von der 4. Ordnung. 

2. Bei einem Zweieck ist entweder eine Ecke mindestens von der 3. Ordnung 
(wenn die andere glatt ist) oder beide Ecken sind mindestens von der 2. 
Ordnung. 

3. Bei einem Dreieck ist eine Ecke mindestens von der 2. Ordnung. 

4. Bei einem glatten n-Eck ist n = 4. 





18) Mit Satz 4 hangt der folgende Satz iiber Zweiecke zusammen: Ist in einem Zwei- 
eck die Summe der Ordnungen der Ecken gleich 4, dann sind die Ecken dann und nur 
dann von verschiedener Art, wenn ihre Ordnungen verschieden (= 1 und = 3) sind. 
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Ein geometrischer Beweis von Satz 4 ist hier iiberfliissig, da dieser un- ( 
mittelbar aus der Differentialgleichung fiir die Abbildungsfunktion gefolgert ( 
werden kann (s. die Anm. S. 408) ?%). 

Die Frage der Winkeldefinition fiir Ecken 2, mit k,= 2, 1,= 2 und mit ( 
k,>2 wird im II. Teil meiner Arbeit behandelt. 

SchlieBlich sei noch auf die topologische Frage verwiesen, unter welchen 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen zu einer vorgegebenen Menge 2X ] 
von Kreisbogenrandstiicken mit vorgegebener Reihenfolge ein zugehdériges 
Polygon Q existiert. Die Beantwortung dieser Frage soll einer spiteren Arbeit 
vorbehalten bleiben. Als Beispiele seien hier nur drei notwendige Bedingungen 
erwahnt: ( 

1. Wenn zwei aufeinanderfolgende unendliche Polygonseiten iiber zwei sich 
schneidenden Kreisen liegen, dann muB die von diesen Seiten gebildete Ecke 
mindestens von der 4. Ordnung sein, d.h. daB zwischen diesen Seiten min- 
destens ein (eigentlicher) isolierter Randpunkt liegen muB. (Eine analoge 
Bedingung gilt fiir die halbunendlichen Polygonseiten). 

2. Wenn ein Polygon Q von der 2. Ordnung lauter unendliche Polygon- f 
seiten besitzt, dann miissen diese iiber mindestens drei getrennten Kreisen 
liegen, sofern es sich nicht um einen logarithmischen Streifen (n = 2) handelt. 

Dazu kommt noch wie in Arbeit [1] die Bedingung 

3. Zwei aufeinanderfolgende eigentliche Elemente derselben Ecke (d. h. 
Eckenelemente, zwischen denen sich lediglich ein uneigentliches Element be- 
findet) kénnen nicht iiber demselben Punkt der Ebene liegen. ( 

Im iibrigen scheinen die Bedingungen von der Art zu sein, daB man sagen 
kann, daB ,,in der Regel“‘ zu einem vorgegebenen M ein Polygon Q existiert. 


_—— 


§ 3. Allgemeine Formeln iiber konforme Abbildung. E 
Wir wollen nun die bekannte Scuwarzsche Differentialgleichung fiir die 
Abbildungsfunktion eines gewéhnlichen Kreisbogenpolygons so verallgemeinern, ( 
daB sie auch fiir ein Kreisbogenpolygon Q gilt. Insbesondere wird es sich um 
das Problem handeln, in welcher Form die Ordnung und die Art einer Ecke I 


in der Differentialgleichung zum Ausdruck kommt. Wir benutzen zur Ab- 
kiirzung die bekannte Bezeichnungsweise 


22'2'” — 32" L 
{z, 0} = —5>3 — 


Dann gilt der folgende 


Hauptsatz 5: In der z-Ebene sei ein nicht ausgeartetes Kreisbogenpolygon Q A 
mit n Ecken E,,v = 1,2,..., gegeben. E, habe die Ordnung k, und die Art l,. 
Wir bilden Q auf die obere C-Halbebene so ab, dag die Ecken E, den endlichen v 
Punkten x,< x,< -++< x, der reellen €-Achse entsprechen. Dann geniigt die 
Abbildungsfunktion z = f(C) einer Differentialgleichung der folgenden Gestalt: (: 
s &k, 
(3) {z, C} =2 = "—y - F,, (¢), (4 


19) Die Ziffern 3. und 4. folgen iibrigens unmittelbar aus Satz 3 oder Satz 3a. 
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wobei alle a, ,, reell und a, ,, + 0 sind. Das Vorzeichen von a, x, ist fiir k, +2 
durch l, und k, bestimmt, und zwar gilt 


a,,, =(—1)**+*\a,,| fiir k, +2 


(*) a,,—1=(—1)*\a,,—1| fiir k, = 2%). 


Zwischen den Parametern x, und a, ,, der Differentialgleichung (3) bestehen fiir 
beliebiges Q die 3 Gleichungen: 


n 
As» =) a, 34> 0 


v=] 


(5) As» =2 (a, » > x, a, 1) - 0 


n 
Ain = Da (a, 5 + 2x, a, 2 + we a, 3) =Q. 
In diesen Gleichungen ist a, ,= 0 zu setzen fiir u > k,. 
Fiir k,, = © sind zwei Fallunterscheidungen erforderlich entsprechend dem 
folgenden 
Satz 5a: Wird Q auf die obere (-Halbebene so abgebildet, daB x, = 
wird, dann gilt fiir k,< 4: (mit den Bezeichnungen von Hauptsatz 5): 


m—1 ky Gus i 
{z, C} 2 * t—.)" F,,-, (0) 
(3a) Aj, n-1 + 0 
Agg+in-1= °| 
Mig fir k,<3. 
As n-1 =0 
Fiir /,, y= 1, 2,..., — 1 gelten die Gleichungen (4). Fiir l,, gilt 


, 2 k,=1 
Axnn-a = (— 1)" |Ag,, n-al fiir k,=3 


A, n-1 —4 = (— 1) *|A,-1—}| fir &, = 2. 


2 2 


(4a) 


Fiir k,, => 4 gilt 
n—1 ky a, 2 kn—4 

(3a*) {z, =D) D t—a yt £&,?. 
v=ly=1 ” u=0 


Dabei gilt fiir 1,, die Gleichung 
(4a*) Gs, —4 = (— 1)™ lake, -4| + 0 


Aus Satz 5a folgt insbesondere der nachstehende 
Satz 5b: Ist Q ein Eineck und entspricht bei der konformen Abbildung 
von Q auf die obere ¢-Halbebene der Ecke Z, der Punkt ¢ = x,= ©, dann gilt 


k,—4 
(3b) {z, 0} = 2 af, & 
u=0 


(4b) at p.—4 = (—1)" laf, -4| + 0. 


%0) Fiir a,,. = 4 und k,= 2 ist l,= 1. 
Math. Ann. 129. 
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Ist k,= 4, dann gilt insbesondere 


{z, o} _ ayo 
und wenn man 


2 
ato _ (— 1) P 2 


setzt, dann folgt durch Integration dieser Differentialgleichung : 





a 
Ge” 

a SETS we inl 
C3e°" + 
Cc ett c = 

a“ ope fiir 1, = 2%), 
Cee" + % 


Anmerkung: Aus den vorstehenden Sitzen folgt unmittelbar der geo- 
metrische Satz 4 (d. h. Ziffer 1. bis 4., S. 405) und die FuBnote. 

Fiir das Eineck setzen wir in (5) x,=0. Dann folgt a,,;= a,.= a,3= 0. 
Ware also k,< 4, d. h. a, ,= 0 fiir alle » > 4, dann wire {z, ¢} =0, d.h. die 
Abbildung eine Kreisverwandtschaft. Also muB k,= 4 sein. 

Die Abbildung eines Zweiecks normieren wir durch x,= 0 und x,= ©. 
Ist k,= 1 und k,< 4, dann gilt gemaB (3a) und (5): 





(3c) {2,0} =—* .an +0 
(4c) Ag = a). 
Also ist k,= 3. 
Ist k, = 2 und k,< 3, dann gilt 
(34) {2,0} = + aie + 0 
{ Ay = 4, = 0 
(4d 
, | An = ap. 


Also ist k,= 2. Die Ziffern 3) und 4) folgen in bekannter Weise unmittelbar 
aus der Scuwarzschen Differentialgleichung fiir die konforme Abbildung eines 
gewohnlichen Kreisbogendreiecks”*). 

Beweis von Hauptsatz 5: Wir fiihren den Beweis zunichst fiir glatte Poly- 
gone Q, d. h., daB alle k,= 1 sind. Durch eine lineare Transformation denken 
wir uns Q in eine solche Lage gebracht, daB Z,= oo wird und die Seite s,, 
auf der positiv-reellen z-Halbachse verliuft. Dann verlauft s, in der unteren 
oder oberen z-Halbebene (parallel zur reellen Achse), je nachdem EF, von der 
1. oder 2. Art ist. Eine lokale Uniformisierende der Abbildungsfunktion 
z= f(¢) in der Umgebung von ¢ = x, gewinnen wir in der Umkehrfunktion 
w = f,(z) der Funktion z = f,(w), welche die obere w-Halbebene auf ein ge- 
wisses (gewOhnliches, beschrinktartiges) geradliniges Dreieck A der z-Ebene 
abbildet; 4 wird begrenzt von zwei Halbgeraden, welche in einer Umgebung 


1) Vgl. § 1, S. 398, Polygon Q®). 

22) Die FuBnote zu Satz 4 ergibt sich folgendermaBen: Gilt fiir ein Zweieck k,= 1, 
k, = 3, dann folgt aus (4), (4a) und (4c) 1, + 1,. Ist jedoch k, = k, = 2, dann folgt aus (4), 
(4a) und (4d) 1, = J. 
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von z = co mit s,, und s, zusammenfallen, und von einer endlichen, zur ima- 
gindren Achse parallelen Polygonseite. Falls man die Ecken z = co und die 
beiden endlichen Ecken von A bei der konformen Abbildung der Reihe nach 
in die Punkte w = 0,1, oo iiberfiihrt, dann ergibt sich 


z=f,(w)=C- iE , falls Z, von 1. Art 
(6) heath 
z= fo(w) = fies. | dz, falls E, von 2. Art. 
} Tt 
Wir fiihren auBerdem die Bezeichnung ein: 
(7) w = fo(f (2) = 9(2). 
Dann gilt: 
(8) {H(2), 0} = [9' (2)}* {fo(w), w} + {9(C), C} - 


Dabei sind g(¢) und {g(¢), ¢} in einer Umgebung von ¢ = x, regulare, reelle 
Funktionen mit g(x,) = 0, g'(x,) > 0. AuBerdem ist 





- log fg(w) = — = — owl , falls Z, von 1. Art, 
A log fy(w) =— > +5 Se jy > falls B, von 2. Art, 
und daraus folgt 
° | {f,(w), 0} = = ie oe , falls E, von 1. Art 
{fo(w), w} = — = + ww’ falls Z, von 2. Art. 


Setzt man g(f) = by b Ps , 6, > 0, dann erhilt man aus (8) und (9) in 
v=] 
einer Umgebung von ¢ = x, die sepa 


(10) {N(0), 0) = +3 (¢—x)".) 


Dasselbe gilt natiirlich fir iia #,, v=1,2,...m. In der Formel (3) 
ist also 
(ll) a,.=(—1)*" a, | fir k= 1. 
Damit ist (4) fiir glatte Polygone Q bewiesen. 

Fir Ecken 2, mit k,= 2 und /,= 1 ist in herkémmlicher Weise ein Winkel 
definiert, welchen wir mit «2 bezeichnen, wobei «,= 0 ist®*). Man beweist 
dann mit bekannten Methoden*®), daB 


woraus (4) fiir k, = 2 und/,= 1 unmittelbar folgt. 


23) Die Bezeichnung c, wechselt spiter ihre Bedeutung. 

*4) Im Gegensatz zur Geometrie der echten geradlinigen Polygone J kommen hier 
negative Winkel nicht vor. 

25) Vgl. C. CanaTHkopory, Funktionentheorie, 2. Bd., S. 116 ff. 


28* 
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Fiir k,= 2 und /,= 2 enthialt das Polygon Q in einer gewissen Umgebung 
von £, einen logarithmischen Halbstreifen. Wir denken uns Q durch eine 
lineare Transformation in eine Lage gebracht, so daB die beiden zu E, gehéren- 
den Polygonseiten s,, bzw. s, iiber den Kreisen |z! = 1 bzw. |z| = r< 1 liegen. 
Dann bezeichnen wir mit w = /,(z) diejenige lokale Uniformisierende der Ab- 
bildungsfunktion z = f(¢) fiir die Ecke #,, welche den durch die beiden ge- 
nannten Kreise definierten logarithmischen Streifen auf die obere w-Halb- 
ebene abbildet, und zwar so, daB der uneigentliche Punkt Z, und die Punkte 
z= 1 und z=r eines bestimmten Blattes des logarithmischen Streifens den 
Punkten w = 0, — 1, 1 entsprechen. Dann ist 


2 = fo(w) = re eet} 


+(e) 
M4 








(12) {z, w} =, 
und aus (8) und (12) folgt fiir eine Umgebung von ¢ = x,: 
2 ae Pelt —xP 
{f(¢), C} er (c ces x,)? + t —%* i Ale %;) 
mit 
l 1/1} 2 
(13) a — 3-3 (2) >0. 


Damit ist (4) auch fiir k, = 2 undl, = 2 bewiesen. 

Ist k,> 2, so erkennt man zunichst folgendes: Bei der konformen Ab- 
bildung von Q auf die obere ¢-Halbebene entsprechen alle Elemente von £2, 
demselben Punkt x, der reellen Achse. Fir die eigentlichen Eckenelemente 
beweist man dies analog zur Arbeit [1], 8. 98; fiir die uneigentlichen Ecken- 
elemente ist der Beweis geringfiigig zu modifizieren, was hier im einzelnen 
nicht durchgefiihrt zu werden braucht. 

Ist €, eine Folge positiver Zahlen mit lim ¢,= 0, so bezeichnen wir als 


u-> co 


eine ,,u-Umgebung von £,“ das Bild des Halbkreises |¢ — x,| < ¢,, 3(¢)=>0 
in der z-Ebene bei der Abbildung z = f(¢). Zu dieser u«-Umgebung gehéren 
insbesondere auch die eigentlichen und uneigentlichen Elemente von £,. 

Der Einfachheit halber wollen wir zunichst annehmen, daB die Ecken 
E,, ..., EZ, von Q von der 1. Ordnuag sind. Wir konstruieren nun eine Folge 
glatter Teilpolygone G, von Q mit k,+ — 1 Ecken, welche sich, auBer in 
einer “-Umgebung von £,, mit Q decken und welche gegen Q konvergieren. 
Die Seiten von G,, die sich nicht mit den Seiten von Q decken, verlaufen 
innerhalb Q und werden folgendermaBen konstruiert : 

Bezeichnen wir jetzt mit e, die isolierten, eigentlichen Elemente von E,”*), 
dann konstruieren wir zu jedem e, eine Folge unendlicher Kreisbogen rt, ,,, die 
innerhalb Q verlaufen und den Mittelpunkt e, besitzen. Fiir die Radien r, , 
gelte 

lim 7, ,= 9, Toei Von’ 
poo 


28) Diese Bezeichnung e, weicht von der Bezeichnung des § 2 ab. 
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Bezeichnen wir ferner mit e} die nicht-isolierten, eigentlichen Elemente von E, 
(es sind héchstens zwei), dann konstruieren wir zu jedem e’ eine Folge halb- 
unendlicher Kreisbogen r,,, die innerhalb Q verlaufen, und zwar so, 
daB e, der eigentliche Endpunkt von rj, ist und daB t)., mit der zu e, 
gehérenden Polygonseite in e', eine glatte Ecke bildet. Fiir die Radien r’, , 
gelte wieder 

lim r),, = 0, 


us oO 


, 
Tyetis "vu 


Die GréBen rr), sollen auBerdem so klein gewahlt werden, daB die glatten 
Ecken in e, fiir alle ~ von der 1. Art und die glatten Ecken in e; fir alle uv 
von der 2. Art sind®’). (Dabei sei e; stets das erste und e, stets das letzte Ele- 
ment von £,, sofern das betreffende Element eigentlich ist.) 

Mit G* bezeichnen wir dasjenige Teilpolygon von Q, welches von den 
Seiten s, und von den tr, , und rt) ,, begrenzt wird. Die Folge G* konvergiert 
gegen das Polygon Q. 

G* besitzt in einer ~-Umgebung von £, ebenso viele logarithmische Halb- 
streifen 2, ,, wie EZ, uneigentliche Elemente besitzt, und diese sind mit den 
uneigentlichen Elementen der &, ,, identisch. 

In jedem 2, ,, konstruieren wir einen schlichten Kreisbogen t;',, der die 
beiden halbunendlichen Seiten von 2, , miteinander verbindet und der &, , 
in einen logarithmischen Halbstreifen 2) ,, und ein gewohnliches Kreispolygon 
q,,, teilt. Die Endpunkte von rj’, bezeichnen wir mit e¥,, und e¥%. Diese 
Bezeichnung sei so gewihlt, daB q, , auf der linken Seite liegt, wenn ry’, 
von e},, nach e¥% durchlaufen wird. Bei der Konstruktion der r;’,, sollen 
noch die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sein: 

1. Die Endpunkte e*,, und e*% seien glatte Ecken von q,,, und zwar 
ex, von der 2. Art und e¥* von der 1. Art. (DaB diese Bedingung erfiill- 
bar ist, kann man sich z. B. dadurch klarmachen, daB man durch eine 
lineare Transformation von 2, die halbunendlichen Seiten konzentrisch 
macht.) 

2. Der innerhalb 2, , verlautende ‘lex! von tr}, konvergiert fiir 4 0c mono- 
ton gegen den uneigentlichen Punkt von &, ;. 

Aus @* gewinnen wir nunmehr G, durch Weglassen aller logarithmischen 
Halbstreifen 2; ,. Von dem Polygon G, decken sich die Ecken Ey’,... Ew 
mit den Ecken £,,..., ZH, von ©. AuBerdem besitzt G noch k, glatte Ecken 
EY), ..., BY. Die Art von E¥, bezeichnen wir mit I, Dann ergibt sich 
auf Grund der obigen Konstruktion 


a 1 fii ades 4 

w), iir ungerades falls E, von 1. Art, 
e I, = 2 fiir gerades / 
(14) I), = 2 fiir ungerades 4 


‘ falls EZ, von 2. Art. 
I, = 1 fiir gerades A 


27) Die e,, sind hier ebenso wie die ¢, als endliche Punkte vorausgesetzt, wodurch die 
Allgemeinheit der Betrachtung nicht beschrankt wird. 
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Dir Funktion z = /,(¢) mége die obere ¢-Halbebene konform auf G,, abbilden. 
Hierbei seien die Bilder der Ecken von G,, auf der reellen ¢-Achse 


(#) 
%1, a> A=1I,2,...,% 
a, »y=2,3,...,n. 


Dann erfiillt die Abbildungsfunktion eine Differentialgleichung der folgenden 
Gestalt 


ki (“) n a”) 
(15) {t.(0) = 5 — +3 -—- 
. im 6-2", 2 S— el 


Dabei sind die GréBen a{",, a‘? reell und + 0 und ihre Vorzeichen sind durch 
(11) und (14) bestimmt. 
Wie in Arbeit [1], S. 99 u. 100, beweist man, daB bei geeigneter Normierung 
der Abbildung folgendes gilt : 
lim x", = %, 
p> x 
lim x" = x,. 
a) 
Fiihrt man also in (15) den Grenziibergang ~—co durch, so riicken in der 
ersten Summe die k,-Pole 1. Ordnung x{, in den einen Punkt x, zusammen. 
Aus (15) ergibt sich durch Grenziibergang “— oo analog zur Arbeit [1]: 


n 


ky a, 7 
(16) 0), =F Gee +d 
w=1 2 


f—x)" "4 


a, 


Frr x, ‘ 
wo die a, , a, wieder reelle Zahlen sind. Man iiberlegt sich nun, daB a, ,, + 0 
ist, d. h. daB der Pol x, wirklich von der k,-ten Ordnung ist. Denn wire das 
nicht der Fall, dann lieBe sich der Pol x, bereits durch Zusammenriicken 
von k,— 1-Polen 1.0. lings der reellen Achse gewinnen, d. h. Q lieBe sich bereits 
durch ein glattes (k,+ n — 2)-Eck approximieren. Man erkennt aber leicht, 
daB dies nicht méglich ist: Fiir die Approximation jedes uneigentlichen Ele- 
mentes von £, benétigt man namlich eine besondere Folge von Polygonseiten, 
wie sie oben unter der Bezeichnung r;’,, konstruiert worden sind. Ist « hin- 
reichend groB, dann kénnen rj’ ,, und r;’, ,,, im Rahmen eines glatten Polygons 
nur durch einen Kreisbogen miteinander verbunden werden, der nicht den 
Kreisen von tr; , oder tj’, , angehért. Dasselbe wiirde zutreffen, wenn man 
die uneigentlichen Eckenelemente in anderer Weise durch Kreisbogen approxi- 
mieren wiirde; denn man gelangt aus der ,,Nahe“ eines uneigentlichen Ecken- 
elementes in die ,,Nahe“ eines anderen nur durch mehrfachen Umlauf um 
eine logarithmische Verzweigung. Bei der Approximation von Z, kommt man 
deshalb nicht mit weniger Polygonseiten und weniger glatten Ecken aus, als 
oben benétigt wurden. Also ist a, ,, + 0. 

Bei der Berechnung von a, ,, beachte man, daB man ohne Beschriinkung 
der Allgemeinheit x) = 0 und x,= 0 setzen darf, wobei alle iibrigen x der 
Formeln (15) und (16) positiv werden. Man findet dann 


ky 
n-1. dj . ( 
@, x, = (—1)*-? + lim a) LT xf 


“a = 
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Konforme Abbildung von Kreisbogenpolygonen. I. 


Und aus (11) und (14) folgt 
(17) Subt = (— 1)hth, 


\an, k:| 

Damit sind die Gleichungen (4) vollstindig bewiesen und die Entwicklung 
der rechten Seite von (3) ist zunichst in einer Umgebung von ¢ = x, herge- 
leitet. Dasselbe denken wir uns fiir jedes x, durchgefiihrt. Man sieht dann 
in bekannter Weise, daB auBer den Gliedern der Doppelsumme auf der rechten 
Seite von (3) keine weiteren Glieder vorkommen, womit (3) und (4) bewiesen 
sind. 

Zum Beweis von (5) bilden wir durch £ = — 1/r die obere C-Halbebene auf 
die obere t-Halbebene ab und beachten, daB 

{z, t} = D'c, v° 


v=0 
n 


F,,(¢) = {z, } = tf, } = (— 1 == 


feta 
Daraus folgt 
lim ¢ F,(¢) = 0, lim C?F,,(¢) = 0, hoe C*F,(¢) = 0. 
Andererseits errechnet man: 
Asn = lim ¢- F,(2), 
As» = lim ¢?- F,,(¢), falls A, ,= 0, 


A,,, = lim (°F,,(£), falls Ay ,= Ay,,= 0. 


Damit ist Hauptsatz 5 vollstaéndig bewiesen. 
Satz 5a ergibt sich als Folgerung aus Hauptsatz 5, indem man durch die 
Transformation 
1 

7s . 

%n—s 

zur oberen t-Halbebene iibergeht. Dann gilt 

{z, Tt} _ (¢— x,)4 , {z, ¢}. 


Daraus ergeben sich alle Aussagen von Satz 5a, von welchem Satz 5b einen 
Spezialfall behandelt. 

Aus der Konstruktion der Polygonfolge G, und aus (14) folgt die erste 
Aussage von Satz 2. 


§ 4. Konforme Abbildung spezieller Polygone. 


Wir betrachten zunichst den speziellen Fall, daB die Kreise aller Seiten 
von Q einen Punkt P gemeinsam haben und daB8 nur endliche Seiten vor- 
kommen. Transformiert man durch eine lineare Transformation den Punkt P 
in den Punkt z = cc, dann wird aus Q ein geradliniges Polygon J im Sinne 
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der Arbeit [1], das im allgemeinen unecht ist®*). Die konforme Abbildung 
erfolgt entsprechend Hauptsatz 5 und Satz 5a und 5b. Abgesehen von dem 


Fall k,= 1 kommen hierbei nur gerade k, vor und 2 ist gleich der in Arbeit [1] 
fiir P definierten Ordnung von E,. Fiir die Koeffizienten a, ,, gilt: 
a, », <1 fiir k,= 2, 


a, ,,< 0 fiir k= 4, 6,8,.... 
Als weiteren Spezialfall betrachten wir noch ein Zweieck mit k,= 3, 
1, = 2, k, s 3 (Fig. 3 u. 4). Setzen wir x,= 0, x,= oo, dann gilt 
= P+ +H, a< 0. 

Ist k,= 3, dann folgt aus (5) und (4a) 

a,,< 0 fiir 1,= 1 (Fig. 3), 

a,,>0 fiir 1,= 2 (Fig. 4). 
Ist k,= 2, dann ist a,,= 0, a,.+ 0 und 

4, <1} fiir 1,= 1 (Fig. 3a), 


= 2 


a, > + fir l,= 2. 


Fir /,= 1 ist fiir die Ecke Z, in herkémmlicher Weise ein Winkel «7 = 0 
definiert und es gilt 
1 — a} 
— 
Insbesondere ist a,.= 4 fiir eine nullwinklige Ecke Z,. Fiir k,= 1 ist a,,= a,,=0 
und £, ist nach der FuBnote zu Satz 4 notwendig von der 1. Art”*). 
Wir betrachten schlieBlich noch ein Eineck mit k,= 5, = 2 (vgl. §1, 
S. 398). Setzen wir x,= 0, dann folgt aus (4) 


4y)= 2= A3= O 
und man erhilt also die Differentialgleichung 


ayy Qs 


{z, =a + p> ts <9. 


( Bingegangen am 23. September 1954.) 


28) B ist nur echt, wenn fiir jede Ecke von Q von zwei aufeinanderfolgenden eigentlichen 
Eckenelementen stets eines iiber P gelegen ist. Nur fiir diesen Fall gelten die Abbildungs- 
formeln der Arbeit [1]. 

%) Die konforme Abbildung von Polygonen Q mit Ecken 4. Ordnung (Fig. 5) soll 
dem II. Teil meiner Arbeit vorbehalten bleiben, da hierbei die verallgemeinerte Winkel- 
definition eine Rolle spielt. 
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ScHakEFer, H. 
Math. Annalen, Bd. 129, S. 415—416 (1955). 


Uber die Methode der a priori-Schranken. 
Von 
Hetmut Scnaerer in Leipzig. 


1. EZ bezeichne einen linearen, lokalkonvexen vollstindigen Hausdorff- 
raum'). Wenn M eine konvexe, bikompakte*) Menge in Z£, ¢ eine stetige Ab- 
bildung von M in sich bedeutet, so gibt es nach einem Satz von TycHonorF*) 
einen Fixpunkt X,¢ M: X,= y(X,). Es sei nun y eine vollstetige*) (nicht 
notwendig lineare) Abbildung von £ in sich; dann besitzt die Gleichung in £ 
(A ein reeller Parameter) 


(1) X =A p(X) 


fiir alle geniigend kleinen |A| (mindestens) eine Lésung’). Wenn £ eine nor- 
mierte Topologie besitzt, d.h. ein Banachraum ist, so gibt es zu jedem 
A€ 0,1) eine Lésung von (1), sobald fiir die bei 0 < 2 <1 méglicherweise 
vorhandenen Lésungen von (1) eine a priori-Schranke existiert; das ist eine 
Konstante C, fiir welche die Relationen (1), 0 < 4 < 1, und |X| > C einander 
ausschlieBen. Dies ist das — wenigstens fiir die Anwendungen — wichtigste 
Resultat*) der Leray-ScuaupErschen Theorie [5], die den klassischen Begriff 
Abbildungsgrad (Brouwer) auf Abbildungen in Banachriumen iibertragt. 

Zweck der vorliegenden Note ist es, den angegebenen Satz ohne Benutzung 
des Abbildungsgrades zu beweisen und ihn gleichzeitig auf vollstetige Abbil- 
dungen in lokalkonvexen Riumen zu verallgemeinern. Dab der TycHoNoFF- 
sche Satz) dabei entscheidendes Beweismittel ist, zeigt erneut die Bedeutung 
von Fixpunkttheoremen’) fiir Existenzbeweise der nichtlinearen Analysis. 

2. Hilfssatz. E sei ein linearer, lokalkonvexer vollstiindiger Hausdorffraum. 
Wenn K eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge von E, p eine stetige Abbildung 
von K mit kompaktem p(K)CK ist, so gibt es einen Fixpunkt von in 
K: Xo= (Xo)*). 


1) Fiir die benutzten Begriffe vgl. [1,2]. Das skalare Feld von Z sei der Kérper der 
reellen Zahlen mit der tiblichen Topologie. 

*) MC E heiBe kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von Wf durch ein endliches 
Teilsystem ersetzt werden kann, d. h. wenn MW bikompakt ist. 

8) TycHonorr [8]. 

*) Wir nennen eine Abbildung y von £ in sich vollstetig, wenn y stetig ist und fiir 
eine (abgeschlossene) Umgebung U des Nullelementes die Mengen y(nU) (n = 1, 2,...) 
kompakt sind. Vgl. Leray [4]. 

5) Dies folgt unmittelbar aus dem Hilfssatz in Nr. 2. 

*) Vgl. [5], Theoreme I. 

’) Es sei bemerkt, daB sich der Brouwersche Fixpunktsatz (und damit seine Verall- 
gemeinerungen auf Raume unendlicher Dimension, vg]. [6,8]) ohne die Hilfsmittel der 
Komplextopologie beweisen 14Bt (s. [3]). 

8) Fiir eine etwas weitergehende Aussage vgl. [7], Satz I. 1. 
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Beweis. Es sei g(K) = H. Wenn K* die abgeschlossene konvexe Hiille 
von H bezeichnet, so ist K* bikompakt®); ferner offenbar K* Cc K und »(K*)c 
CHC K*. Daher erfillt K* die Voraussetzungen des TycHonorrschen 
Satzes*) (s. oben), womit die Behauptung bewiesen ist. 

Satz. E bezeichne einen linearen, lokalkonvexen vollstiindigen Hausdorff- 
raum, wp eine volistetige*) Abbildung von E in sich. Darn existiert zu jedem 
A€ {0,1 ein X = A p(X) oder aber die Menge {X:X =1 y(X), 0<1< 1} 
ist nicht beschrankt'®) in E. 

Beweis. Sei U eine konvexe, symmetrische, abgeschlossene Umgebung der 
Null in Z, fiir welche die Mengen y(n U) kompakt sind (n = 1, 2, . . .), p(X) die 
(vermége p(X) < 1) U charakterisierende Halbnorm. Falls fiir ein A) ¢ (0,1) keine 
Lésung von (1) existiert, so setzen wir y* = A, y. Es geniigt nun zu zeigen: Zu 
jedem n gibt es (wenigstens) ein X,,= yu, y*(X,) mit 0 < uw, < 1 und p(X,) = n. 

Wir haben nU = {X: p(X) S n} und definieren 7, wie folgt: 
fy*(X) in {X: p*(X) enV} 

\np [y*(X)] p*(X) in {X: y*(X)<H—nU}. 

%n(X) ist stetig in nU, y,(nU) kompakt und CnU. Daher existiert X,, 
= x,(X,) nach obigem Hilfssatz. Nach Voraussetzung ist aber X, = y*(X,,) 
= Ayp(X,), d.h. p*(X,) €nU, nicht méglich; daher y*(X,)¢ £—nU und 
Xn= My Y* (X,), 0 < wy = np [y* (X,)] < 1, w.z.b.w. 


(2) Xn(X) = 
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®) Vgl. [2], p. 81, Corollaire. 
1°) AC E heiBt beschrankt, wenn zu jeder Umgebung der Null in EZ ein 4 > 0 existiert, 
so daB AC AU. 
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On Normal Coordinates in Finsler Spaces. 
By 
HERBERT BuseMAnn in Los Angeles. 


1. Riemann, and after him many other authors dealing with two- or higher- 
dimensional Riemannian geometry, took it for granted that, under adequate 
differentiability hypotheses, normal coordinates have at their origin conti- 
nuous second derivatives. This is correct, but the proof is not trivial’). 
W. MAYER was the first to notice in [2], p. 95, that the corresponding problem 
in Finsler spaces offers real difficulties, although I. H. C. WarrzeHeap showed 
in [3] that normal coordinates have continuous first derivatives?). The 
author observed in [5] that, in general, no more can be said even in the ana- 
lytic case. 

Nevertheless, papers have appeared, and continue to appear, see for in- 
stance [6], which take the existence of normal coordinates of class C? in 
Finsler spaces for granted. The results established on this basis prove remark- 
ably similar to Riemannian results. It seems therefore worthwhile to find 
out, whether the class of Finsler spaces with normal coordinates of class C? is 
significant. 

The present note furnishes a brief proof that this is not the case. The 
argument runs like this: the existence of normal coordinates of class C? im- 
plies that a parallel displacement with the usual properties exists. Under 
parallel displacement along a geodesic the local Minkowski geometry is un- 
changed. Thus the local Minkowski geometries at different points are all iso- 
metric. If the total group of rotations which this common local geometry possesses 
is finite, then the parallel displacement is independent of the path and the 
geometry is Minkowskian. 

A two-dimensional Finsler space which possesses everywhere normal 
coordinates of class C? is therefore Minkowskian or Riemannian. 

In higher dimensions there are other possibilities, for instance, products 
of Riemannian and Minkowskian spaces. No attempt is made to determine all 
possibilities, because the mentioned facts imply already that the (non-Rie- 
mannian) Finsler spaces with normal coordinates of class C? are of no geo- 
metric interest. However, a simple characterization of these spaces, if it 
exists, would be valuable. 

The presentation of these facts offered a little problem: the use of the 
parallelism should be preceded by a discussion of its properties; this would 
mean going through a completely standard and correspondingly boring proce- 
dure, only to find in the end that the spaces are uninteresting. The author 


) A satisfactory proof is found, for instance, in [1], Anm. 20, pp. 97, 98. 
*) A simpler proof was given by T. Y. Tuomas in [4]. 
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tried to solve this problem by treating the two-dimensional case completely 
without parallelism, and by sketching the higher-dimensional case on the 
basis of the parallelism, whose properties are taken for granted. 

2. Normal coordinates are affine coordinates in a special local Minkows- 
kian geometry obtained by a simple geometric procedure, which is feasible 
under very weak differentiability hypotheses, compare [7, Chapter II]; we 
will not discuss this point here since we are interested only in questions per- 
taining to a high order of differentiability. 

Consider an n-dimensional manifold M of class C5, and on M a function 
F(x, &) = F(a, ..., %, €',..., &") of class C* defined on all contravariant 
vectors (x, &) of M, satisfying the conditions: 

F(x, &)>0 for +0, 

F(x, k &) = |k| F(x, &) for all real k*), 

F(z, &) is regular, i.e. the surface F(x, &)=1in §&-space has (for each 
fixed x) everywhere positive Gauss curvature. 

In M we introduce the distance 

pq = inf { F(x, x) dt, 
z(t) 

where x(t) traverses all curves from p to g of class D'. If a curve x(t) exists 
for which pq = { F(x, x) dt, then x(t) is an are of an extremal, and will be 
called a segment 7'(p, q) from p to g. Every point a of M has a closed neighbor- 
hood U of the form az < 9, with the following properties: for any two points 
b,c in U the segment 7'(b, c) exists and is unique, in particular the segments 
with origin a and of length 9, cover U, except for a, simply. We may even 
assume that 7'(b,c)C U for b,cC U, see [8], but may avoid the use of this 
theorem by using 7'(b, c) C U for ab < 0,/2, ac S @,/2. 

For any point 6+ a in U denote by b,, 0<t<1 the point on 7 (a, b) 
for which ab,= t- ab, put a,= a. The limit 

m,(b, c) = lim bce 


t—0+ ‘ 


exists for any two points b,c in U, and m,(6,c) is a Minkowski metric, see 
[7, Chapter II]. Since m,(a, b) = ab, the segments through a are also seg- 
ments for the Minkowski metric. m,({2,c) is the normal Minkowski metric 
of the Finsler space at a, and affine coordinates z,,..., z, with origin a be- 
longing to m,(b, c) are called normal coordinates at a. The z,, .. ., Z, are deter- 
mined up to a non-degenerate homogeneous affinity. 

Associating the original coordinates x and the normal coordinates z of the 
same point in U defines continuous functions 


z,= f,(z) and 2;= g;(z) Cm Bo 


For x + a or z + 0 these functions are of class C?, see [2], pp. 93—95, and for 
x =a or z= 0 they are of class C', see [3,4]. In general no more can be 
said at x = a, even if M and F(z, &) are analytic, see [5, Appendix]. 


*) Our results can be extended to the non-symmetric case, where only F(z, k &) 
= kF (zx, &) fork > 0. 
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3. We are interested in those spaces which possess at every point a normal 
coordinates of class C? at a. We first investigate consequences of the assump- 
tion that this be true at one point a. In the normal coordinates z, the integrand 
takes the form 


Ge, t) = F(9(@), 52 0) 
and 
2G (z, z) 2@G(0,z) 
(1) ati = io. 


see [2] p. 100, where it is also proved that (1) is sufficient for the z, to be 
normal coordinates at z = 0. The homogeneity of G(z, £) and (1) imply 


(2) G(z, 2) os G(0, 2), 





which also follows from m,(a,b)=ab. Differentiation of (2) with respect 
to z, yields 


G, (2, 2) + Ge(z, z) = G, (0, 2), 
hence G, (2, z) = 0. Because of 


G, (kz, kz) = kG, (kz, z) for k > 0, z+ 0, 
we conclude 
G, (k*2, z)=0 for k>0, z+0. 


Since the functions g,(z) are of class C? at z = 0, the function G(z, £) is 
of class C1 at z = 0 for €+ 0. 
Therefore the last equations yield for k > oo that 
2G(0,f) 
Oz 


(3) = 0 for €+0, ¢=1,...,n. 
Since these are the decisive relations, we observe for comparison that in 


the Riemannian case 
7 » 1 é ; » 
G2, 0) = Vasu (2) OCG = aq gee ot, 
29; x (0) 


so that (3) is equivalent to i: = 0, which is the standard definition 


’ 
for z, to be geodesic coordinates at 0. 
We consider an extremal 


z= y't, y +0, 


through a and two sets a(t) = (a'(t),..., a"(t)), B(t) = (#0), ..., BX(t) of n 
functions of class C! of t such that 
Ja) _ 46 _ 0 for t= 0, but «(0) + B(0). 
Then 
aGlyt a(t) ~ BIO) _ AGlyt alt) — BO) 4 | 
dt = Oz; Y 

2G (yt, a(t) — B(t)) (S dpi 

agi an . 








+ dt dt 
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hence 


a dGlyt, »- BO) _ 0 for t<0. 





4. We first discuss the two-dimensional case. In a Minkowskian (C}, ¢?)- 
plane with a distance determined by a function @G(¢', ¢*) = G(¢), geometric 
angular measures can be introduced in many ways. In order to avoid an ad hoc 
definition we use the angular measure proportional to the area of the sector 
of the unit circle, so normalized that a straight angle has measure z. This 
measure has proved useful in other investigations, see (5). If ‘¢ = (r,cos g,, 
r,sin y,), 7 0, t = 1, 2, then the measure of the angle between 1¢ and 2¢ is 
given by 

es x 
(Gy G2) = 2 f G-*(u) dulf G-*(u) du, 
where G(u) = G(cosu, sinu). “ 
If the two Minkowski metrics given by @(¢?, ¢?) and F(é', &*) are isometric, 


then a mapping gy > y(q¢) exists such that for any two corresponding pairs 
of directions g,, y, and y,= y(,), Y2= y( G2) and any two numbers r,, r, with 


'C = (r,G(y,) cos y;, 7,4(¢,) sin g,) 
'E = (r,F(y,) cos y;, r,F(y,) sin y,) 
the relation 
GC —*) = FE —*8) 


holds. Moreover, if 4g, “4p are the corresponding angular measures, then 


Me (Py Po) = Hel Py Ye)- 


For a given g, the corresponding y(q@p») can be prescribed arbitrarily if, 
and only if, the isometric Minkowskian geometries are euclidean, because 
then the geometries possess the full group of rotations. Otherwise there is 
only a finite number of possible choices y(q ) (in the intervall [0,2 z]). 

Consider a two-dimensional Finsler space with a metric G(z, ¢) for which 
2,, Z, are normal coordinates at z = 0. Let y'= cosy, y*= sin y, put @G(z,, z2, 
cosu, sinu) = G(z, u) and 


ta(t) = [r,@(yt, —,(t)) cos y(t), 7,4 (yt, y;(t)) sing, (t)], t= 1,2, 


where ¢;(t) is determined such that at yt the measure j(y, 9;,(t)) equals 
a fixed number @,, 0 < |0,| < x. Then 


9,0 


x J G*(yt, u) du = 0, fe *(yt, u) du, 


hence 


0 
dg; (t) % YG (yt w) + PGn(vt u) 4 
dt Gyo) @ (yt, u) . 





y' Ge. (yt, u) + 7? Ge, (yt, uw) 
--26,f G3 (yt, u) du. 
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Therefore by (3) 
dpi(t) _ 








di 0 for t=0. 
These equations and (3) imply 
dG (yt, p;(t)) 
"i ae. “Ore 0, 
therefore also 
i 
=) _ 0 for t= 0, i= 1,2. 


If either r,;+ r, or O,+ O,, then '«(t) +*%x(t) and (4) yields for the arclength 
s = G(0, y)t along the extremal z,= y‘t that 
dG (yt, 'a(t) — *a(t)) 
ds 
In this relation all terms have a geometric meaning and we conclude from 
the discussion of isometric Minkowskian geometries: 
If normal coordinates of class C? exist at every point of an extremal, 
then the Minkowskian metrics at different points of the extremal are isometric 
in such a way that directions along the 





(5) =0 fort=0. 





extremal correspond to each other. . 

If normal coordinates exist of every point 
of M, then the local Minkowski geometries at Me | yg pty 
any two points are isometric. If one local b\*% Matty | ° 


Minkowski metric is euclidean, then all are 
and the metric of M is Riemannian. 

When this is not the case, then only a 
finite number of directions at a point b can 
correspond to a given direction at a point c 
under an isometry of the local Minkowskian , 
geometries at b and c. In a sufficiently 
small neighborhood of a there is exactly one 
way of associating related directions at 
different points such that the mapping becomes continuous throughout. 
For any two points b, c the direction @ corresponding at ¢ to the direction of 
T (a,b) at a forms with 7'(a,c) at ¢ an angle with the same measure ,, as 
that of T'(a,6) and 7T'(a,c). This direction g must also correspond to the 
direction of 7’ (a,b) at b and form with T (b,c) an angle of the same measure jz, a8 
that of the angle between 7'(a,b). The sum of the measures of the angles 
in the triangle abc is therefore z. 

If we consider c as a variable point on a fixed extremal through 6b we see 
that the extremal carrying 7'(a,c) intersects the first extremal under the 
same angle as the segment from b to c in the normal Minkowski geometry at a. 
Therefore the extremals coincide with those of the normal Minkowski geo- 
metry at a and have linear equations in z,, z,. It is now clear that the metric 
be in U must coincide with m,(b, c), because (5) shows that G,(z, ¢) = 0 for 
all points z, so that G(z, £) = @(0, £). Thus we have proved: 


ea 
Fig. 1. 
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Theorem 1. A two-dimensional Finsler space which possesses at every point 
normal coordinates of class C? is Riemannian or Minkowskian. 


5. This theorem cannot be extended to higher dimensions: if F(z, &) and 
F’ (x’, &’) are integrands of Finsler spaces and normal coordinates z, z’ exist 
for the two spaces at a and a’ respectively, then (z, z’) are normal coordinates 
at (a, a’) for the product space (z, x’) with the metric 

g (F(x, €), F(z’, &)), 

where g(t, t’) satisfies the assumptions for an integrand of a twodimensional 
Minkowski space (i.e. g(t,t’)>0 for (t, t’) + (0,0), g(kt, kt’) = |k| g(t, t’), 
and g(t, t’) = 1 has everywhere positive curvature). 

For if, as above, G(z, ¢) = F(a, &), G’(z’, €’) = F’(2’, &’) then (1) and (2) 
show readily that 

Og (G(z,z),@’(z2’,2’)] ag [@’(0, 2’) G’(0, z’)] 
2 ¢ ry c tt 

and similarly for ¢’', so that (z, z’) are normal coordinates and evidently of 
class C? with respect to (x, 2’) 














Thus the product, in this sense, of any Minkowski space and any Riemann 
space possesses, under adequate differentiability hypotheses, everywhere normal 
coordinates of class C?. *) 


Consider now a Finsler space which possesses everywhere normal coordi- 
nates of class C?. Then a parallel displacement can be defined by using one 
of the standard approaches in Riemannian geometry: If the z; are normal 
coordinates at a and ¢ is a contravariant vector with origin a, then the vector 
parallel to ¢ with origin a + da is simply the vector with the same com- 
ponents as ¢. For the reasons mentioned in the introduction we are not going 
to verify that this parallelism has the usual properties. 

The relation (4) implies that, under parallel displacement along an extre- 
mal of two vectors with the same origin on the extremal, the Minkowski 
distance of their endpoints in the local Minkowskian geometry belonging to 
their origin remains unchanged. Thus the local Minkowskian geometries at 
different points of the extremal are isometric, and because the extremals 
are autoparallel, the isometry can be effected in such a way that directions 
along extremals correspond. Thus we have firstly: 


Theorem 2. If a Finsler space possesses everywhere normal coordinates of 
class C*, then local Minkowskian geometries at the different points of the space 
are all isometric. 


Secondly, if the group of rotations about a point in this common Min- 
kowskian geometry is finite, then there is only a finite number of directions 
at one point, to which a direction at another point can correspond under the 


‘) This can, of course, be generalized to m spaces with integrands Fé (x*,*£),i = 1,..., 
m, and an m-dimensional Minkowski metric g(t’, . . ., ?); i.e., g LF’(2’, *&), ..., F™(a2™, 
m£)] will possess normal coordinates of class C? at (a', . . ., a™), if F*(x‘, ‘£) possesses normal 
coordinates of class C? at at, i = 1,..., m. 
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isometry of the Minkowski metrics at the two points. At least in a suffi- 
ciently small neighborhood of a point, this correspondence between directions 
at different points becomes one-to-one if it is continuous. On the other hand, 
corresponding directions at different points also correspond under parallel 
displacement along geodesic polygons. Therefore parallel displacement is 
independent of the path. A standard argument shows that the extremals 
are the affine lines, and coincide, in the neighborhood U of a constructed in the 
beginning, with those of the normal Minkowskian geometry at a. It follows 
as in two dimensions that the metric is Minkowskian. 


Theorem 3. If a Finsler space possesses everywhere normal coordinates of 
class C? and the group of rotations about a point in the common local Minkowskian 
geometry is finite, then the metric is Minkowskian. 


One is tempted to see in this argument an indication that in general Finsler 
spaces no comprehensive parallelism can exist, that is, one which shares many 
properties with the parallelism in Riemann spaces. This is confirmed by the 
ever increasing number of parallel displacements in Finsler spaces, most of 
which are invented to preserve some special Riemannian property. 
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Ein SchlieBungssatz fiir Inzidenz und Orthogonalitat. 
Von 


Kurt Scuvrre in Marburg/Lahn. 


Eine affin-metrische Geometrie laBt sich algebraisch im Vektorraum iiber 
einem involutorischen Schiefkérper') erkliren, indem die Metrik durch eine 
Hermitesche bzw. schief-Hermitesche Form eingefiihrt wird’). Umgekehrt 
erhalt man nach R. Barer und H. Lenz*) mit grundsitzlich einfachen In- 
zidenz- und Orthogonalititsaxiomen fiir Dimensionen > 2 eine analytische 
Geometrie mit einer derartigen metrischen Grundform. In der vorliegenden 
Note wird gezeigt, daB die Existenz einer entsprechenden metrischen Grund- 
form fiir die Ebene einem SchlieBungssatz aiquivalent ist. Dieser SchlieBungs- 
satz, der aus den trivialen Inzidenz- und Orthogonalitaétsaxiomen des Raumes, 
aber nicht aus denen der Ebene folgt, zieht den Satz von Desarauss, aber 
nicht den Satz von Pappus-Pascat nach sich. Die (bertragung des hier in 
der Ebene beschrittenen Weges auf héhere Dimensionen liefert einen weiteren 
Beweis fiir das Ergebnis von H. Lenz. 

Das Axiomensystem der affin-metrischen Ebene soll auBer den trivialen 
Inzidenzaxiomen und dem Parallelenaxiom nur die trivialen Orthogonalitits- 
axiome enthalten: 

Ol. Istg Lh, soh 1 g. 

O02. Istg | hundh\| k, sog 1 k. 

O 3. Durch jeden Punkt einer Geraden g gibt es genau eine Gerade h mit 
g Lh. 

Ist g 1 g, so heiBt g isotrop. r,»,4,... seien Vektoren mit festem Ur- 
sprung O (d.h. geordnete Punktepaare OP). Durch die Orthogonalitat der 
Geraden ist eine Orthogonalitét der Vektoren gegeben. GemiB O2 ist die 
Orthogonalitat fiir beliebige Geraden bereits durch die Orthogonalitat der 
Vektoren mit Ursprung 0 festgelegt. 

Wir suchen die Bedingung, unter der sich die Orthogonalitét durch das 
Verschwinden eines Skalarproduktes r-y kennzeichnen laBt. Die Werte von 
r-» sollen einem geometrisch eingefiihrten Koordinatenbereich angehéren, 
also den Punkten einer festen Geraden zugeordnet sein. Mit der iiblichen 
Vektoraddition stellen wir fiir das Skalarprodukt die Forderungen: 

Sl. r 1» aquivalent r+» = 0, 

$2. Ist r—y | 3,80 4-4 =D °4, 

$3. Ist r 1 »— 4, 80 F-Y) = X°§. 

1) Kriterien fiir involutorische Divisionsalgebren wurden von A. ALBERT [1] gegeben. 

*) Untersuchungen tiber die zugehérigen unitaren Gruppen von J. DigeuDoNNE [3! 


und [4]. 
3) R. Barr [2], H. Lenz [5] und [6]. 
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Ein Skalarprodukt, das diese Eigenschaften besitzt, laBt sich eindeutig 
auf die Punkte einer einzigen Geraden k beziehen, nimlich gemaB folgender 
Konstruktion (Fig. 1). O sei ein Punkt auf k und O£ nicht senkrecht k. 
(0, E,k werden festgehalten.) In Fig. 1 ist der Fall dargestellt, in dem k 
nicht isotrop ist und £ auf k gewahlt werden kann. Ist r = OX und yn = OY 
mit Y nicht auf k, so hat die Senkrechte zu k durch E mit dem Lot von X 
auf OY genau einen Schnittpunkt Pyy, und 
das Lot von Y auf OP yy hat mit k genau 
einen Schnittpunkt Q yy. Die Forderungen 8 2 
und §3 verlangen 
ry=OPyy')=OP xy OQxy=OE -OQxy. 
Hiermit ist der Ansatz 

r-D= 9(Qyy) 
fiir den Fall, daB Y nicht auf k liegt, gegeben. 
Liegt jedoch Y auf k, so setzen wir r-» = 0, 
falls x | » ist, sonst r-» = w(Qyy’), wo Y’ ein von Y verschiedener Punkt 
des Lotes von Y auf OX sein soll. g kann eine beliebige eindeutig umkehr- 
bare Abbildung = § der 
Punkte von k auf sich 
sein, bei der (O) = 0 ist. 
Die Forderungen § 1,82 
sind fiir den Fall, daB der 
rechte Faktor des Skalar- 
produktes nicht kolli- 
near k ist, bereits durch 
den Ansatz erfiillt. Statt 
8 3 haben wir nun 
83’. Ist OX 1 YZ, Fig. 2. 

80 Oxy = Qxz- 

Hiermit werden alle Forderungen 8 1—S3 erfillt. 83’ driickt einen 
SchlieBungssatz aus (Fig. 2). Setzen wir 





> 
@xy 











Ox y @xz 


Py= Po =O, Py= X, Py= Pxz, Ps= Pry, Pi= Qxy, P2= Y, Py =Z, 


so kénnen wir diesen Satz folgendermaBen formulieren: 

SchlieBungssatz. Die Verbindungsgeraden von vier verschiedenen Punkten 
Py, P;, Ps, P; seien 9;= PoP, (6 = 1, 2,3), hy= Py Ps, hg= Py Py, hg= P, Po. 
Entsprechend seien g’;, h;; durch vier voneinander verschiedene Punkte P}, P}, 
P3, Ps bestimmt. Gelten dann fiinf der Relationen g, \ hi, g; 1 h,(i = 1, 2, 3), 
so gilt auch die sechste. 

Wir brauchen hier zwar nur den Spezialfall mit P»= Po = O, gj = k und h, 
durch £; aber aus diesem Spezialfall folgt bereits der allgemeine SchlieBungs- 
satz. Wenden wir nimlich den spezielien SchlieBungssatz zweimal hinter- 
einander auf Punkte P,, P; bzw. P,, Pi’ an, so erhalten wir den affinen Satz 
von Desarcues: ,,Sind P; P;‘(i = 1, 2,3) Geraden durch O, so folgt aus zwei 
99* 
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der Relationen P; P; | P; Py (i+ k) die dritte. (Aus dem zunichst ge- 
gebenen Spezialfall mit P} Pj’= k laBt sich bekanntlich der allgemeine Fall 
gewinnen.) Mit Hilfe des Satzes von Desarcues kann man sich beim 
SchlieBungssatz leicht von der Voraussetzung P,= Pj = O und auch von den 
iibrigen Einschrankungen frei machen. 

Setzen wir nun den SchlieBungssatz voraus, so kénnen wir auf Grund 
des daraus folgenden Satzes von DresarcueEs ein Koordinatensystem (mit k 
als einer Achse und Nullpunkt Q) so erklaren, daB die Koordinaten einen 
Schiefkérper bilden und die Inzidenz eines Punktes (&,, &,) mit einer Geraden 
durch eine lineare Gleichung «,&,+ «,&+ «,= 0 ausgedriickt wird. Das 
Skalarprodukt x-» sei jetzt als Koordinate des Punktes Qyy definiert. Auf 
Grund der Konstruktion von Qyy gilt dann 


(1) r-ynA=(r-y)A. 
Weiterhin erhalt man 
(2) r-(D +4) =2F°D+24°4, 


und zwar unmittelbar aus § 1 und § 3, falls x | » + 4 ist, und mit (1), falls 
», 4 kollinear sind. Andernfalls gibt es ein A mit ¢1(p + 4)A—p. 
Hieraus und aus der Folgerung r | 4—(» + 4) (1—A) ergibt sich mit S83 
und (1) die Gleichung (2). 

xy» ist im allgemeinen nichtkommutativ. Auf Grund der Definition des 
Skalarproduktes und der Eigenschaften 8 2, 83 ist bei r-y = x’: y’ auch 
yn-xr=y’- x’. Folglich haingt die Abbildung r-»—»-~ fr nicht von den Vek- 
toren, sondern nur von ihren Skalarprodukten ab. Ist jede Gerade isotrop, 
so 

(x+y)°(2+D)=(F+D)°F4+(F+9D) -D=d'F+E-DN=9, 
also 
(3) Y°r=—2F'D, 
was nur bei kommutativem Koordinatenkérper méglich ist. Andernfalls sei k 
nicht-isotrop und Z Einheitspunkt auf k. Dann laBt sich die Abbildung 
(3’) (x-p=y-3 
geometrisch so kennzeichnen: X sei ein Punkt 
auf k mit der Koordinate &, Y ein von E ver- 
schiedener Punkt der Senkrechten zu k durch E 
(Fig. 3). Dann ist 
&E=OEF-OX =OY-OX=OY:-OPyy 

und 

& = OPyy: OY = OP yy: OX’= OF -OX?’, 
wo X’ der Schnittpunkt des Lotes von Y auf OP yy mit der Geraden k ist. 
Man hat also & = & genau dann, wenn der Héhenschnittpunktsatz fiir das 
Dreieck OX P yy gilt. 

Algebraisch erweist sich J als eine Involution, d.h. als eine Abbildung mit 
den Eigenschaften 


(4) (E+ ny = & 4+ wf, (Env = 7 &, 4% =é. 
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Die letzte Gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Definition von J. Zur 
Herleitung der anderen Gleichungen gehen wir von dem Vektor ¢ = O£ aus. 
Nach Definition ist e-e & = €. Daraus folgt 


M=ek-e, En=el-en, (Enrv=en-e P= xe. 


Ist e’ ein zu e senkrechter Vektor und « = e’-e’, so gilt «’= «+0 und 
(e—e’)-(¢a+e’)=0, also e—e’l ea+e’. Folglich ist auch 


e(& + m)—(eF+e' nl lLeat+e’ 
und nach § 2 


e(€ + yn) (ea+e’) = (e& + e’'n)-(e a+ e’), 


woraus ( + »)’ = & + 7 folgt. 

GemaB (1)—(3) baw. (1), (2), (3’), (4) ist das Skalarprodukt eine schief- 
symmetrische Bilinearform bzw. eine Hermitesche Form. Wir nehmen auch 
schief-Hermitesche Formen hinzu und verstehen allgemein unter einer metri- 
schen Grundform eine Form f(r, ») mit den Eigenschaften : 

1. f(x, D) = 0 ist aquivalent r | ». 

2. f(x, ) ist linear in », d.h. es gilt f(r,» A) = f(x,y) A und f(r, p + 4) 
= f(t,d) + f(r, 4). 

3. Entweder ist stets f(y, x) = f(x, »)’ oder stets f(y, r) = — f(r, n)’, wo J 
eine Involution mit den Eigenschaften (4) bzw. die Identitat ist. 

Hieraus folgt sofort 


f(x 4,v) = A f(x,y) und f(x +0, 3) = f(r, 3) + f, 8)- 


In dem Spezialfall, in dem J die Identitaét ist, haben wir einen kommutativen 
Koordinatenkérper und eine symmetrische bzw. schiefsymmetrische Bilinear- 
form f(r, »). Es gilt: 

Satz 1. Im Rahmen des Axiomensystems der affin-metrischen Ebene ist der 
SchlieBungssatz dquivalent mit der Existenz einer metrischen Grundform. 

Mit dem SchlieBungssatz ergab sich nimlich das zuletzt erklirte Skalar- 
produkt als eine metrische Grundform‘). Ist andererseits die Orthogonalitit 
durch eine metrische Grundform f(r, ») gegeben, so gilt der SchlieBungssatz ; 
denn fiir Vektoren x,= P,P,, »;= Po P;(i = 1, 2,3) werden die Relationen 
des SchlieBungssatzes durch die Gleichungen 


f (Kis Disa) = (Fe Dise)s [Oise D0) = fire) (= 1, 2, 3) 
ausgedriickt, wenn mit den Indizes modulo 3 gerechnet wird. Aus fiinf dieser 
Gleichungen folgt die sechste. 

Die Kommutativitat des Koordinatenk6rpers, die im Falle, daB jede Gerade 
isotrop ist, aus der schiefsymmetrischen Bilinearform hervorgeht, folgt auch 
unmittelbar aus dem SchlieBungssatz in diesem Falle, in dem die Ortho- 
gonalitat durch die Parallelitat bzw. Gleichheit zu ersetzen ist. Der SchlieBungs- 
satz fiir die Parallelitéit ist dem affinen Satz von Paprus-PascaL dquivalent. 
Um den Satz von Pappus-PascaL aus dem SchlieBungssatz zu gewinnen, 


7 ‘) Die im nicht-isotropen Falle gewonnene Hermitesche Form kann, falls J nicht die 
Identitat ist, auch auf eine schief-Hermitesche Form transformiert werden (vgl. z. B. [4]). 
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wihlen wir Po, P;, P3 kollinear und P,= P3, P;= Po (Fig. 4). Dann gelten 
fiir die Verbindungsgeraden die Gleichungen 
PoP, = Pz P3, Po P, = P,P, Po Ps = PsP, 
und die tibrigen Relationen des SchlieBungssatzes lauten 
PoP, || Ps Pi, PoPs|| Pi Pa, Po P3 || Pi Pe. 
Die Behauptung des SchlieBungssatzes, daB aus zwei dieser Parallelitiaten die 
dritte folgt, ist der affine Satz von Paprrus-PascaL. Da andererseits bei 
Giiltigkeit des affinen Satzes von Pappus-Pas- 
caL der Koordinatenkérper kommutativ und 
&,%2— §2%, metrische Grundform fiir Vektoren 
(&1, &2), (%» 42) im isotropen Falle ist, folgt nach 
Satz 1 auch aus dem affinen Satz von Pappvs. 
Pascat der SchlieBungssatz fiir die Parallelitit. 
5 Allgemein folgt der SchlieBungssatz aus dem 
Fig. 4. Hohenschnittpunktsatz. Mit dem Héhenschnitt- 
punktsatz erhalt man niémlich den affinen Satz 
von Paprpus-Pasca., weiterhin eine bilineare metrische Grundform (bei An- 
wendung des Héhenschnittpunktsatzes auf Dreiecke mit zwei festen Seiten) 
und somit nach Satz 1 auch den SchlieBungssatz. 

Wir gehen nun zum affin-metrischen Raum iiber. P€g, P€ € und g¢ € 
bezeichne die Inzidenzen zwischen einem PunktP, einer Geraden g und einer 
Ebene ©. Als Axiome benutzen wir die trivialen Inzidenzaxiome, das Parallelen- 
axiom und die trivialen Orthogonalitétsaxiome O01, 02 und 

03’. Zu jedem Punkt P € g gibt es eine Ebene € 5 P, so daB PEhE € dqui- 
valent PEh 1 g ist. 

Eine Ebene € heiBt isotrop, wenn es eine Gerade g € € mit g | h fiir alle 
h¢€ € gibt. Fiir die Geraden einer nichtisotropen Ebene folgt aus 03’ das 
ebene Orthogonalitatsaxiom 03. Ist € eine isotrope Ebene, so ergibt sich eine 
Parallelenschar, so daB fiir g,h auf € genau dann g | h gilt, wenn g oder h 
dieser Schar angehért. 

g 1 € bedeute: g | h fiir alle h ¢ €. Aus den Orthogonalititsaxiomen des 
Raumes folgt 

03". Zu jeder Ebene € und jedem Punkt P € € gibt es genau eine Gerade g 
mit Peg | &. 

Sind namlich h,,h, zwei verschiedene Geraden mit P ¢h,;€ €, so haben 
die zu h,,h, orthogonalen Ebenen durch P eine Gerade g > P gemeinsam. 
Dann ist g | h,,h,, woraus g | € folgt. Die Annahme, daB es zwei ver- 
schiedene Geraden g,, g, mit P € g; | € gibt, filhrt zu folgendem Widerspruch. 
k sei eine Gerade durch P, so daB g,, 9, nicht komplanar sind. Die zu t 
orthogonale Ebene durch P hat mit € eine gemeinsame Gerade h> P. Da 
h 1 9, Je, & ist, miBten g,, g., k nach O03’ komplanar sein. 

03’ und 03” besagen,daB g | € eine Korrelation im Biindel der Geraden 
und Ebenen durch P ist. 

Satz 2. Der SchlieBungssatz folgt aus den A xiomen des affin-metrischen Raumes. 
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Fir isotrope Ebenen ist der SchlieBungssatz trivial. Wir kénnen uns 
daher beim Beweise des SchlieBungssatzes auf eine nicht-isotrope Konfigu- 
rationsebene € beschrinken. AuBerdem kénnen wir P,= Pj annehmen, da 
aus diesem Spezialfall der allgemeine SchlieBungssatz folgt. Auf der zu € 
orthogonalen Geraden durch P, gibt es, da € nicht isotrop ist, einen Punkt Z, 
der nicht auf € liegt. Die nach 03’, 03” bestehende Orthogonalitats-Kor- 
relation im Biindel der Geraden und Ebenen durch Z liefert im Schnitt mit € 
eine Korrelation zwischen den Punkten und Geraden der projektiv erweiterten 
Ebene €. Bei dieser Korrelation mégen die Punkte P;(i = 1, 2,3) den Ge- 
raden k; und die Geraden h; den Punkten Q; zugeordnet sein. Den Inzidenzen 
P;,€h, entsprechen die Inzidenzen Q,¢€k;. Da die Geraden g, und g; durch 
den FuBpunkt des Lotes von Z auf € gehen, ist g; | h; aquivalent Q,¢ g, und 
Po P;=g; 1 h, aquivalent h, | k,. DemgemaB ist der SchlieBungssatz aquivalent 
dem Satz von Desarcuss fiir die Dreiecke P, P, P; und Q, Q, Q;, bei denen die 
Verbindungen entsprechender Ecken durch P, gehen und die entsprechenden 
Seiten h,, k; parallel sind. Da der Satz von Desareves aus den trivialen 
Inzidenzaxiomen des Raumes folgt, gilt der SchlieBungssatz. 

Fiir die Einbettbarkeit einer affin-metrischen Ebene in einen affin-metrischen 
Raum ist somit die Giiltigkeit des SchlieBungssatzes notwendig. 

Der bereits von H. Lenz bewiesene Satz, daB ein affin-metrischer Raum 
von mehr als zwei Dimensionen eine metrische Grundform besitzt, laBt sich auch 
mit einer entsprechenden Konstruktion des Skalarproduktes, wie wir sie im 
ebenen Falle durchgefiihrt haben, gewinnen. Es sei hier ein geometrischer 
Beweis angegeben, der auBer den Axiomen des affinen Raumes und O1, 02 
die folgenden Orthogonalitaétsaxiome 0 3*, 04,05 benutzt5). Dabei bedeute R 
einen dreidimensionalen Unterraum und g | %, daB g auf jeder Geraden von R 
senkrecht steht. 

O3*. Zu beliebigen P,g,R mit PER und g nicht | R gibt es eine Ebene E 
mit PE ECR, so dap PEh€ € dquivalent P eh | g ist fiir alle Geraden h€R. 

O04. Ist g ungleich und nicht parallel h, so gibt es eine Gerade, die auf g, 
aber nicht auf h senkrecht steht. 

O05. Sind g, h, k drei nicht komplanare Geraden durch einen Punkt, so gibt 
es eine Gerade, die auf g und h, aber nicht auf k senkrecht steht. 

Wir gehen wiederum von einer festen Geraden k und festen Punkten O, 
E aus, wobei O € k und OE nicht | k ist. 

Konstruktion des Skalarproduktes OX-OY. 1. Fall: Y¢k. GemaiB O4 
gibt es eine Gerade g durch X, die auf OY, aber nicht auf k senkrecht steht. 
R, umfasse O, H,g. Da k nicht | %,, enthilt N, eine zu k senkrechte Ebene 
durch E. Diese hat mit g einen Schnittpunkt P. R, umfasse k, P, Y. Da OP 
nicht | X,, enthilt N, eine zu O P senkrechte Ebene durch Y. Diese hat mit k 
genau einen Schnittpunkt Qyy. Wir setzen OX -OY = Qyy. — 2. Fall: Ist 
Y ¢€k, so sei OX -OY = Qyy’, wo Y’ ein nicht auf k liegender Punkt mit 
Y Y’| OX sein soll. 


5) Diese Axiome sollen nicht den Anspruch besonderer Einfachheit erheben, sondern 
sind nur fiir den vorliegenden Zweck gewahlt worden. 
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Folgerungen fiir Punkte, die gema8B dem 1. Fall konstruiert sind: 

a) Qyy ist unabhangig von der Hilfsgeraden g. Fiihrt namlich eine zweite 
Gerade g’ zu P’ und Qyy, so ist g,g’1 OY und somit PP’| OY. Da ferner 
PP’\k, so auch PP’) YQyy. Mit OP 1 YQyy folgt OP’L YQyy und 
Qxr= Orr. 

b) Qyy = O nur bei OX | OY, da beide Relationen mit OP | OY aqui- 
valent sind. 

ce) Ist X,X,1 OY, so Qy,y= Qy,y- Sind nimlich P,, P, die bei den 
Konstruktionen mit X,, X, benutzten Punkte, so ist entweder P,= P, oder 
P,P, 1 OY, woraus die Behauptung wie unter a) folgt. 

d) Ist OX 1 Y, Yq, so Qyy, = Qyy,- 1. Fall: k, Y,, Y, seien nicht kom- 
planar. GemaB O 5 gibt es durch X eine Gerade g, die auf O Y,,O Y,, aber nicht 
auf k senkrecht steht. Hiermit konstruieren wir P. Dann ist Y, Y, 1 PX, 
OX, also Y,Y,1 OP. Da auch OP | Y,Qyy,, 80 OP 1 Y,Qyy,, woraus 
Qrr,= Oxy, folgt. — 2. Fall: k, Y,, Y, seien komplanar. Dann wahlen wir 
Y, so, daB OX | Y, Ys, Y, Ys und Y, nicht mit k, Y,, Y, komplanar ist. 
Nach dem 1. Fall haben wir Qyy,= Qyy,= Qyxy,- 

Hiermit erhalten wir die Eigenschaften S1—S3 fiir OX-OY, womit 
dieses Skalarprodukt wie vorher als metrische Grundform zu erkennen ist. 

Fiir eine projektive Ebene mit Polarkorrelation erhailt man nun mit dem Satz 
von DESARGUES eine metrische Grundform, indem man homogene Koordi- 
naten einfiihrt und fiir den affin-metrischen Raum, der sich bei Ubergang zu 
inhomogener Auffassung der Koordinaten ergibt, die metrische Grundform 
bildet. Diese ist zugleich metrische Grundform der projektiven Ebene in 
homogenen Koordinaten. 

Der SchlieBungssatz ist bei vorliegender Polarkorrelation, bei der sich die 
Orthogonalitét zweier Geraden durch die Inzidenz einer Geraden mit dem 
Pol der anderen Geraden ausdriicken liBt, dem Satz von DESARGUES diqui- 
valent. Ist nimlich p die Polare von Py und Q, der Pol von h;(t = 1, 2, 3), 
so sind die Relationen des SchlieBungssatzes g; | hi bzw. gj 1 h, aquivalent 
zu Q;€ 9; (also P;Q,; durch Po) bzw. p, Q;.; Q:42, h; kopunktal (also Schnitt- 
punkte von P; P, mit Q;Q, auf p). 
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Laurent-Trennung 
und zweifach unendliche Faber-Systeme*. 


Von 
Horst Tietz in Braunschweig. 


§ 1. Einleitung. 

1.1 Die Approximation beliebiger analytischer Funktionen durch spezielle 
ist eine der wichtigsten Methoden der Funktionentheorie. Es ist daher natiir- 
lich, daB die Approximationstheorie auch ohne Zusammenhang mit der An- 
wendung behandelt wird. Entsprechend den verschiedenen Forderungen, die 
man den approximierenden Funktionen auferlegt, erhilt man Modifikationen 
dieses Problems. Es sind dabei wesentlich zwei Typen von Forderungen hervor- 
zuheben: die Naherungsfunktionen sollen einen vorgeschriebenen, den Defi- 
nitionsbereich der zu approximierenden Funktion umfassenden Existenz- 
bereich besitzen, oder sie sollen bequeme kalkiilmaBige Eigenschaften aufweisen. 

Fir analytische Funktionen der Ebene ist der Rungesche Approximations- 
satz das allgemeinste Resultat zur ersteren Form des Problems, wihrend die 
zweite zunidchst nicht in reiner Form behandelt worden ist; sie wird vielmehr 
mit der ersten verbunden, indem man vornehmlich nach Polynomen sucht 
die einem gewissen Kalkiil geniigen und durch die sich in vorgeschriebenen 
Gebieten jede dort regulare Funktion annahern laBt. Das speziellste Ergebnis 
in dieser Richtung ist die Taylorreihe. Durch Untersuchungen von FaBer [6], 
Szec6 [22], Beremann [3] und Bocuner [5] sind Verfahren entwickelt 
worden, die zwischen diesen beiden Extremen liegen: es wird ein Gebiet vor- 
gegeben, das gewissen allgemeinen Bedingungen geniigt, und dazu ein Po- 
lynomsystem konstruiert, das eine Basis fiir die reguliren Funktionen des 
Gebietes darstellt. Der Faberkalkiil steht dem Taylorschen sehr nahe — wird 
er doch aus diesem durch eine geeignete konforme Abbildung gewonnen —, 
wahrend den iibrigen der genannten Verfahren die Methode der Orthogonal- 
funktionen zugrunde liegt (und zwar handelt es sich bei Szea6 um Orthogonali- 
sierung beziiglich einer Kurvenmetrik, bei BeERaMaNN und BocHNER aber 
beziiglich einer Flichenmetrik). 

1.2. Die Entsprechungen dieser Resultate auf Riemannschen Flachen 
zeigen eine scharfere Struktur als im ebenen Falle. Einerseits fallen die beiden 
extremen Resultate in ihrer Tragweite grundsitzlich auseinander: waihrend 
der Rungesche Approximationssatz, wie BEHNKE und Srern [2] gezeigt haben, 
in voller Allgemeinheit giiltig ist, vermittelt die Taylorreihe nur die Dar- 
stellung von Funktionen ,,im Kleinen‘‘. Andererseits liegt das Gewicht der 
zu einem Gebiet gehérigen Orthogonalfunktionen vor allem auf der Niitzlich- 
keit des Kalkiils und nicht so sehr darauf, daB sie noch iiber das vorgeg bene 


*) Habilitationsarbeit Braunschweig 1955. 
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Gebiet hinaus fortsetzbar waren’); sie stellen also im wesentlichen ein Resultat 
fiir unsere zweite Formulierung des Approximationsproblems dar. Dagegen 
halten die Faberentwicklungen [24] wieder die Mitte zwischen den beiden 
Fragestellungen: die Faberfunktionen sind auf der ganzen — als geschlossen 
angenommenen — Riemannschen Filache erklirt und gestatten die Dar- 
stellung von Funktionen ,,im GroBen“ durch taylorihnliche Reihenentwick- 
lungen. — Ein ahnliches Ziel verfolgt ibrigens FLatue [9] im AnschluB an [2}: 
er setzt von seinem Entwicklungsgebiet voraus, daB es einem mehrblattrigen 
Kreise konform aquivalent ist ; es erscheint fiir die Bedeutung der Flatheschen 
Resultate bemerkenswert, daB diese Voraussetzung nach einem Ergebnis von 
AHLFoRs [1] stets erfiillt ist. 

1.3. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Fabertheorie auf ge- 
schlossenen Riemannschen Flachen. Dabei wurde ein zweifaches Ziel gesteckt : 

Durch die systematische Verwendung des Begriffes der Laurent-Trennung 
(§ 2) werden die Faberschen Schliisse, soweit sie der Analysis angehéren, auf 
eine allgemeine und elementare Grundlage gestellt; so sind beispielsweise 
simtliche Konvergenzaussagen triviale Folgerungen aus der Stetigkeit der 
Laurent-Trennung (Satz 1), und auch die von FaBer seinen Reihen zu- 
geordneten Taylorreihen treten hier als organischer Bestandteil der Theorie 
auf (s. u.). 

Zum anderen erfahrt die von Faber angewandte konforme Abbildung 
eine wesentliche Erweiterung. Diese wird erméglicht durch ein vom Verf. 
kiirzlich bewiesenes Resultat [26], das wir fiir unsere Zwecke formulieren als 

Abbildungssatz: Zu einer berandeten Riemannschen Fliche G mit einer 
einzigen Randkurve C gibt es eine konforme Abbildung, unter welcher C in eine 
schlichte Kreislinie iibergeht; das Bild von G besteht also aus einer Kreisscheibe 
und aus einer gewissen Anzahl — etwa N — von Vollebenen. 

Dadurch wird folgendes erreicht: Verf. zeigte in [24], daB sich die Faber- 
theorie auf einer geschlossenen Riemannschen Flache 2 fiir solche Gebiete G 
durchfiihren laBt, deren Komplement G einfach-zusammenhangend ist. Unser 
Abbildungssatz gestattet nun, diese Einschrinkung fallenzulassen; in dem 
Sinne, wie sich die bisherigen Faberreihen als Verallgemeinerungen der 
Taylorreihen auffassen lassen, sind die neuen Faberreihen Verallgemeinerungen 
der Laurentreihen (§ 4). Der letzte Abschnitt (§ 6) bringt noch die fast selbst- 
verstandliche Ausdehnung auf solche Gebiete, die von mehreren Kurven be- 
randet werden; jedoch ist dabei vorauszusetzen, daB jede der Randkurven 
auf 2% nullhomolog ist. 

Wesentlicher fast als diese Erweiterung der Theorie ist die Tatsache, daB 
erst von diesem Standpunkt aus sich die volle Harmonie der Wechselbe- 
ziehungen zwischen den zum Grundgebiet G gehérenden Faberschen und zu- 
geordneten Funktionen und Differentialen zu erdffnen scheint (§ 3). Ein Beleg 
fiir diese Behauptung ist Satz 5, nach dem die Faberschen Koeffizienten einer 
Funktion gleichzeitig die Koeffizienten der Laurentreihe sind, durch die in 
der Nahe des Gebietsrandes die betrachtete Funktion dargestellt wird; in den 


1) Vgl. [4] und den dortigen Schriftennachweis. 








Oe 





Laurent-Trennung und zweifach unendliche Faber-Systeme. 433 


friiher betrachteten Fillen verschwindet nun jedoch die ,,Halfte der Faber- 
funktionen identisch; man lieB daher auch die zugehérigen Koeffizienten, die 
selbst keineswegs zu verschwinden brauchen, auBer acht, und die genannte 
Laurentreihe degenerierte zu der oben erwaihnten Taylorreihe, wodurch der 
enge Zusammenhang mit der dargestellten Funktion verlorenging. — Es mag 
vielleicht als Nachteil angesehen werden, da8 Nullentwicklungen im allge- 
meinen Falle méglich sind; die interessanten und einfachen Beziehungen 
jedoch, die sie vermitteln, diirften hierfiir entschidigen (§ 5). 

Es sei noch erwahnt, daB sich die Fabertheorie auch auf gewissen offenen 
Riemannschen Flachen durchfiihren lat, was einer spiteren Note vorbehalten 
bleibe. Da jedoch die Charakterisierung von Funktionen durch Singulari- 
taiten ihre Macht auf offenen Riemannschen Flachen verliert, ist zu erwarten, 
daB die Fabertheorie hier weniger reichhaltig sein wird als im vorliegenden 
Falle. 

1.4. Diese einleitenden Bemerkungen geben Gelegenheit, noch kurz die- 
jenigen Arbeiten — soweit sie dem Verf. bekannt geworden sind — zusammen- 
zustellen, die sich seit dem Erscheinen der Faberschen Dissertation [6] mit 
dieser Theorie beschaftigen. Zunidchst unternimmt es FaBer selbst in einer 
zweiten Arbeit [7], seine Theorie so zu erweitern, daB sie die klassischen 
Polynomsysteme enthalt. Diese ad hoc gemachte Erweiterung wird von 
Krarrt [16] zu einer einheitlichen Theorie ausgebaut; dieser Autor gibt 
spaiter zusammen mit K6nic [15] die Einordnung der Faberreihen in die 
K6énigsche Klassentheorie. In [8] stellt FaBer seine Theorie erneut dar?) 
im Hinblick auf ihre Bedeutung fiir die Tschebyscheff-Polynome. Diese Zu- 
sammenhiange werden von Hrvuser [13, 14] weiter aufgehellt. Bemerkenswert 
ist das von Heuser [10] angegebene Verhalten der Faberreihen bei kon- 
former Abbildung des Entwicklungsgebietes. Die Frage, wie der Entwicklungs- 
satz zu modifizieren ist, wenn man die Voraussetzung, daB der Rand des 
Grundgebietes analytisch ist, abschwicht, wird von Heuser [11,12] und 
neuerdings von einigen russischen Autoren [17, 20,21] untersucht. — Die 
Ubertragung der Fabertheorie auf geschlossene Riemannsche Flichen [24] 
setzt von einer gewissen Charakterisierungsstelle voraus, daB sie kein Weier- 
straBpunkt ist. Diese Einschrankung wird in [25] beseitigt und eine Anwendung 
der Theorie auf Approximationen durch Produkte oder Partialbruchreihen 
gegeben. Die Einordnung dieser letzteren Arbeiten in die von ihm stammende 
Erweiterung der Kénigschen Klassentheorie gibt R6urt [18, 19]; gleichzeitig 
dehnt er die Ergebnisse aus auf die allgemeinste Lage der Charakterisierungs- 
stellen. 

§ 2. Die Laurent-Trennung. 

2.1. Auf der geschlossenen Riemannschen Flache % legen wir eine Stelle*) 
> fest, von der wir voraussetzen, daB sie von den endlich vielen WeierstraB- 

2) Eine in [8] enthaltene Rekursionsformel fiir die Faberpolynome wird in [23] richtig- 

estellt. 
: 3) Stellen auf 21 werden mit Frakturbuchstaben, entsprechende komplexe Variable 


mit den entsprechenden lateinischen oder griechischen Buchstaben bezeichnet ; lateinische 
Variable bedeuten vorzugsweise lokale Parameter. 
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punkten .erschieden ist. Mit dF (y, 3) bezeichnen wir das in [24] konstruierte 
Elementardifferential, das relativ zu einer bei b vorgegebenen Ortsuniformi- 
sierenden y bzw. z durch die folgenden Eigenschaften bestimmt ist: 

Fiir festes 4+ d ist dF (yn, 4) ein Differential 3. Gattung mit den einfachen 
Polen 4 und d und den Residuen + 1 bzw. —1; es ist normiert durch die Be- 
dingung*) 

aF (py, 3)=(—5 + yP(y)) ay fiir » bei , 


wobei p das Geschlecht von A bezeichnet. In Abhingigkeit von der Polstelle 4, ist 
dF (y, 4) dann eine eindeutige Funktion auf A mit y als einfachem und Dd als 
p-fachem Pol, und fiir 4 bei d fehlt das absolute Glied in der Entwicklung von 
dF (y, 4) nach Potenzen von z'). 

2.2 Nun sei C eine rektifizierbare Jordankurve, die 2 zerlegt; die von C 
berandeten Gebiete seien G und G, und } liege in G. Wir nehmen an, daB C 
bzgl. @ positiv orientiert ist, und fassen @ als Innengebiet, G als AuBengebiet 
von C auf. Entsprechend bezeichnen wir zu C hinreichend benachbarte 
Kurven kurz mit C* bzw. C*, wenn es auf ihre genaue Lage nicht ankommt: 
Cé verlauft ganz in @ und C* ganz in G@. 

Eine besondere Rolle unter den auf G + C bzw. auf G+ C definierten 
eindeutigen und bis auf Pole reguliren Funktionen und Differentialen®) 
do spielen diejenigen, die eine Cauchysche Integraldarstellung besitzen: 


1 

(2.1) 90)= gx; [p@4aF(.s) — firs aufG+C, 
y(c*) 

(2.2) da(y) = — —_ [ ao) dF (», 4) fiir y auf G+ C 
3(c*) 

bzw. 

(2.3) ?(3)=— oni wz | gar F'(D, 3) fiir 4 auf G + C, 
< 

(2.4) do(y) = = | do(3)dF(,3) far y auf G + C. 
* 


Wie sich im folgenden ergeben wird, oder auch leicht direkt eingesehen werden 
kann, ist fiir diese GréBen, die wir kurz als CauchygréBen auf G+ C bzw. 
G + C bezeichnen we'len, charakteristisch die folgende 

Definition: In G bzw. auf G + C eindeutige analytische Funktionen und Diffe- 
rentiale sind CauchygréBen, wenn sie in G bzw. auf G + C regulir sind. — Eine 
Cauchy-Funktion in G bzw. auf G+ C ist dort eindeutig und reguliir bis auf 
den Pol d von héchstens p-ter Ordnung, und in ihrer Entwicklung nach dem 


*) Mit P bezeichnen wir eine regulire Potenzreihe. 

5) Das Elementardifferential kénnte ohne weiteres so allgemein gewahlt werden wie 
bei Réuxt [18]; zur Vermeidung einer schwerfalligen Formulierung wird das jedoch 
unterlassen. 

*) Statt von Funktionen oder Differentialen sprechen wir gelegentlich kurz von 
,,»GréBen“*, wenn es auf die Unterscheidung nicht ankommt. 
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dort vorgegebenen lokalen Parameter fehlt das konstante Glied. — Ein Cauchy- 
Differential in G bzw. auf G + C ist dort eindeutig und reguldr bis auf den ein- 
fachen Pol d, und in der Entwicklung bei d fehlen die 0-te bis (p—1)-te Potenz 
der vorgegebenen Ortsuniformisierenden ). 

2.3. Unter C-Funktionen bzw. C-Differentialen verstehen wir analytische 
Funktionen und Differentiale, die in einer beiderseitigen Umgebung von C 
regulair-eindeutig sind ®). 

Zu einer C-Funktion ¢ und einem C-Differential do bilden wir jetzt 


; 1 
(2.5) 93)= 5h; / o(p) dF (x, 3) far 3 auf @ + C, 
»(c*) 
1 
(2.6) ¥-—32; [~OaFo,s) fir saufB+0 
»(c*) 
und 
(2.7) do(p) -— 51 [aow) dF(y,3) far auf G+, 
3(c*) 
(2.8) do(p)= 51 / do(j)@F(p,3) far auf @ + C. 


a(c*) 
Aus der Regularitaét von dF (py, 4) fiir y bzw. 4 auf C* und 4 bzw. » auf G + C 
folgt, daB pg und do CauchygréBen auf G + C sind. Ebenso ergibt sich 
aus dem in 2.1 angegebenen Verhalten von dF (yp, 4) bei d, daB g(® und doi 
CauchygréBen auf G + C darstellen. — Der Residuensatz, angewandt auf die 
von C‘C*‘-") berandete Umgebung von C auf %, ergibt 


(2.9) gO+ p= auf C 
und 
(2.10) do) + do™ =do auf C. 


Wir interpretieren (2.9) und (2.10) als die Lawrent-Trennung von g und do 

in die Cauchy-Funktionen (2.5), (2.6) bzw. in die Cauchy-Differentiale (2.7), 
(2.8). Eine solche Zerlegung ist nur auf eine Weise méglich. Denn seien 

G+ GM=q, do+dae% =de 
Zerlegungen von gy und do in CauchygréBen, so sind 

D = GF — gp = gy — GF 

und 

dZ = dot) — do = dao — do 
eindeutige GréBen auf 2% mit der einzigen Polstelle 6. Als Cauchy-Funktion 
auf G + C hat ® bei d einen Pol von héchstens p-ter Ordnung; da aber } 
kein WeierstraBpunkt ist, reduziert sich ® auf eine Konstante; diese schlieB- 
lich muB verschwinden, da das konstante Glied von @ bei } fehlt. Ebenso 
folgt, daB dX héchstens einen einfachen Pol bei } besitzt, es ist also polfrei; 


1) Die Definition ist also nur sinnvoll bzgl. einer festen Ortsuniformisierenden bei }. 
8) Die Tatsache, daB ein Teil der folgenden Aussagen auch fiir allgemeinere Kurven- 
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aber ein Differential 1. Gattung mit einer p-fachen Nullstelle bei } verschwindet 
identisch, wieder weil } kein WeierstraBpunkt ist. — Diese Einzigkeit der 
Laurent-Trennung gestattet es, die CauchygréBen (2.5) und (2.7) bzw. (2.6) 
und (2.8) kurz als G- bzw. G-Komponenten von y und do zu bezeichnen. 

2.4. Die Laurent-Trennung ist offenbar eine lineare Operation. Sie ist 
aber auch stetig in folgendem Sinne: 
es sei {p,} eine Folge von C-Funktionen, die auf einer gemeinsamen Um- 
gebung von C erklart sind, und es gelte dort gleichmaBig 

p = lim g,; 
dann ist » wieder eine C-Funktion, und es folgt aus 
; 1 
9) — 90) = a2; | (PW) — oa) dF Oo, ») 
»(c* a 

und der gleichmaBigen Beschrinktheit von - tn a) fiir » auf C* und 4 auf 
G + C, daB die Beziehung 


y= lim gf) 
gleichmaBig auf G + C besteht. Ebenso beweist man, dab 
p= lim p 


gleichmaBig auf G + C — [bd] ist®) sowie Entsprechendes fiir C-Differentiale. 

Satz 1: Die Laurent-Trennung ordnet jeder C-GréBe eineindeutig ein Paar 
von CauchygréBen auf G + C bzw. G + C zu. Diese Operation 

L(g) = (go, gy) bzw. L(do) = (do, dot) 

ist linear und stetig. 

Aus (2.9), (2.10) und der Einzigkeit der Laurent-Trennung ergeben sich 
noch unmittelbar die wichtigen Folgerungen 

Satz 2: Eine C-Gréfe ist dann und nur dann rational) in G bzw. G fort- 
setzbar, wenn ihre G- bzw. G-Komponente rational auf ganz % ist. 

Die obige Behauptung tiber die Darstellung der CauchygréBen durch ein 
Cauchy-Integral ist enthalten in 

Satz 3: Eine C-Gréfe ist dann und nur dann als Cauchygrépe in G bzw. G 
fortsetzbar, wenn ihre G- bzw. G-Komponente identisch verschwindet ; die C-Grépe 
ist dann mit ihrer anderen Komponente identisch. 

Nur eine andere Fassung dieses Satzes ist 

Satz 4: Zwei C-Gréfen besitzen dann und nur dann dieselbe G- bzw. G- 
Komponente, wenn ihre Differenz eine Cauchygrépe in G bzw. G ist. 


§ 3. Die Faber-Systeme eines einfach berandeten Gebietes. 
3.1. Die geschlossene Riemannsche Flache 2% vom Geschlecht p werde 
durch die analytische Jordankurve C in die Gebiete G und G@ zerlegt. Auf @ 
wird nun der in § 1 zitierte Abbildungssatz angewandt. Es sei also 


(3.1) n= y(d) 


*) [dD] bezeichnet eine beliebig kleine Umgebung von Dd. 
10) Kindeutig und bis auf Pole regular. 
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eine in G eindeutige und bis auf Pole regulire Funktion, die @ abbildet auf 
eine konkrete Riemannsche Flache, die aus N + 1 Blattern besteht, namlich 
aus einem Exemplar des Einheitskreises und aus N Vollebenen; das Bild des 
Randes C-* von G ist dann die schlichte Kreislinie |7| = 1; der Hilfspol } von 
dF (», 3) liege in G. — Wegen der vorausgesetzten Analytizitaét von C ist y 
noch auf C regular und uniformisiert eine gewisse beiderseitige Umgebung 
von C. Jede C-GréBe liBt daher eindeutig eine Laurent-Entwicklung nach 
Potenzen von y zu. 

3.2. Wir betrachten insbesondere die vier Laurentreihen fiir dF (yp, 4), die 
man erhilt, wenn man 4 bzw. » in G bzw. G fixiert und die andere Stelle bei C 
variieren laBt "): 


(3.2) dF(y, 3) = 2 ZE,(s) 4" ‘fir y bei C und 3 in G, 
(3.3) dF (p, 3) = a Ze, (3) 4" ‘fir y bei C und 4 in G, 
(3.4) dF (y, 3) = ; dG, (v)c" ‘far 4 bei C und y inG, 
(3.5) dF (yp, 3) = : Z df,,(p) &* fiir 4 bei C und » in G. 


Die Koeffizienten €,, und d,, aus (3.2) und (3.4) nennen wir die Faber- 
gréfen'*) des Gebietes G, die Koeffizienten e,, und df, aus (3.3) und (3.5) 
deren zugeordnete Gréfen. Als Laurentkoeffizienten besitzen sie die folgenden 
Integraldarstellungen"*) : 


(3.6) €,(3)=-—51; [v@dFo.s) — fiirgauf@+¢, 
»(C*) 
1 = 
(3.7) e)-—g_; [yr@)dF(n,s) — fairgaufG+0, 
»(c*) 
1 ‘ 
(3.8) @$.(0)=— gh; | v-"@)4Fv.3)4yG) fairy aufa+ ©, 
3(c*) 
(3.9) af.0)-— 92; | v-rG)dF(.s)4y6) firyaufd +0. 


3(c*) 
3.3. Die Begriffe aus §2 fihren nun sofort zu folgenden Aussagen: 
Vergleich von (3.6—9) mit (2.5—8) ergibt 


L(y-") = (— &,, en) 
sowie 
L(y-"dy) aap (dF, aim df,,). 
Nun sind aber die C-GréBen y-" und y~"dy rational in G; nach Satz 2 sind 
daher alle €,, und alle dG,, rational auf 2%. Auf G+ C sind sie als Cauchy- 


“) Wenn nicht das Gegenteil angegeben ist, wird in der ganzen Arbeit stillschweigend 
angenommen, daB ein Summationsindex alle Zahlen von — oo bis + oo durchlauft. 
12) Die €, sind die Entsprechungen der FaBerschen Polynome. 
13) C ist beziiglich des Einheitskreises in der n, ¢-Ebene negativ orientiert. 
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gréBen regular. Ihr Verhalten in @ folgt aus 
—€,+e¢,=y", 
d§,— df,=— yp “dy 
und aus dem Hinweis, daB ¢,, und df,, CauchygréBen in G sind. Damit er- 
halten wir 

Satz 5: Die Faber-Funktionen €,, und die Faber-Differentiale d&,, des ein- 
fach berandeten Gebietes G sind rational auf A; auf G+ C sind sie regulir, 
wihrend ihr singuliires Verhalten in G bis auf das einer Cauchygrépe iiberein- 
stimmt mit dem Verhalten von — p-" bzw. y- "dy. 

Die zugeordneten Funktionen und Differentiale ¢,, bzw. df, sind Cauchy- 
grépen auf G + C; sie stehen dort mit den Fabergréfen im Zusammenhang gemag 
(3.10) e,= €,+ yp, 

(3.11) df, = @d5,— yp "dy. 
Die genannten Eigenschaften sind fiir alle GréBen charakteristisch. 

3.4. Die Annahme, der Rand C von G sei analytisch, ist fiir das bisherige 
nicht notwendig; sie wird jedoch fiir die Aufstellung der Entwicklungssitze 
des folgenden § 4 wesentlich. 

3.5. Dagegen ist die Forderung, daB C auf 2 berandet, nicht zu umgehen. 
Denn besteht der Rand von G beispielsweise aus zwei einzeln nicht zerlegenden 
Kurven C, und C,, so gibt es zwar wieder eine Abbildung von G, die C, und C, 
je in die schlichte Linie des Einheitskreises iaiberfiihrt; an die Stelle jeder der 
Entwicklungen (3.2—5) treten jetzt zwei Entwicklungen, die C, und C, ent- 
sprechen; fiir die dabei auftretenden Koeffizienten bestehen wieder Dar- 
stellungen wie (3.6—9); da in diesen aber die nicht zerlegenden Kurven C, 
oder C, nur einzeln als Integrationswege auftreten, sind diese Koeffizienten- 
gréBen auf 2 nicht mehr eindeutig. 

3.6. Uber die Abbildungsfunktionen y und die Charakterisierungsstelle } 
kann noch die zusitzliche Annahme gemacht werden, daB iiber 7 = 0 und 
n = co kein Verzweigungspunkt des Bildes von G liegt, daB d eine der Null- 
stellen von yp ist und daB 7 = y(y) selbst dort als ausgezeichnete Ortsuni- 
formisierende gewahlt ist, nach welcher dF (p, 5) und die CauchygréBen in @ 
normiert sind. 

Es geniigt zu zeigen, daB man 7 = y(») so bestimmen kann, daB iiber 7 = 0 
und 7 =o kein WeierstraBpunkt und kein Verzweigungspunkt liegt. Sei 
dies fiir y zunichst nicht erfiillt, so gibt es jedenfalls nur endlich viele 7-Werte, 
die solche Ausnahmestellen tragen; es gibt daher ein 7 mit |7| < 1, derart, 
daB weder 7, noch 7,~! Ausnahmewert ist; 

_¥(D) — No | 

1 — ify y (d) 
anstelle von y hat dann die geforderten Abbildungseigenschaften und erfiillt 
die zusitzliche Annahme. Dadurch wird also erreicht, daB y = » und y = 4-' 
ausgezeichnete lokale Parameter fiir die Nullstellen bzw. Pole von y sind, 
und daB d auf eine der Nullstellen gelegt werden kann. 
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3.7. Bezeichnen wir die von } verschiedenen Nullstellen von y mit n, und 
die Pole mit p,, so besagt Satz 5 nun einfach, daB die FabergréBen sich an 
ihren Singularitaéten wie folgt verhalten: 


€,, (3) = — a + P(z) bei n, fiir n > 0, bei p, fiir n < 0, 


€,,(3) = _ + + P* (z) bei } fiir n > p, 


€,,(4) = + P* (z) bei d fir n < p, n+ 0, 
€, (3) =—_ i, 
aG,(9)= “+ Ply)dy dein, firm 21, 


dF, (0) = — i +P(y)dy  beip, firn <1, 


d,,(Y) = ~ + “ P’(y) bei d fair alle n + 1 
d§,(p)= y” Ply)dy bei d; 


dabei fehlen in P*(z) der Koeffizient von z”? und in P’(y) die Koeffizienten 
von y, y”,..., y?. 

3.8. Nach den Formeln aus 3.7 verschwindet keine FabergréBe identisch, 
wenn wirklich Stellen n, und p, auftreten, d. h. falls N positiv ist, was sicherlich 
zutrifft, wenn G@ nicht schlichtartig ist’). Tatsichlich spielt der Fall N = 0 
eine Sonderrolle: nur dann sind die FabergréBen ElementargréBen (d. h. sie 
besitzen auf 2% nur eine Polstelle), und nur dann brechen die Fabersysteme 
fiir n+» — co ab; es ist dies der in [24] und [18] behandelte Fall, in welchem 
€,= 0 ist fir p=>n> 0 und n <0, sowie d§,= 0 fir n = 1 und ns—p. 
Dies Ergebnis, das auch ohne weiteres aus Satz 3 folgt, besagt, daB fiir die 
angegebenen Werte von » gilt: 

¢,= yp bzw. df,= — yp "dy; 
diese GréBen treten in [16] und [18] als ,,zugeordnete“‘ GréBen auf, wihrend 
die den iibrigen » entsprechenden GréBen dort unbeachtet bleiben. 

3.9. Der duale Charakter der FabergréBen und ihrer zugeordneten Systeme 
spiegelt sich in dem folgenden Sachverhalt. 

Alle diese GréBen sind C-GréBen und lassen daher auf C Laurentreihen 
nach Potenzen des uniformisierenden Parameters p zu!*): 


€,= —SAury', 
k 
dF, = - By 'dy, 
= 2 Vat. 


df,= —2 Dany "dy. 


(3.12) 


44) Aber auch wenn @G schlichtartig ist, kann man eine mehrwertige Abbildungs- 
funktion wahlen. 

15) Die Form dieser Reihen ist zweckmaBig gewahlt. 

Math. Ann. 129. 30 
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Wegen (3.10) und (3.11) ist zunachst 
Aa bh Car es Bais 
By, + Dor = Son 
wobei 6,, das Kronecker-Symbol bedeutet. Weiter ist 
1 
Ay.= 2ni [«, y* dy, 
ae) 
1 f 
Din= 355 | May". 


221i 
n(C) 


(3.13) 


Dafiir kann man aber wegen (3.6) und (3.9) schreiben 


, : 
Aar= — Bail? / | v-*() y**) dF, 3) dy), 


3) p(e*) 
1 
De-— naz | | v0) vO) dF Oo, 3) dy6). 
D(C) 3 (C*) 
Andert man nun in dem letzten Integral die Integrationsreihenfolge und wahlt 


dann C* statt C und C statt C‘ als Integrationswege (hierbei wird ja keine 
Singularitaét des Integranden iiberschritten), so ergeben die letzten Gleichungen 


Dan= Ay-n1-a3 
hieraus und aus (3.13) folgt die analoge Beziehung 
C._=B 


Fassen wir fiir unsere Zwecke als Hauptdiagonale einer allseitig unendlichen 
Matrix 


cm i-m,i-e° 


X = |/z,,|, —c% <1, 8 < + ©, 
diejenigen Stellen auf, fiir welche r + s = 1 ist, so kénnen wir die Matrix 
x= l2y~-,1-rll 
als die Transponierte von X ansehen; es ist dann X77 = X. Wir setzen noch 
zur Abkiirzung 
(3.14) I= |6,,|, E= |Aarl, ®= |Bul, e= |Ceml, ~ = |Danl 
und fassen die gewonnenen Resultate zusammen in 


Satz 6: Zwischen den Koeffizientenmatrizen in den Laurent-Entwicklungen 
(3.12) der Faberschen und der zugeordneten Systeme bestehen die Beziehungen 


> 


spo eee, am **t, 
B14) Fo gr Bg Cp BIO  Griy 


nach denen sich jede der vier Matrizen durch eine beliebige unter ithnen aus- 
driicken lapt. 


§ 4. Der Entwicklungssatz. 
4.1. Unter den Annahmen und Bezeichnungen von § 3 wird noch folgende 
Verabredung getroffen: Wir nennen y-Parallele von C solche speziellen 
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Kurven C‘ und C*, die in einer Umgebung von C liegen und durch yp (ebenso 
wie C) auf konzentrische Kreise abgebildet werden; wir bezeichnen eine y- 
Parallele von C mit C(6), wenn auf ihr |y| = 1 + 6 ist; es ist also C = C(0) 
und C(6) eine C* bzw. C*, je nachdem 6 positiv oder negativ ist. Die von 
C(6) auf 2% berandeten Gebiete"*) seien G(d) und G(4); letzteres enthilt die 
Charakterisierungsstelle }. Wegen der Analytizitat von C, gibt es ein positives 
6* und ein negatives 6-, derart, daB C(6) fiir 


d+ >6>6- 


noch singularitatenfrei ist. Eine CauchygréBe in G bzw. @ ist erst recht eine 
solche auf G(d) + C(6) bzw. auf @(d) + C(d) und insbesondere eine ((6)- 
GréBe fiir jedes 6 aus 


0<6<éd baw. 0>6>6. 
4.2 Cauchyfunktionen und -differentiale in G bzw. G bezeichnen wir in 
offensich*licher Beziehung mit 
fe» 19g, fg, 49g. 
Als C(6)-GréBen besitzen sie Laurententwicklungen!’) 


(4.1) lo= a auf C(4),0 <6 < & 

‘ dggz= Zb,y "dy . , 
fa= Zey* ! 

9 i @ 

(4.2) dign ~ Shr dy auf C(6),0> 46> 6-; 


diese Reihen konvergieren auf dem jeweiligen C (4) gleichmaBig. Nach (3.10) 
und (3.11) bestehen die Laurent-Trennungen 
L(y) = (— Ens &n), 
Lip "dy) = (dFn,— fn); 
andererseits ist nach Satz 3 
L (fg) = (fe %); 
L(dgg) = (dgg, 9), 
L (fg) = (0, f3)s 
L(dgg) = (0, dgg). 
Daher ergeben Linearitét und Stetigkeit der Laurent-Trennung (Satz 1) 
sofort den a 
Satz 7 (Entwicklungssatz): Jede CauchygréBe in G bzw. G lift eine zwei- 


fach unendliche Reihenentwicklung nach den Faberschen bzw. den zugeordneten 
GréBen zu; diese Reihen konvergieren gleichmaéfig im Innern'*) von G bzw. 


G— d1%), und die Koeffizienten stimmen iiberein mit den Laurent-K oeffizienten, 





16) 6 sei stets so klein gewahlt, daB C(6) nicht zerfallt und zu C noch homotop bleibt. 

7) Vgl. FuBnote 14. 

18) Wir verstehen unter GleichmaBigkeit im Innern von G — oder kurz: in G — die 
GleichmaBigkeit auf jeder abgeschlossenen Teilmenge von G. 

1%) Dies gilt zunachst fiir jedes G(6) bzw. G(6) — d; fiir 60 ergibt sich daraus die 
obige Aussage. 


30* 
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die diese GréBen als C (d)-GréBen besitzen. Im einzelnen ist also 


43 fe= 2a, €,, leichmaBig in G 
(4.3) dgg- =0,4G, gleichmaBig in G, 
44 fa= J enln leichmaBig in 0 d 

(4.4) dgy- 24,4, gleichmaBig in G — [D}, 


mit den ,,Faber-Koeffizienten‘ 
1 
S.~ Fai / Ie py" dy, 
ot 


(4.5) , 
bn — Sai / yr dq» 
c 
1 
(4.6) ‘ c* 
c* 


4.3. Es folgt noch die Existenz von Nullentwicklungen gemaB 
Satz 8: Neben den Entwicklungen (4.3), (4.4) mit den Koeffizienten (4.5), 
(4.6) bestehen die Nullentwicklungen 


‘ 0= Lac, — 7" 
(4.7) 0 = Eb, df, gleichmaBig auf G + C — [d], 
0 = 2c, €,, . =p: 
(4.8) 0= 54,4, gleichmafig auf G + C. 


4.4. Mit Nullentwicklungen beschaftigt sich der nichste Abschnitt. Jedoch 
sei hier noch bemerkt, daB die Nullentwicklungen (4.7) schon im Falle N = 0 
auftreten. DaB sie in friiheren Arbeiten nicht bemerkt worden sind”), liegt 
begriindet in dem in 3.8. erwahnten Sachverhalt. Danach wurden bisher 
nur fiir negative n die zugeordneten GréBen betrachtet, weil diese zur Dar- 
stellung der CauchygréBen von G ausreichen; G ist ja fiir N = 0 der schlichten 
Kreisscheibe aquivalent, so daB die Reihen (4.4) in Taylorreihen ausarten. — 
Dagegen stellen die Reihen (4.8) im Falle N = 0 auch hier die Null nur trivial 


dar; denn (4.2) sind Taylorreihen — die Koeffizienten (4.6) verschwinden 
also fiir positive n —, wahrend fiir die tibrigen n die FabergréBen identisch 
verschwinden. 


4.5. Es sei noch eine ungeléste Fragestellung erwahnt, auf die mich Herr 
HERMANN Scumipt hingewiesen hat: 

Wenn G nicht schlichtartig ist, ist das Geschlecht gq von @ kleiner als das 
Geschlecht p von 2; sicherlich kann man G in eine andere geschlossene Rie- 
mannsche Flache 2* einbetten, deren Geschlecht q ist. 


20) Die Nullentwicklungen in [6,7, 16] haben einen véllig anderen Ursprung, der 
auf einer hier nicht diskutierten Erweiterung der Theorie beruht. 
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Ist es nun méglich, diese Fliche %* so zu wihlen, dab der zugehérige 
Funktionenkérper ein Unterkérper des zu 2% gehérigen ist? Dann giibe es 
nimlich fiir G Fabersysteme auf 2, die einem algebraischen Kérper vom 
Geschlecht g angehéren. 

Ich méchte hier einen naheliegenden Beweisversuch zu diesem Problem 
anfiihren, der trotz seiner Vergeblichkeit einiges Interesse beanspruchen darf, 
weil die dabei konstruierte spezielle Fliche 2* in bezug auf die Faberentwick- 
lungen in G besondere Eigenschaften aufweist. 

Wir wollen kurz von einer AbschlieBung der einfach berandeten Riemann- 
schen Fliche G vom Geschlecht q reden, wenn 2* eine geschlossene Riemann- 
sche Flache ist, die G enthalt und ebenfalls das Geschlecht q besitzt; eine 
AbschlieBung von G ist also jede Randverheftung von G mit einer Kreisscheibe. 

Nun vermittelt unsere Abbildung y von G@ schon eine reale Darstellung 
des Randes C von G@ als schlichte Linie des Einheitskreises. Eine ausge- 
zeichnete AbschlieBung 21* von G erhilt man also, wenn man an C in dieser 
Darstellung den schlichten Einheitskreis anhangt. 

Es besteht ein enger Zusammenhang der Faberentwicklungen in @ in 
bezug auf 2% mit denjenigen in bezug auf 2%*. Da eine einseitige, in G 
gelegene Umgebung von C auf beiden Flachen in der genannten Darstellung 
von C punktweise dieselbe Realisierung besitzt, folgt aus (4.5), daB die Faber- 
entwicklungen beziiglich 2% und 2* fiir die CauchygréBen von G@ dieselben 
Faberkoeffizienten haben; jedoch treten diese in den Reihen auf %* fiir 
n-» — co nicht auf wegen des Fehlens der entsprechenden FabergréBen. 

Die naheliegende Vorstellung jedoch, daB dieses 2* das gestellte Problem 
lést, ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt: 

Die konkrete Riemannsche Flache % bestehe aus drei Blattern: die Blatter | 
und 2 mégen eine elliptische Flache bilden, deren Verzweigungsschnitte auBer- 
halb des Einheitskreises um den Ursprung liegen, und Blatt 3 sei mit Blatt 2 
lings eines Schnittes im Inneren dieses Kreises verheftet. — Auf der so kon- 
struierten Flache 21 vom Geschlecht 1 betrachten wir jetzt als Kurve C den 
genannten Kreis in Blatt 2. Er zerlegt die Flache in die Gebiete @ und G, von denen 
G aus Blatt 3 und dem Kreis aus Blatt 2 besteht; G hat das Geschlecht 1, und 
G ist schon so realisiert, wie es im allgemeinen Falle die Abbildung y bewirkt. 
Die oben beschriebene ausgezeichnete AbschlieBung 2* von @ ist hier also 
einfach die elliptische Flache, die aus den vollen Blaittern 1 und 2 besteht. 
% ist aber keine Uberlagernng von 2*, da die Blatterzahl 2 von %* nicht die 
Blatterzahl 3 von Q teilt. 


§ 5. Beziehungen zwischen Faberreihen. 


5.1. Wahrend wir im vorigen Abschnitt die CauchygréBen von G durch 
Faberreihen dargestellt haben, sollen hier umgekehrt solche Reihen betrachtet 
und Aussagen iiber die von ihnen dargestellten GréBen hergeleitet werden. 

Es liegt nach dem bisherigen nahe, zu einer vorgegebenen Faberreihe mit 
denselben Koeffizienten die Laurentreihe nach Potenzen von yp zu bilden 
und nach Beziehungen zwischen den dargestellten GréBen zu suchen. Dieser 
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Weg, den wir tatsichlich einschlagen werden, st6Bt jedoch auf eine Schwierig- 
keit: es scheint auBer®') im Falle N = 0 schwierig zu sein, scharfe Koeffi- 
zientenbedingungen fiir die Konvergenz einer Faberreihe anzugeben, weil aus 
der Konvergenz der Faberreihe nicht allgemein auf die Konvergenz der ent- 
sprechenden Laurentreihe geschlossen werden kann: es seien z. B. zwei Lau- 
rentreihen gegeben mit punktfremden Konvergenzgebieten in Umgebungen 
von Kurven C(6,) und C(6,) mit 
d- < 6,, 6,5 0 

(vgl. 4.1); die entsprechenden Faberreihen — also auch deren Summe — 
konvergieren gleichmaBig auf G, wahrend die Summe der Laurentreihen 
nirgends konvergiert. 

Wir schranken daher die Reihen ein, indem wir fordern: die Laurentreihe 
konvergiere auf C (6) fiir alle hinreichend kleinen positiven 6. Da dann wieder 
die Faberreihe in G konvergiert, besagt diese Forderung, daB beide Reihen 
gemeinsam innerhalb G in einer (einseitigen) Umgebung von C konvergieren. 
Wir bemerken noch, da8 uns dabei keine der in § 4 gewonnenen Reihen ver- 
lorengeht, so daB noch alle CauchygréBen von den eingeschrankten Faberreihen 
dargestellt werden. GemaB der Cauchyschen Koeffizientenformel wird die 
erwahnte Einschrinkung geleistet durch die folgende 

Festsetzung: Es werden nur solche Koeffizienten,,vektoren a = {a}, 
—oo <n < + oo zugelassen, die der Bedingung 


<1 firn++c 


sr inl 
™ V |e <1 fiirn+—c 
geniigen. 
5.2. Zu jedem solchen « bilden wir nun die GréBen 
(5.1) g=—Za,y", 
(5.2) fo= 22,€,, 
(5.3) fg=— 2 anen 
sowie 
(5.4) do= Ja,y "dy, 
(5.5) dgg=  2Xa,d5,, 
(5.6) dgg= — Zand fy, 


die gemeinsam wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihen innerhalb G 
in einer (einseitigen) Umgebung von C regular-eindeutig sind. 
Nach Satz 5 ist nun 
L(— y") - (€,,, — @,), 
L(p-"dy) = (45, —4f,), 
und daher folgt wieder aus Satz 1 
(5.7) L(9) = (fa: fa)» 
(5.8) L(da) = (dg, 494). 


at) Vgl. [24], Satz 5. 
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Diese Beziehungen besagen, daB die Vektoren « eineindeutig sowohl den 
Funktionenpaaren (f,,f;) als auch den Differentialpaaren (dgg,dgz) ent- 
sprechen, so daB wir einen Vektor identifizieren kénnen mit einem dieser 
Paare, je nachdem wir Funktionen oder Differentiale betrachten. 
5.3. Wir beschaftigen uns zunichst mit Funktionen. Der lineare Raum 
der Vektoren « ist hier 
der Raum [¢] der Paare (fg, fg); 


er ist die direkte Summe aus 
dem Raum [f,] der Paare (f,, 0) 
und dem Raum [fz] der Paare (0, fz): 
(~] = fe] + Lal. 


Wiahrend hierin [fg] nach Definition der Raum der Nullentwicklungen nacn 
Faberschen Funktionen ist, liegt die Bedeutung des Raumes [/,] gemaB 
den Satzen 7 und 8 darin, daB die Komponenten eines Vektors « aus [fg] 
die ausgezeichneten Faber-Koeffizenten fiir fg in (5.2) darstellen; indem wir « 
dann kurz als ,,Faber-Vektor“ bezeichnen, erhalten wir nach Satz 3 
Satz 9: Es ist dann und nur dann 

2 a, €,= 0 in G, 
wenn sich La, yp" auf G + C als Cauchyfunktion fortsetzen lapt. « ist dann 
und nur dann Faber-Vektor von f,= X a, €,,, wenn 

Z ant, = 0 auf G+ C. 

5.4. Jedem Vektor « entspricht eindeutig ein Faber-Vektor «” = {a}, 
der zu fg aus (5.2) die Faberkoeffizienten reprisentiert. Man erhilt diesen 
Faber-Vektor gemaB (5.6) und Satz 9 aus 

L(y — fg) = (fe 9). 
Es ist also 
— Zak y*= y— la=fe= X a E,. 
Setzt man hierin fiir die €, die Laurentreihen (3.12) ein und ordnet gemaB 
dem Hilfssatz von WereRsTrRass nach Potenzen von y, so ergibt der Koeffi- 
zientenvergleich 
(5.9) oF = Sa, Ane: 

Denkt man sich die Vektoren als Zeilenvektoren geschrieben und bedient 
man sich der in (3.14) eingefiithrten Matrizen, so kann dieses Ergebnis zusammen 
mit seinen unmittelbaren Folgerungen ausgesprochen werden als 

Satz 10: Die zu [fz] parallele Projektion des Raumes [y) = [fg] + [fg] auf 
den ,,Faberraum“ [f,] wird durch die Matrix E vermittelt vermége 

a” = « E; 
diese Abbildung annulliert [fz] und stellt in [f,] die Identitat dar. 

5.5. Fir Differentiale bestehen analoge Resultate, die ebenso bewiesen 
werden wie diejenigen, die sich auf Funktionen beziehen. Wir beschriinken 
uns daher darauf, diese Aussagen zu formulieren. 
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Der Raum der Vektoren « ist jetzt aufzufassen als Raum [do] der Paare 
(dgg, dgz); es ist 
[do] = [dgg] + [dgz], 
dabei bestehen die Unterriume [dg,] und [dg] aus den Paaren (dgg, 0) 
bzw. (0, dgz). 
Satz 11: Es ist dann und nur dann 
2+ «,dF,=0 in G, 


wenn sich Z a, p-"dy auf G + C als Cauchydifferential fortsetzen lapt. 

« ist dann und nur dann Faber-Vektor von dgg= 2 «,dF,, wenn 

2 «,df, =0 auf G+ C. 

Jedem Vektor « entspricht wieder ein eindeutig bestimmter Faber-Vektor 
a? = [a2], dessen Komponenten die Faber-Koeffizienten fiir das durch « 
dargestellte Differential (5.5) bilden. Man erhilt «” aus [siehe (3.12) und 
(3.13)] 
(5.10) aP = > a, B,.. 

k 


Satz 12: Im Raum [do] = [dgg] + [dgg] vermittelt die Matrix @ die zu 

[dgz] parallele Projektion von [do] auf den Faberraum [dg] vermdge 
a= ~ D; 
dabei bleibt (dgq] elementweise fest, wihrend [dgz) annulliert wird. 

5.6. Entwickelt man eine FabergréBe gemaéB Satz 7 selbst nach Faber- 
gréBen, so erhilt man im allgemeinen keineswegs die triviale Darstellung. 
Vielmehr zeigen die Gleichungen (3.12) in Verbindung mit Satz 7, daB diese 
Entwicklungen 


€,= a An En, 
AF. = LY Bund Fn 


lauten. Hieraus und aus (3.13) ergeben sich als spezielle Nullentwicklungen 


(5.11) > Cin€E, = 0 

(5.12) y D,,d, =0 fiir jedes k. 
n 

Gleichzeitig hiermit gilt nach (3.12) 

(5.13) => Ciny™, 

bzw. , 

(5.14) —df,= 2 Diny"d y. 


Diese Beziehung steht im Einklang mit den Satzen 9 urd 11, nach denen 
jeder Nullentwicklung eine durch die entsprechende Laurent-Reihe darge- 
stellte CauchygréBe von G entspricht: unseren speziellen Nullentwicklungen 
entsprechen in diesem Sinne die zugeordneten GréBen e, und — df, als spezielle 
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Cauchygr6éBen. Da sich andererseits nach Satz 7 jede CauchygréBe von G 
nach diesen speziellen entwickeln laBt, kann man sagen, daf sémtliche Null- 
entwicklungen sich aus den speziellen (5.11) und (5.12) erzeugen lassen. 

5.7. Falls N = 0 ist, sind die Nullentwicklungen (5.11) und (5.12) in dem 
Sinne trivial, daB in jedem Summanden entweder der Koeffizient oder die 
FabergréBe verschwindet. Auch im Falle N > 0 ist es denkbar, daB unter 
den_genannten Nullentwicklungen triviale vorkommen; zwar miiBte y dann 
sehr spezielle Eigenschaften haben, die jedoch a priori nicht auszuschlieBen 
sind. Dennoch kénnen wir hinreichende Bedingungen fiir die lineare Unab- 
hangigkeit endlich vieler der speziellen Nullentwicklungen angeben. 

Es sei jetzt N > 0. Nach Satz 5 weisen e¢,, und df, nur den Pol } auf, 
wihrend y~" und y~"dy noch weitere Polstellen besitzen; daher folgt aus 
dem genannten Satz, daB kein €, und kein df, identisch verschwindet. 
Irgendeine endliche Linearkombination der Reihen (5.11) oder (5.12) ist also 
genau dann die triviale Nullentwicklung, wenn die entsprechende Linear- 
kombination der GréBen (5.13) oder (5.14) identisch verschwindet. 

Wir untersuchen daher Relationen der Form 

ks ks 
Diae,=0 oder 3’ a,df, =0, 
ky ky 
die nach Satz 5 gleichbedeutend sind mit der Aussage, daB die Funktion 


ky 

(5.15) t=S ay" 
ki 

bzw. das Differential 
ky 

(5.16) dg=)'a,y*dyp 
ky 


rational auf 2 ist, und zwar polfrei auf G + C. 
5.8. Wir stellen zunichst fest, daB fiir die Ordnung**) einer nicht identisch 


ky a 
verschwindenden Funktion h = ¥ a, y~* in G die Abschatzung 


ky 

(5.17) Og(h) = —(N + 1)k,+ NK, 
besteht, da N + 1 bzw. N die Anzahl der Nullstellen bzw. Pole von y in G ist. 

Ferner besitzt das Differential dy in G die Ordnung 
(5.18) Og(d p) = 24 (q = Geschlecht von G); 
denn nimmt man zu der durch yp vermittelten (N + 1)-blittrigen Realisierung 
von @ noch das AuBere des Einheitskreises hinzu, so erhilt man eine ge- 
schlossene Fliache vom Geschlecht g, auf der dy als rationales Differential 
die Ordnung 2q— 2 besitzt; bei dieser AbschlieBung von G wird aber eine 
Unendlichkeitsstelle von y, also ein Doppelpol von d yw zuviel gezahlt; daraus 
ergibt sich die Behauptung. 

Fiir eine auf % rationale und auf G + C polfreie GréBe ist die Ordnung 
in G héchstens gleich der Ordnung auf 2. Also ist fiir f aus (5.15) 


22) Anzahl der Nullstellen minus Anzahl der Pole. 
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und fiir dg aus (5.16) 
O;(dg) S 2p — 2. 


Hieraus und aus (5.17) und (5.18) folgen als notwendige Bedingungen fiir das 
nicht-identische Verschwinden der Funktion /: 


—(N + 1)k,+ NEO 
bzw. des Differentials dg: 


—(N + 1)k,+ Nk, s< 2(p—q—1). 
Sind nun umgekehrt diese Bedingungen nicht erfiillt, ist also 


(5.19) —(N + 1)k,+ Nk, > 0 

bzw. 

(5.20) —(N + 1)k,+ Nk,> 2(p—q—1), 

so ist dies gemaB 5.7 hinreichend dafiir, daB die zu den Indizes k aus 
ksksk, 


gehérenden Nullentwicklungen (5.11) bzw. (5.12) linear unabhangig sind; mit 
anderen Worten: nur ihre triviale Linearkombination ergibt die triviale Null- 
entwicklung. 

(5.19) ist z. B. stets erfillt fiir k, = k,< 0 und (5.20) fiir k, = k,<— 2(p—q—1). 
Das ergibt 

Satz 13: Falls N > 0 ist, sind fiir alle k mit k < 0 bzw. k <— 2(p—q—1) 
die entsprechenden Nullentwicklungen (5.11) bzw. (5.12) nicht-trivial. 

Als letzte Folgerung bemerken wir, daB (5.19) bzw. (5.20) erfiillt ist fiir 
alle k,, k, aus den Intervallen 


bzw. 
— K(N +1) + 2(p—q—1) < kh Sk,<—KN+2(p—q-1), 


wenn K eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet; da diese Intervalle aber die 
Lange K besitzen, folgt schlieBlich 
Satz 14: Falls N > 0 ist, gibt es beliebig viele linear unabhingige unter den 
Nullentwicklungen (5.11) bzw. (5.12); insbesondere besitzen sie also keine end- 
liche Basis. 
§ 6. Mehrfach berandete Gebiete. 


6.1. In diesem SchluBabschnitt soll noch kurz nachgewiesen werden, dab 
Fabersche Entwicklungen méglich sind auch fiir Funktionen und Differentiale, 
die regulir-eindeutig sind auf mehrfach berandeten Gebieten; im Hinblick 
auf 3.5 muB jedoch auch hier vorausgesetzt werden, daB jede Randkurve des 
Entwicklungsgebietes auf A berandet. 

Es sei also G ein Gebiet auf 2, dessen relativ zu G positiv orientierte 
Randkurven C,(g = 1, . . ., r) analytisch und einzeln nullhomolog sind. Auf 2 
grenze an G lings C, das Gebiet G,, und es sei 


G, = A—(C, + G,). 
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Eine innerhalb G hinreichend nahe zu C, verlaufende Kurve bezeichnen wir 
mit C‘; schlieBlich sei die Charakterisierungsstelle } in G, gewahlt. 
6.2. Fiir in G regulir-eindeutige GréBen bestehen wieder Zerlegungen 


r r 
f= 2 fe: dg= } dg, 
1 
mit den in G, giiltigen Integraldarstellungen 


hi= ang | Ho) aFor,s) 


» (C4) 


dg,() = — — [a90) dF (», 3). 
3(C) 
Offenbar sind /, und dg, CauchygréBen in G,. 

Lassen nun die f, und dg, einzeln Faberentwicklungen zu, so ist unsere 
Behauptung bewiesen. Fiir 9 = 1 ist das sicherlich nach § 4 richtig. Der Fall 
@ + 1 erfordert jedoch eine kleine Diskussion, da dann } in G, enthalten ist. 

Indem wir den Index o wieder unterdriicken, bemerken wir nun, daB die 
Annahme, } liege in G statt in G, die Darlegungen der §§ 3, 4 (auBer 3.6 und 
3.7) nicht beriihrt; nur weisen jetzt die CauchygréBen von G den Normierungs- 
pol } auf, wihrend die CauchygréBen von @ regular sind; die Konvergenz- 
aussagen gelten daher in bezug auf G — [Dd]. 

Satz 15: Zu jedem Gebiet G auf A, dessen Randkurven einzeln nullhomolog 
und analytisch sind, gibt es Systeme von FabergréBen, nach denen jede in G 
regulir-eindeutige Gripe Reihenentwicklungen zulaBt, die im Innern von G gleich- 
mipig konvergieren. 
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In Hilfssatz 2 wird nicht beriicksichtigt, daB Randpunkte von F, auf 
Punkte von G abgebildet werden kénnen, wenn die Abbildung / (4) nicht schlicht 
ist. 

Man kann aber durch Variation des Randes C von F, in F, zwei Gebiete 
F}, F2 erhalten — ihre Rander seien C', C? — derart, daB noch 


{(Fi) 26 (¢ = 1, 2) 


gilt und daB die drei Randbilder f(C), f(C*), {(C?) keinen Punkt gemeinsam 
haben. 

Damit ist Hilfssatz 2 wie folgt zu andern: 

Hilfssatz 2: Zu jeder Punktmenge © Cf (Fy) gibt es in F, zwei von Fy, hin- 
reichend wenig verschiedene Gebiete F), F% und eine Zahl e(G) > 0, derart, dap 
fiir « < e(G) von f, und f jeder Wert w aus © auf mindestens einem der drei 
Gebiete Fy, F}, F2 gleich oft angenommen wird. 

Beweis: F}, F2 wurden so gewahlt, daB jeder Punkt w ¢ G von mindestens 
einem Randbild /(C), f(C*), {(C?) einen Abstand besitzt, der eine gewisse 
fir G gleichmaBige positive Schranke nicht unterschreitet. Dem entspricht 
eine Uberdeckung von G durch drei Punktmengen G», G}, G?; auf jede von 
ihnen ist der Beweis von S. 456 oben anwendbar, wenn man dort Fy, C, G 
ersetzt durch Fy, C, Go, durch F}, C!, Gj und schlieBlich durch FS, C*, GF. 
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Uber Flichen mit eineindeutiger Projektion auf eine Ebene, 
deren Kriimmungen 
durch Ungleichungen eingeschrankt sind. 


Von 


ERHARD HeEtnz in Gottingen. 


Wir betrachten ein Flaichenstiick F im dreidimensionalen Raume der Va- 
riabeln x, y, z, welches fiir 22+ y? < R* in der Form z = z(z, y) darstellbar ist, 
wobei z(x, y) eine reelle, zweimal stetig differenzierbare Funktion bedeutet. 
Wenn die GauBsche Kriimmung K oder die mittlere Kriimmung H von 
dem absoluten Betrage nach oberhalb einer positiven Zahl « bleiben, so hat 
dies fiir R eine Ungleichung der Form R S 0(«) zur Folge. Dieser Satz ist 
in den Fallen K => « > 0 und |H| = « > 0 leicht zu beweisen'). Der Vollstandig- 
keit halber wird dafiir in § 1 dieser Note ein Beweis gegeben, der im wesent- 
lichen mit der mittleren Kriimmung H operiert und zugleich die bestméglichen 
Konstanten @(«) liefert. 

Der interessantere Fall K <—a<0, der eng mit dem Hilbertschen 
Theorem von der Nichtexistenz vollstaéndiger Flichen konstanter negativer 
GauBscher Kriimmung zusammenhingt, ist kiirzlich von JEFmmow [3], [4] 
behandelt worden. Dieser zeigte: Wenn & eine eineindeutige Projektion auf 
ein Quadrat der Seitenlinge / gestattet und immer K < — | ausfillt, so gilt 
1< 14. Dera. a. O. gefiihrte Beweis beruht auf dem Studium der Asymptoten- 
linien von § und benétigt geometrisch-topologische Uberlegungen. Es ist 
daher vielleicht von Interesse, einen analytischen Beweis dieses Theorems zu 
geben, welcher auf anderen Prinzipien beruht. Dies geschieht in § 2, wo 
auBerdem eine quantitative Verschirfung dieses Resultates gewonnen wird 
(Satz 4). Haupthilfsmittel des Beweises ist dabei eine im wesentlichen von 
S. Bernstern?) herrithrende Identitaét, welche in Satz 3 formuliert ist. 


§ 1. Die Faille |H| >a >0 und K2a > 0. 
Wir betrachten zunichst den Fall |H| = « > 0 und beweisen 
Satz 1. Es sei z = z(x, y) eine fiir x*+ y®< R® zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion, welche der Ungleichung 
(1 + 2)) 222 —2 22 2y tzy + (1 + 25) 2yy! 


= 2(1 +22 +23)8 


a>o 


. 1 
geniigt. Dann ist R < me 


1) Vgl. S. BeRNsTEre [2], incbes. S. 242—244. 
2?) Vgl. S. BernsTeErn [1], insbes, S. 96. 
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf H => «> 0 voraus- 
gesetzt werden. Sei 0 < R,< R. Dann hat man auf Grund der Identitat 
(1 + 25) tex — 22229 tzy + (1+ 2}) 2yy 
(1+23 +23)8 

=e gree)” Solna) 
Oz \ V1+23 +23 Oy \ Vl+28+23 
die Gleichung 
zy zz 
Pe ae Je Vi+22+23 abs yita+e ay). 
Wegen H 2a >Ohat man Sf 2Hdxdy=2axR’. 
- 


sR 
Ferner ist 
zy 
—_— '——— dx —————- — d 
pee yl+2 +4 +o v) 
ck +2, $ 
s ¢ inte (dx? + dy)" S22R,. 
a+ y= Ri 
Dies ergibt 


2a R?<22R, oder R,<—. 
Fiir R, > R folgt die Behauptung. 
Der Fall positiver GauBscher Kriimmung kann direkt auf Satz 1 zuriick- 
gefiihrt werden. Es gilt 
Satz 2. Es sei z = z(x, y) fiir x* + y* < R*® zweimal stetig differenzierbar und 





z. 2 ey 
Km ie ay 2 a> 0. 


Dann hat man R = yz ‘ 
Beweis. Wegen K < H? ist |H| => )a. Nach Satz 1 folgt daher R < \ , 


w.z.b.w. 


Man erkennt an dem Beispiel z = V/R?—2—¥, daB die in Satz 1 und Satz 2 
bewiesenen Ungleichungen nicht verbessert werden kénnen. 


§ 2. Der Fall K< — a < 0. 
Wir wenden uns jetzt dem Studium von Flachen mit negativer GauBscher 
Kriimmung zu und beweisen zunichst 
Satz 3. Es sei z = z(x, y) eine fiir x* + y*< R* zweimal stetig differenzier- 
bare Funktion. Dann gilt fiir 0 < r < R die Identitat 


22 
djl @ z(r cos y, rsin g) \?* 
al fessgeay 


0 


-f (S2ce Fereimg) |? dg+2 Sf (22, — Zee Zyy) Gedy. 
e+y<sr 
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Beweis. Setzen wir zur Abkiirzung 2(0, y) = z(e cosy, o sing), so wird 


2 ff (eetyy—%ey) dxdy = $ (2,42, —2,dz,) 
#+y'sr #+ysr 


2x2 
~? ~ ~ ~ ~ 
—~ [ (22.3: SeSee _ Sep te ) 
[ (G++ e e ear”? 
22 a 1d 2a 
FAL, +3) do—t a, f = de 
0 


- J Cardo—J a [ar,-.a9] 


fiir 0 < r < R, was mit der Behauptung identisch ist. 

Mit Hilfe der in Satz 3 bewiesenen Gleichung kénnen wir das Hauptergebnis 
dieser Note beweisen, naimlich 

Satz 4. Es sei z = z(x, y) eine fiir z*+ y*< R* zweimal stetig differenzier- 
bare, reelle Funktion, welche der Ungleichung 


ZezZyy—Zzy 
K= (l+2+2 239 S—a<0 


geniigt. Dann gilt R< e y2 


Beweis. Die Funktion 


tor fese | (r+ 3 (eeeemeesee an 


ist fiir 0 < r < R zweimal stetig differenzierbar, und es gilt 


22 \ 
a d{1l a , r sin g) \* 
f(r) = 2+ (2 fees iy). 
0 


ar<cf(r)s at (J, 


Ferner ist 
(1 + 22 + 22)*dz ay). 
=<" 
Mit Benutzung von Satz 3 sowie der Ungleichung K < — « < 0 erhilt man 
hieraus 


f(r) 22 ff (eey—Zeetyy) dx dy 
#+y'sr 


2 
Soa ff (+ 28+ Btdedye— Sin’, 
z*+y*sr* 
also 


Fy WOE gare Fy VO) fiir 0<9 Sr. 


Es folgt 


rP 235 = f(r? 








454 Ernarp Hernz: Uber Flachen mit eineindeutiger Projektion auf eine Ebene. 


oder 
d = ee ee 
— a, (fr) )z(35)'-+ fir O<r<R. 
Sei jetzt 0 < R,< R,< R. Dann erhalt man durch Integration die Ungleichung 


a §R>1 > f(R,) = f(R,)*—f(R,)* 


a \} R, 
= (sz) log (“7 


LaBt man hierin R, gegen R konvergieren, so folgt 
log (z.) < (=)' * fir 0< R,<R 


a 
, ; 3\4 . . 3 \} 
und somit auch fiir 0 < R, < co. Setzt man R, = (=) , so ergibt sich R < e (=), 


womit Satz 4 bewiesen ist. 


Literatur. 
[1] Bernstern, S.: Sur la généralisation du probléme de Dirichlet. Math. Ann. 69, 
82—136 (1910). — [2] Bernsrern, S.: Sur les surfaces définies au moyen de leur cour- 


bure moyenne ou totale, Ann. Ec. Norm. Sup. 27 (1909), 8S. 233—256. [3] Jermow, N. V.: 
Untersuchung einer vollstandigen Flache negativer Kriimmung. Doklady Akad. Nauk 
SSSR (N.S.) 93, 393—395 (1953) (russ.). — [4] Jerrmow, N. V.: Untersuchung der 
eindeutigen Projektion einer Fliche negativer Kriimmung. Doklady Akad. Nauk SSSR 
(N. 8.) 93, 609—611 (1953) (russ.). 


( Eingegangen am 11. Marz 1955.) 

















